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AVERTISSEMENT  DES  RÉDACTEURS. 


Les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  s'adressent, 
•comme  Tindique  leur  titre,  aux  jeunes  gens  qui  veulent 
entrer  à  TÉcole  Polytechnique  ou  à  l'Ecole  Normale; 
elles  s'adressent  aussi  aux  Professeurs,  puisque  tous  les 
travaux  qui  tendent  à  perfectionner  renseignement  des 
Mathématiques  spéciales,  simplification  des  théories,  dé- 
veloppements et  applications  des  diverses  méthodes,  di- 
vulgation des  découvertes  récentes,  sont  de  leur  ressort. 
En  général  on  n'admettra  point  d'articles  relatifs  au  calcul 
infinitésimal,  à  moins  qu'ils  ne  soient  fort  courts  et  d'une 
nature  suffisamment  élémentaire.  On  ne  fera  d'exception 
à  cette  règle  que  pour  les  questions  proposées  au  concours 
d'agrégation  des  lycées,  questions  qui  intéressent  spéciale- 
ment un  grand  nombre  de  Professeurs. 

A  partir  de  i863,  le  Bulletin  de  Bibliographie ^  d'His- 
toire et  de  Biographie  mathématiques,  qui  paraissait  à  la 
suite  des  Nouvelles  Annales  avec  une  pagination  dis- 
tincte, sera  réuni  au  corps  du  journal  (*).  Comme  par  le 
passé,  cette  partie  de  notre  publication  sera  consacrée  à 
l'analyse  des  ouvrages  récents,  à  des  extraits  de  journaux 
étrangers,  à  des  biographies  de  savants.  Pour  ce  qui  con- 
cerne la  partie  historique,  nous  ferons  usage  de  précieux 
matériaux  réunis  par  M.  Terquem.  jNous  serons  en  me- 
sure de  donner  en  i863  la  biographie  de  Gauss  et  celle 
de  Gergonne.  L'histoire  des  hommes  qui  ont  voué  leur 

— i"^^i^^— ^^^—1 W^^^iW^— ^         IM.l  —■■■■■  ■  I  ■■   ^1— ^^^»      ■    ,  ,       ^    ,■■■! ■!■■■■■       ^— 1^>^MB   I      ■   ■       I    ■■■      ■     ^^m        ■■■      ■      »■■     I 

(*)  Chaque  numéro  des  Nouvelles  Annales  sera  composé  de  trois  fouilles. 
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exislenre  â  la  recrherchc  de  la  vérité  est  féconde  en  ensei- 
gnements de  plus  d*un  genre.  On  y  apprend  Tabn^ation, 
la  modestie,  Tamourdu  travail.  Les  jeunes  gens  et  même 
les  hommes  faits  ne  sauraient  être  à  meilleure  école. 

Pour  atteindre  leur  but,  les  Rédacteurs  n^épai^neront 
aucune  peine  :  mais  ils  comptent  surtout  sur  la  collabo- 
ration des  savants  français  et  étrangers  et  sur  celle  des 
élèves,  auxquels  s'adressent  principalement  les  nom- 
breuses questions  proposées  dans  le  journal. 

Geroko  e(  Prouret. 


Pari».  —  Imprimerie  do  Mallot-Bacbelier,  rtie  de  Seine  Saint-Germain,  lo, 

près  l'Institut. 
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POLYTECHNIQUE  (1862)*, 

Solution   de    M.    Gaëtano    DE   LYS. 


Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées 
par  r équation 

x^  -hf^  —  z'  H-  2/7XZ  -H  2ç'/;ç  —  aax  —  2  Aj  -f-  2fz  =  o 

(a,  6,  c  étant  des  nombres  positifs  don  nés  ^  p  et  q  des 
paramètres  variables)  :  1^  lorsque  p  et  q  varient  de 
toutes  les  manières  possibles  ^  2**  lorsque  p  et  q  varient 
de  manière  à  as  que  l'équation  représente  un  cône. 
Distinguer  la  partie  du  lieu  qui  correspond  à  des  hyper- 
holoïdes  à  une  nappe  de  celle  qui  correspond  à  des  liy- 
perboloïdes  à  deux  nappes. 

Si  Ton  rapporte  la  surface  à  son  centre,  Téquation 
prend  la  forme 

.r*  -h  ^'  —  z^  •+■  npjcz  -h  ^gjz  —  ax'  —  hy  -\-  cz  =  o, 

[x^y^z')  désignant  les  coordonnées  du  centre.  Sous  celte 
forme,  qui  se  ramène  facilement  à  la  suivante  : 

[x-V-pzy-^  [X  4-  73)'— (/v^-l-7*-4-  \)z'  —  ax'  —  by -^ cz'  =  0, 


(6) 
on  reconnaît  que  Téquation  représente  généralement  des 
hyperboloïdes  à  une  ou  deux  nappes  suivant  le  signe  de 

la  quantité 

(tx'  -h  by^  —  cz\ 
saifo^r  : 

''/f '  ■♦-  ^y  -^  <?4'  >  o .  . .  .     Hjperholfrîdi  \  unit  nqippe. 
ax'-h  by —  C3'  <^  o . . . .      Hyperboloïde  à  deux  nappes. 
ax^ '{'  by  —  cz'  =  G.  . .  •     Cônes. 

Le  lieu  des  centres  dans  les  deux  premiers  cas  s'ob- 
^ien^  iÇacileïftçjçi^t,  pw  l'^liwn^tiou  d«.  ff.  ^X,  ^  entre  l«si 
trois  équations  qui  d,ét<?i:mi];i.m^  1^^  cçp,^re 

(  I  )  x'  -{-  pz^  ^  a  z=z  o^ 

(2)  jr'-+-r/z'  — 6=o, 

(  3  )  px'  -h  qy  —  2'  -i-  c  =  o- 

L'éUmînailon  dQnm^ 

j,'2  -4-  y  4-  z'2  —  «y  —  ^y  —  cz'  =  o, 

équation  d^une  sphère  dont  le  centre  est  au  point  -9-9 

c        j        ,  /a»  -+-  6'  4-  c» 

-  e^  dont  le  rayoi?,  esi^  i  /  -- — r--, — r— . 

a^  Lorsque  p  eiq  varient  de  manièjpe  à  ce  que  l'équa- 
tion représente  un  cône,  le  lieu  des  sommets  des  cônes 
est  déterminé  par  les  deux  équations 

x'^  -+-  y^  H-  »^'  —  ^«-  —  by  —  cz'  =  p, 

ax'  4-  by  —  cz'  =  p. 

Le  lieu  est  donc  un  cercle  de  la  sphère  déjà  trouvée. 
Le  plan  ax' -h  hy'  —  cz'  =  o  coupe  la  sphère  en  deux 
^nes. 

Celle  qui  est  au-dessous  du  plani  çt  ppu^  ^quelle  on  a 

C!st  le  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  à  t|ne  nappe. 


{  7) 
La  zone  qui  csi  au-dessus  du  plan  et  pour  laquelle 
on  a 

ax'  '\-  hy'  —  r»'  <  o, 

est  le  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes. 

Une  remarque  intéressante,  c'est  que  Tun  des  para- 
mètres p  ou.  q  étant  supposé  constant,  on  a  Téquation 
générale  des  hyperboloïdes  qui  admettent  pour  sections 
planes  communes  une  hyperbole  équilatère  et  un  cercle. 

Note  du  Rédacteur,  —  Des  solutions  peu  différentes 
nous  sont  parvenues  en  assez  grand  nombre;  nous  nous 
en  tiendrons  à  la  précédente,  qui  répond  d*une  manière 
simple  et  complète  à  la  question  proposée. 


IIIB8THHI  HMPOSÉB  EN  CONPOSITMN  PMIH  L'ADMISSION 

iLlGNiK  NftRMikLB  (1862); 

Solution  de  M.  L.  P, 
Élète  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot). 


Par  les  extrémités  A,  6  d'une  corde  AB  d'une  Ion-- 
gueur  constante  et  inscrite  dans  un  cercle  donné  O,  on 
mène  des  droites  ÂM^  BM  respectii^ement  parallèles  à 
deux  droites  fixes  ^  trouver  le  Heu  de  V intersection  M 
des  deux  droites  AM,  BM. 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées  OX,  OY  des  paral- 
lèles aux  directions  fixes,  menées  par  le  centre  O  du 
cercle.  Soient  B  l'angle  YOX  des  axes  \  0^  Tangle  constant 
BOA  ;  CL  Tangle  variable  AOX  •,  P  et  Q  les  points  où  les 
droites  BM,  AM  prolongées  coupent  les  axes  OX,  OY; 
X,  y  les  coordonnées  MQ,  MP  du  point  M,  et  r  le  rayon 
du  cercle. 


\ 


Les  triangles  OAQ,  BOP  donnent 

r  r 

y  =-r-i  sina,     x=  -r-r  sin($—  9,  —  a). 

De  ces  deux  équations,  on  lire 

r.sinô  sinô  _  /^       «  x-i 

s.„a  =  — — ,    cos«=-^j^^^^— ^^[x+jcos(e-e.)]; 

et  en  substituant  dans   sin'a  +  cos'a  =  i,  on  obtient 
pour  l'équation  du  lieu 

.^'-4-j'-f  2^JCOS(0'-0,)  = :^-— '-' 

On  voit  que  le  lieu  est  une  ellipse  rapportée  à  son 
centre.  Si  ou  avait  d  ==  d^ ,  le  lieu  serait  la  droite 
(a;-4-j)  =  o. 

Ce  cas  particulier  écarté,  il  est  facile  de  voir  que  les 
axes  de  l'ellipse  sont  dirigés  suivant  les  bissectrices  des 
angles  des  axes;  car  l'équation  obtenue  reste  la  même, 
lorsqu'on  change  a:  en  j^  et  j^  en  x,  ou  bien  encore  x  en 
— y  y  et  •■ — y  en  a?. 

On  aura  les  longueurs  des  axes,  en  déterminant  les 
points  de  rencontre  de  la  courbe  et  des  bissectrices  des 
angles  des  coordonnées.  On  trouve,  pour  les  longueurs 
des  demi -axes, 


Ô—  0, 

rsin 


)  "^"^^(^) 


.0  0 

31  n  -  cos  - 

2  2 


L'ellipse  est  ainsi  déterminée  de  grandeur  et  de  posi^ 
Ûon. 


(9) 


«DESTION  D'EXAMEN  —  ÉCOLE  POLYTECHNIODE  (1862); 

Solution  de  M.  Alfred  BRISSAUD, 
Élève  en  spéciales  (institution  Loriol). 


Conditions  de  cony^ergence  et  somme  des  termes 

de,  la  série: 

1.2.3...  jjJsP  H-2.3.../;(/?-f-i)  xP-*-* 

H-  3.4.5.  .  .  (/?-+-2);iy^»4- 

1  **  Le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est  en  général 


(w  -4-  i)(/ii -H  2) ...(//!-+-/?)(/?/ -h  «  H-  i)  m  -h  ^-4- 1 

m  [m  H-i), ,  .(m -{- p  —  i)(fft-hp)  fn 
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sa  limite  est  X'^  donc  la  condition  de  convergence  est 
a:  <  I .  Nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  x<Cii* 
!i?  Poury^=  I,  la  série  convergente  considérée  devient 

Désignons  sa  somme  par  scy,  on  aura 

Or,  1  -4-  ax-f-  Sx'  -i-. . .  est  la  dérivée  de 

I 

I  -f-  A'  4-  a:'  -j- .  .  .  == 


I  —  X 


donc  j"  est  la  dérivée  première  de  • 

En  prenant  les  p  dérivées  successives  de j  on  trouve 

I  -f-  20: 4-  '6x^  ~h  4-^  +  .  •  • 
:=  dérivée  première  àe ^  (*  —  •^')  "% 

'  I  —  X 


(  >o) 

1 .2  -f-  2.3a: -f-  3.4^* -h. .  . 

=:  déwi^ée seeùndg  àe =ri,3i(f — xY^. 

I.2.3.../?-|-2.3.».(/?-l-i)x-f-...  =  l.2...j»(î  — a:)-(A'+0. 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  dernière  égalité 
par  x^,  le  premier  membre  devient  la  série  considérée, 
dont  la  somme  est 

1 .2.3.  .  •  pxP 

QVESTHM  »  EXAMEN  —  ÉCOLE  POLTrEGflNIOUE  (1862), 

Solution  de  M.  Georges  VACOSSIN, 
Élève  en  spéciales,  (institution  Loriol). 

Théorème.  —  Tout  plan  passant  par  tes  milieux  de 
deux  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  le  décompose  en 
deux  parties  éc/uis^alentes. 

Ce  théorème,  démontré  daas  les  auteurs  par  Tes  pro- 
priétés du  quadrilatère  gauche,  peut  aussi  être  établi  par 
les  considérations  suivantes. 

Soit  DFEG  tm  plan  passant  par  les  points  milieux  D, 


(  «o 

E  des  côtés  oppoaés  du  tétraèdre  S»ABC.  Ce  plan  dé- 

lermine  deux  pentaèdres  équivalents. 

Traçons  les  deux  plans  DCG,  DBF  :  le  pentaèdrc 
inférieur  est  décomposé  en  deux  pyramides  D ,  ACG, 
C,DFEG  respectivement  équivalentes  aux  deux  pyra- 
mides DySFB,  ByDFEG  qui  composent  le  pentaèdre  su- 
périeur. 

En  effet,  les  pyramides  quadrangulaires  de  même  base 
DFEG  ont  même  hauteur,  car  le  plan  de  cette  base  passe 
par  le  milieu  de  la  droite  des  sosamets;  par  suite  ces  py- 
ramides sont  équivalentes.  En  second  lieu,  D,  ACG  est  la 
moitié  de  S>»ÀCG;  IX^SFB  est  au3si  La  mokié  de  A,SFB. 
En  outre,  S^ACG  est  équivalente  à  AySFB  :  car  soient 
V  le  volume  du  tétraèdre  donné,  dj  d'  les  distances  du 
plan  sécant  aux  sommets  A  ou  S,  B  ou  C,  on  a 


S, ACG       ACG 
V      "■  ACB  " 

AG 
"AB 

A,SFB       BSF 
V      ""SIC" 

SF 

'"se 

d 


Donc  S  y  ACG  est  équivalente  à  AySBF,  et  de  ces  deux 
résultats  on  conclut  Téquivalence  des  pentaèdres. 

Observations.  —  I.  Des  égalités  précédentes,  on  con- 
clut pour  la  mesure  des  deux  tétraèdres 

D,ACG^D,SFB=r 


lt(d-^d') 


1  V^f 

et  pour  mu  somme  /..»// 

A  désignant  l'aire  de  la  section,  on  a  pour  les  volumes 
des  pyramides  quadrangulaires 

C,DFEG  r=  B,DFEG  ==  ^ 


(  «a  ) 
Comme  ces  quatre  pyramides  composent  V, 

d-\-d'^     3 
et 

y  =  '^{d-^d')K. 

IL  Si  D  désigne  la  longueur  de  l'arête  AB,  a  l'incli- 
naison de  D  sur  le  plan  sécant, 

r/4-rf'  =  Dsina,     V  =  |Dsina.A. 
III.  Si  le  plan  tourne,  D  et  Y  restant  constants, 

2   D   sina 
donc  A  vaiîe  en  raison  inverse  de  sina. 


QUESTION  105 

(  TOlr  tome  IV,  page  560)  ; 

Solution  de  M.  Abraham  SCHNÉE, 
Élève  du  lycée  Charlemagne. 


Considérant  comme  coordonnées  rectangulaires  d*un 
point  les  rajons  de  courbure  des  extrémités  des  dia- 
mètres conjugués  d'une  même  ellipse,  le  lieu  du  point 
est  Veny^eloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  in^ 
scrite  dans  un  angle  droit,  (Brassiiîe.) 

L'expression  du  rayon  de  courbure  d'une  ellipse  en 
fonction  de  Pabscisse  du  point  considéré  est 


0  =  -, 


(  13) 
Si 

a*  m 

sont  les  équations  de  deux  diamètres  conjugués  de  Tel- 
lipse 

on  sait  que  les  abscisses  des  points  de  rencontre  avec  la 
courbe  sont  données  par 

x^  =:        ■  9       X*  rz:  — — ^— — —  ; 

X  et  j^  étant  les  coordonnées  courantes  d'un  point  de  la 
courbe  cherchée,  on  aura  donc 


/  a^b'    y  1 

(  a«  —  c'  7-  1  û*  —  c^  _ 


û<  m»      \  ' 


m» -+-6» 


rt*6  '      ^—  rt*^  ' 


d'où  l'on  tire 


Eliminant  /n'  entre  ces  équations,  on  a  Téquation  du  lieu 
cherché 


a 


»ô^ 


c^est  Tenveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante 

ab 
inscrite  dans  un  angle  droit,  celui  des  axes  de  Fellipse. 


(  -4) 


NOTE  SUR  UN  PROBLÈME  GONNII  -, 

Par  m.  Pavl  SEERET. 


Une  corde  AB  (Tune  conique  est  "vue,  d^un  point  fixe 
O,  sous  un  angle  constant,  trouver  V équation  de  son 
eni^eloppe. 

Ce  problème,  résolu  géoméiriquement  dans  le  Traité 
des  Propriétés  projectiv^es ,  n'a  été  étudié  par  Fanalyse 
que  dans  le  cas  particulier  de  l'angle  droit.  Voici  cepen- 
dant, pour  le  cas  général,  une  méthode  très-simple^  fon- 
dée sur  la  transformation  des  équations,  et  qui  s'appli- 
querait avec  la  même  facilité  à  une  courbe  de  degré 
quelconque,  ou  à  certaines  questions  analogues  de  la 
géométrie  de  l'espace . 

Soien  t 

(0  /(î?,r)  =  o, 

(2)  y"r=zmx-k'n 

les  équations  de  la  conique  donnée  et  de  la  corde  variabh; 
AB,  rapportées  à  des  axes  rectangulaires  quelconques  ;  et 

(3)  ç(.r)=rO 

Téquation  ayant  pour  racines  les  abscisses  des  extrémités 
de  la  corde.  Il  suffira,  pour  résoudre  le  problème,  de 
trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  paramètres 
m  et  «,  pour  que  les  droites  OA,  OB,  qui  réunissent  les 
extrémités  de  la  corde  au  point  O  (.r',  j^'),  fassent  entre 
elles  Fangle  donné. 

Or,  mettant  Téquation  (2)  sous  la  forme 

[1')  r-^y  =:m  (.r  —  y)  —  (y'  —  m.r'  —  n), 


(  i5  ) 

divisant  les  deux  membres  par  x  —  x\  et  désignant  par 
M  le  coefficient  angulaire  de  Fune  quelconque  des  droites 
OA  ou  OB,  il  vient 


y'  —  mx'  —  n 
M  =  /ii  — î^ ; , 

X X 


d'où 

y'  ^  Mx'—  /I 


(4) 


/w  — M 


C'est  la  relation  existant  entre  l'abscisse  de  chacune  des 
extrémités  de  la  corde  et  le  coefficient  angulaire  de  la 
droite  qui  unit  cette  extrémité  au  point  O.  Et  si  Ton 
substitue  à  x  sa  valeur  dans  l'équation  (3),  l'équation 
transformée 


(5) 


»  ',      m-M       ;  = 


aura  pour  racines,  en  M,  les  coefficients  angulaires  des 
droites  OA  et  OB.  Il  sera  facile,  dès  lors,  d'exprimer 
que  les  racines  de  cette  équation  sont  liées  par  la  rela- 
tion 

M'  — M" 


I  -h  M'  M' 


=  const.  ; 


et  la  relation  entre  m  et  ;i  étant  obtenue  de  la  sorte,  le 
problème  s^achèvera  par  les  moyens  ordinaires. 

Cette  méthode  s* applique  à  plusieurs  problèmes  ana- 
logues, et  dont  quelques-uns,  abordés  autrement,  ne  se- 
raient pas  sans  difficulté. 


(.6) 

REMARQUES  SUR  QUELQUES  THÉORÈMES  ÉNONCÉS 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES  ; 

Par   m.    L.   FAURE, 

Capitaine  d^artillerie. 


Question  609. 

Cette  question,  déjà  résolue  par  plusieurs  élèves,  est 
un  cas  particulier  de  celle-ci  (*)  :  Lorsquun  triangle 
est  conjugué  à  une  coniquCy  la  somme  des  carrés  de 
ses  demi-axes  principaux  est  égale  à  la  puissance  de 
son  centre  relativement  au  cercle  circonscrit  au  triangle. 
Or,  dans  la  question  609,  le  triangle  RHC  est  conjugué 
au  cercle  décrit  sur  FF'  comme  diamètre.  D'où  l'on  doit 
conclure  que  la  tangente  MT  menée  par  le  point  M, 

FF' 
milieu  de  FF',  est  égale  à  — p-. 

Sur  les  deux  premiers  théorèmes  de  M.  Paul  Serret 

(page  323). 

A  la  page  5o  du  tome  XVII  des  Nouvelles  AnnaleSy 
j'ai  énoncé  le  théorème  suivant  :  Si  Von  décompose  un 
polygone  abcd, . .  en  triangles,  en  joignant  ses  sommets 
à  un  point  arbitraire  i  de  son  plan,  l'on  aura  y  o  étant  un 
point  fixe  et  h  une  constante  : 


iab  ibc 


-h  -r; ; :+...  =  /•. 


oia  .oab.obi       oib  .obc,  oci 
Le  théorème  I  de  l'endroit  cité  se  déduit  de  celui-ci  en 

(*)  Nouvelles  AnnaleSf  t.  XIX,  p.  234» 


(  17) 
supposant  que  les  points  o,  i,  a,  &,  c, . . . ,  soient  sur  un 
cercle  de  rayon  R.  Dans  ce  cas,  en  effet, 

oia,oab . obi       \  oi  J  oa^ .  ob^ ' 

on  a  donc  ce  théorème  :  Lorsquun  polygone  abcd. . . 
est  inscrit  dans  un  cercle^  si  ton  prend  sur  la  circonfé- 
rence deux  points  o  et  /',  on  aura  y  h  étant  une  con^ 

stante^ 

iab               ibe  — .» 

H z -\- .  .  ,  =  h. 01    . 


oa} ,  ob*        Ob'*,  oc*' 

m 

Si  enûn  les  points  o  et  i  se  confondent,  cette  relation 

donne 

ab  be 

+  -; h.»  »  =  o, 


on  ,ob        ob ,  oc 

c^est  la  première  des  relations  indiquées ,  car,  p  étant  la 
distance  du  point  o  au  côté  aby 

ab  I     ab 

oa,ob       iK   p 

Le  théorème  II  est  une  conséquence  du  suivant,  que  j^ai 
démontré  tome  XVIII,  page  i8i  :  Si  l'on  trace  dans  le 
plan  d^un  polygone  une  droite  quelconque ,  la  somme 
des  triangles  formés  par  deux  côtés  consécutifs  du  poly- 
gone et  la  droite  arbitraire,  diuisés  respectivement  par 
le  produit  des  distances  de  leurs  sommets  à  une  droite 
fixe  y  est  constante. 

Soient  A  et  B  deux  côtés  consécutifs  du  polygone  en 
question,  c  leur  point  de  rencontre,  aeib  les  points  où 
ils  sont  coupés  par  la  droite  arbitraire  I.  Si  Ton  dé- 
signe par  a,  S,  y  les  distances  des  points  a,  b,  c  k  la  droite 
fixe,  le  théorème  indiqué  donne  la  relation 

Ann,  de  Hathémat.,  a>  série,  t.  II.  (Janvier  i863.)  2 


{  «8) 
h  étant  une  constante.  Appelons  o  le  point  d'intersection 
de  la  droite  fixe  avec  I,  w  l'angle  de  ces  deux  droites^  on  a 

donc 


2 


abc  — 2 

=:  A-sm  «. 


7  oa  ob 

Lorsque  la  droite  fixe  coïncide  avec  I,  cette  somme 
devient  nulle,  et  le  point  o  est  un  point  quelconque 
del. 

Si  l'on  suppose  que  les  côtés  du  polygone  et  la  droite  I 
touchent  un  même  cercle  de  rayon  r,  on  aura,  en  prenant 
le  point  o  au  point  de  contact  de  la  droite  I, 

ï  I  '  f 

oa  =  rcot  — «,       00  =.  r  coi  — o. 

2  2 


donc 


I  1,1 

abc  =  r'  cet  —  a  cot  —  o  cet  —  c, 

2  2  2 


2 


I 
cot  -c 

2 

=  o. 


On  devra  dans  ces  théorèmes  tenir  compte  des  signes  des 
perpendiculaires. 

Les  difTérents  théorèmes  auxquels  nous  avons  fait 
allusion  dans  ce  qui  précède  sont  susceptibles  d'un  grand 
nombre  de  corollaires  •,  nous  en  ajouterons  quelques-uns 
dont  on  pourra  chercher  des  démonstrations  directes. 

i**  Si  une  tangente  roule  sur  un  cercle  inscrit  à  un 
polygone,  la  somme  des  distances  de  chaque  sommet  à  la 
tangente  mobile,  multipliées  respectivement  par  le  sinus 
de  l'angle  formé  à  ce  sommet,  est  égale  au  rayon  du  cercle 
multiplié  par  la  somme  des  sinus  des  angles  du  polygone. 

Ce  théorème  montre  que  le  centre  du  cercle  inscrit  à 


(  -y) 

an  polygone  est  le  centre  de  gravité  d^uu  système  de 
points  matériels  placés  aux  sommets  du  polygone  et  dont 
les  poids  seraient  proportionnels  aux  sinus  des  angles 
formés  par  les  côtés  du  polygone  qui  aboutissent  à  ces 
sommets. 

2°  Lorsqu'un  polygone  est  circonscrit  à  un  cercle,  la 
somme  des  produits  que  Ton  obtient  en  multipliant 
chaque  côté  par  la  distance  de  son  point  de  contact  à 
une  tangente  quelconque,  est  égale  à  la  surface  du  poly- 
gone. 

Ce  théorème  montre  que  le  centre  du  cercle  inscrit  à 
un  polygone  est  le  centre  de  gravité  d'un  système  de 
points  matériels  placés  aux  points  de  contact  et  dont  les 
poids  seraient  représentés  par  les  côtés  correspondants. 

3°  Un  polygone  étant  circonscrit  à  un  cercle,  on  mène 
par  son  centre  une  transversale  arbitraire.  Cette  transver- 
sale divise  chaque  côté  en  deux  segments  dont  la  somme 
des  inverses  est  constante,  les  segments  étant  comptés  à 
partir  du  point  d'intersection  avec  la  transversale.  Etc. 


SUR  LA  SÉRIE  DE  TAYLOR  ; 

Par  m.  TURQUAN, 

Professeur  au  lycée  de  Tours. 


Soientyà:  une  fonction  quelconque  de  a: ,  et  .Tj  et  Xi  -}-  h 
deux  valeurs  particulières  de  x;  on  pourra  toujours  poser 

-f : :  /'*-  J^.  -h  //"  R , 

1.2..  .(/l —  l) 

h"*  R  étant  un    terme   complémentaire   convenablement 
choisi  et  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

9. 


L*égalîté  (A)  peut  être  mise  sous  la  forme 

h  1.2 

1 .  2  .  .  .  (/i  —  i) 

or  Téquation  y  z=z  fx  repréëente  une  courbe, yiri  est  l'or- 
donnée d'un  certain  point  A  de  celte  courbe,  f(x^^h) 

est  l'ordonnée  d'un  autre  point  B,  et  '^-^—^ — — ^ — ^^—^  est 

la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  fait  avec  Taxe 
des  X  la  corde  qui  joint  ces  deux  points.  Si  donc  f  {x) 
et  sa  dérivée  sont  finies  et  continues,  c'est-à-dire  si  ces 
deux  fonctions  ne  prennent  aucune  valeur  infinie,  et  ne 
passent  pas  brusquement  d'une  valeur  finie  à  une  autre 
valeur  finie,  quand  x  varie  depuis  x  =  Xi  jusqu'à  Xi-h  A, 
on  pourra  mener  à  l'arc  AB  une  tangente  parallèle  à  sa 
corde,  car  cet  arc  n'aura  aucun  point  dont  l'ordonnée 
soit  infinie,  ni  aucun  point  d'arrêt,  ni  aucun  point  de 
rupture,  ni  aucun  point  de  rebroussement  ;  et  le  point  de 
l'arc  AB  par  lequel  on  peut  mener  une  tangente  paral- 
lèle à  la  corde  AB,  a  une  abscisse  comprise  entre  x^  et 
Xi-\-h  et  qu'on  peut  représenter  par  Xi-t-ôA,  6  étant 
un  nombre  positif  compris  entre  o  et  i.  On  aura  donc 


ûfl±^L=±l=/'i.r,^6h}, 


et  par  suite 


/' (x, +  9A)  =/'.r.  +  — /"x.-h -^/"JT, +.  .  . 

12  1  •  2  •  O 

J  .2.  .  .(/I  —  l) 


(  >•  ) 

ou  bien  encore 

1  .2.  .  .  (/»  —  1)0  0 

Et  si  f'x  et  f"  X  restent  finies  et  continues  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  Xx  et  Xx  +  Qh^  ou  bien 
entre  x^  et  Xt  -+-  A,  parce  que  6  peut  être  infiniment  peu 

différent  de  i,  '^'^^'"^q^^""'^'^'  sera  égal  hf"{x,^&Qh)y 

le  produit  B'  0  étant  un  nombre  positif  compris  entre  o  et 
1  et  que  je  représenterai  par  la  seule  lettre  6\  Ainsi 

I.2...(/l — l)ô  6 

Mais,  comme  cette  égalité  (C)  doit  avoir  lieu  aussi  pour 
A  =  o,  il  en  résulte 

doù 

1 


I  .2.6 


=  1. 


Donc,  en  supprimant  l'accent  de  6\ 

I  .o. .  .(/Z  —  l) 

En  répétant  les  mêmes  considérations  et  les  mêmes 


(aa) 
raisonnements,  nous  obtiendrons  successivement: 

/'"(x,  H- 0//)  =/'''x, +. .  .-M  .2.3./i»-^R, 


d'où 


/»(x,  4-  0/2)  =r  I  .2.3.  .  .rt.R, 


R  = 


I  .2.3.  .  ./2 


Ainsi,  pourvu  que  fx  et  ses  dérivées  jusqu'à  celle  du 
pleine  Qrdfc  inclusivcment  soient  finies  et  continues,  pour 
toute  valeur  de  x  comprise  entre  Xx  et  a^i  -h  /i,  on  a 


1  1.2 


I  .2..  .(«  —  1) 


/»-  ^.  -*- 


/*« 


1  .2...  (/I —  l)  /ï 


/«(jc.-f  e/i). 


QUESTION  406 

(Toir  tome  XVI,  page  401)  (*); 

Solution  de  M.  D.  THOMAS  (Tkinity  Collège,  Oxfobd). 


Soient 


U, -=0,     U2  =  o,     U|=o 


{*)  Cette  question  a  pour  énoncé: 

Soient  U^  =  0,  U,  =  0,  U,  =  o  les  équations  rendues  homogènes  de  trois 
cercles,  Téquation  du  cercle  qui  coupe  ces  trois  cercles  à  angle  droit  est 
donnée  par  cette  relation 

d\},  d\],  d\}, 

dx       dy  ds 

£U,  dUj  dU, 

dx  ify-  ds 

d\},  dV,  dV, 

dx  df  di 


o. 


(  23) 


les  trois  cercles  donnés  ; 


U  =  o 
le  cercle  cherché. 

En  représentant  par  PP'  un  diamètre  du  cercle  U, 
nous  savons  que  la  polaire  du  point  P  par  rapport  à 
chacun  des  cercles  Ui,  U, ,  Uj  passe  par  P. 

Donc  en  exprimant  la  condition  que  les  droites 


dlh 

dx 

dV, 
dx 

dU, 
dx 


dV,  ^  ^  dV, 
{ff  dz 

du,         dV, 

du,  ^  ^  du. 


djr 


dz 


se  coupent  au  même  point,  nous  aurons,  pour  Téquation 
du  cercle  cherché, 


dUi 

dU^ 

du, 

dx 

/^y 

dz 

dU, 

dU, 

dU, 

dx 

ày 

dz 

dU, 

dU^ 

dU, 

dx 

dr 

dz 

=r  O. 


C.    Q.    F.    D, 


QUESTIONS. 


633.   2 S  étant  Taire  d'un  quadrilatère  sphérique  in- 
scrit ^  a,  bj  c,  rfles  côtés  ;  a/?  le  périmètre,  on  a 


sinS= 


\lsm{p  —  a)  %u\(p  —  ^)sin(/î — c)ûïï{p  —  d) 
I  cos-ûcos-6^cos-ccos-rt4-sin-r/sin-6sin-fSin-« 

\         2  2  2  2  2  2  2  2/ 


cosS= 


(24  ) 

cosa  -h  cos  b  +  cosr  •+-  cosrf 


4(cosi 


flcos-ocos-ccos-a-hsin-flSin-osm-csin-a 
222  2222 


p  —  a         p — b          p  —  c  p  —  d 

lang-=i  /  tangi^ tang=- tang^- tang 


IV' 


2 
P. 

634.  Si  Ton  appelle  E  et  F  les  axes  d'une  ellipse, 
e,  y,  é^f\  e'',  f"^  les  axes  de  ses  projecùons  sur  trois 
plans  rectangulaires,  on  a 

2  E»  4- 2  F' =  ^' -t-/' -f- ^'' 4- /"  H- ^'" -4- /''S 
E'F»=  e'/^-f-  e'^f'^-^  e"^f"K 

P. 

635.  On  sait  que  si  d'un  point  M  pris  sur  le  plan  d'une 
conique  C,  ayant  pour  foyers  F,  F^,  on  mène  à  cette 
courbe  deux  tangentes  MT,  MT',  et  les  deux  droites 
MF,  MF',  les  angles  TMF,  T'MF'  sont  égaux,  de  sorte 
que  si  le  point  M  est  pris  sur  unç  autre  conique  C  ayant 
les  mêmes  foyers  F,  F'  que  C,  la  bissectrice  de  Tangle 
des  tangentes,  ou  de  son  adjacent,  est  tangente  à  la 
courbe  C  au  point  M.  Prouver  que  toute  courbe  CJ'  qui 
par  rapport  à  la  conique  C  jouit  de  la  même  propriété,  est 
une  conique  ayant  les  mêmes  foyers  F  et  F'. 

636.  On  suppose  que  des  rayons  perpendiculaires  à 
l'axe  d'une  parabole  soient,  à  leur  rencontre  avec  cette 
courbe,  réfléchis  de  manière  que  l'angle  de  réflexion  égale 
Tangle  d'incidence  :  trouver  l'enveloppe  des  rayons  réflé- 
chis, et  déterminer  géométriquement  le  point  de  contact 
d'un  rayon  réfléchi  et  de  l'enveloppe. 

637.  Les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  passent,  chacune, 
par  un  point  fixe  \  les  trois  côtés  de  l'une  des  quatre  faces 
sont  assujettis  à  rester,  chacun,  sur  un  plan  fixe  :  trouver 
le  lieu  géométrique  du  sommet  du  tétraèdre  opposé  à 
celte  face. 


{^5) 

Ce  lieu  est  en  général  une  surface  du  troisième  degré, 
qui  se  réduit  à  un  cône  du  second  degré  quand  les  quatre 
points  fixes  sont  situés  sur  un  même  plan.   (R.  Salmon.  ) 

638.  Trouver  sur  la  surface  d'un  hyperboloïde  à  une 
nappe  le  lieu  géométrique  d'un  point  tel,  que  les  deux 
génératrices  rectilignes  menées  par  ce  point  fassent  un 
angle  donné. 

Cas  particulier  où  Tangle  donné  est  droit. 

639.  Trouver  sur  la  surface  d'un  paraboloïde  hyper- 
bolique le  lieu  géométrique  d'un  point  tel,  que  les  deux 
génératrices  rectilignes  menées  par  ce  point  fassent  un 
angle  donné. 

Cas  particulier  où  Tangle  donné  est  droit. 
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Voici  un  petit  livre  où  les  séries  sont  traitées  avec 
beaucoup  de  soin,  on  peut  même  dire  avec  amour,  car 
M.  Hermann  Laurent  aime  véritablement  les  séries.  Ce 
n'est  point  un  mal,  s'il  est  vrai  qu'on  ne  puisse  réussir 
ians  un  sujet  quelconque  sans  y  mettre  un  peu  de  passion. 


(  =»6  )  j    •" 

Aprèé  quelques  définitions,  Tauteur  eicpose  les  princi- 
pales propriétés  des  séries.  L'énoncé  qui  accompagne  la 
remarque  II  du  P'  théorème  aurait  dû  être  présenté 
comme  la  définition  même  des  séries  convergentes,  présen- 
tée sous  une  forme  un  peu  différente.  La  réciproque  en  est 
donc  vraie,  comme  doit  Têtre  la  réciproque  de  toute  bonne 
définition.  Aussi  quand  on  dit,  avec  certains  auteurs  : 
«  Pour  qu'une  série  soit  convergente,  il  suffit  que  la 
somme  des  p  termes  qui  suivent  le  n'^""'  diminue  indéfini- 
ment quel  que  soit  p  »,  on  n'apprend  rien  de  plus  au 
lecteur  que  si  on  lui  disait  qu'une  série  est  convergente... 
quand  elle  est  convergente.  Quelquefois  on  n'énonce  pas 
la  proposition  correctement  ou  l'on  explique  mal  ce  qu'il 
faut  entendre  par  les  mots  a  quel  que  soit  p  »  ;  alors  on  a 
une  proposition  fausse,  comme  Ta  démontré  M.  Catalan 
dans  son  excellent  Traité  des  Séries. 

M.  Laurent  ne  s'explique  pas  complètement  sur  cette 
didiculté,  mais  il  regarde  le  prétendu  théorème  comme 
n'étant  nullement  indispensable  à  la  théorie  des  séries, 
en  quoi  il  a  parfaitement  raison. 

La  démonstration  du  théorème  lU  (p.  9),  relatif  aux 
séries  de  la  forme  r^^  -t-  r^  sinô  -f-  /'t  sin20, . . . ,  nous  a 
paru  être  des  plus  ingénieuses.  Viennent  ensuite  quelques 
propositions  sur  les  séries  à  termes  imaginaires  et  sur 
celles  dont  la  valeur  ne  dépend  pas  de  Tordre  dans  lequel 
les  termes  sont  écrits.  C'est,  je  crois,  Dirichlet  qui  a  le 
premier  montré  que  la  valeur  de  certaines  séries  pouvait 
changer  quand  on  altérait  l'ordre  des  termes^  remarque 
importante  et  qui  montre  avec  quelle  précaution  on  doit 
user  des  suites  infinies. 

Les  principales  règles  de  convergence  sont  présentées 
avec  beaucoup  d'ordre  et  démontrées  avec  netteté,  mais 

Fauteur  a  oublié  de  faire  voir  que  -^  et  ^a„  ont  la  même 
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limite,  ce  qui  fait  rentrer  le  théorème  Y  (p.  38)  dans  le^ 

théorème  IQ. 

Le  reste  de  Touvrage  est  consacré  à  des  exemples  et  à 
des  applications.  Nous  regrettons  que  Tauteur  ait  dit 
■  (P*  7^)  m^ il  serait  facile  de  démontrer  que  si  x  est  en- 
tier, la  série  e'  est  le  développement  d^un  nombre  in- 
commensurable» Cette  manière  de  parler  est  aujourd'hui 
fort  discréditée  par  suite  de  Tabus  qu'en  ont  fait  quelques 
médiocrités  prétentieuses.  Dans  Texemple,  le  théorème 
ne  nous  parait  pas  du  tout  facile,  et  si  M.  Laurent  en  a  une 
démonstration  simple,  il  nous  obligera  beaucoup  de  nous 
la  communiquer.  Lambert  le  premier  a  fait  Yoir,  à  Taide 
des  fractions  continues,  que  toutes  les  puissances  de  e  dont 
l'exposant  est  commensurable  sont  incommensurables.  Sa 
démonstration  est  extrêmement  ingénieuse  comme  tout 
ce  qui  est  sorti  de  cet  esprit  si  profond  et  si  élégant. 
M.  Liouville  a  ensuite  démontré  que  e  ne  pouvait  être 
racine  d'une  équation  du  deuxième  degré  à  coefficients 
rationnels,  démonstration  simple,  facile,  mais  non  facile 
à  trout^er»  J^ignore  si  Fou  est  allé  plus  loin  dans  cette 
matière. 

En  résumé,  Fouvrage  de  M.  Laurent,  sans  rien  renfer- 
mer de  véritablement  nouveau^  nous  parait  une  bonne 
exposition  d'une  théorie  importante,  et  nous  le  recom- 
mandons aux  élèves.  A  part  les  critiques  de  détail  que 
nous  Tenons  de  faire,  nous  n'aurions  que  des  éloges  à 
donner  à  Fauteur,  sans  quelques  passages  de  la  préface  et 
du  livre,  passages  dont  le  tOn  peu  convenable  nous  parait 
devoir  être  relevé.  Après  un  tableau  très-exagéré  des 
erreurs  dans  lesquelles  sont  tombés  de  grands  géomètres 
à  propos  des  séries,  M.  Laurent  ajoute  :  a  La  théorie  des 
séries  était  encore,  il  n'y  a  pas  cinquante  ans,  un  véri- 
table chaos.  Le  génie  seul  de  Cauchy  parvint  à  lui  donner 
une  base  solide.   Ce  grand  géomètre   iit  ce  que  ni  les 
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Newton,  ni  lesEuler  (*),  ni  les  Beruoulli,  ni  lesLagrange 
n'avaient  pu  faire.  Il  mit  de  la  rigueur  dans  Tétude  des 
séries.  On  (**)  raconte  même  à  ce  sujet  que  Laplace 
écoutant  la  lecture  du  premier  Mémoire  de  Cauchy  sur 
les  séries,  frappé  de  la  justesse  des  idées  émises  par  ce 
géomètre,  rentra  effrajé  chez  lui,  d'où  il  n^osa  sortir 
qu'après  avoir  soigneusement  vérifié  la  convergence  de 
toutes  les  séries  qu'il  avait  employées  dans  sa  Mécanique 
céleste.  »  (Préface,  p.  vi.) 

Et  plus  loin  : 

«  Lorsqu'on  ouvre  les  écrits  des  auteurs  de  ces  derniers 
siècles,  on  les  voit  attribuer  avec  une  audace  remarqua- 
ble des  valeurs  telles  que  -  à  la  série  i  —  i-i- 1  —  i . . . . 

Leibniz,  pour  le  démontrer,  etc.  (p.  2).  » 

«  Euler  [^Introduction  à  l'analyse  des  infiniment 
petits  (***)],  Lacroix  [  Traité  du  calcul  différentiel  et  du 
calcul  intégral  (****)] 5  reproduisent  hardiment  l'erreur 
de  Leibniz  (p.  3).  » 

M.  Laurent  ne  fera  croire  à  personne  qu'il  ait  été  au- 
dessus  des  forces  d'un  Newton  ou  d'un  Leibniz  de  mettre 
de  la  rigueur  dans  l'étude  des  séries.  Ils  ont  accompli  des 
choses  bien  plus  difficiles.  Quant  à  l'auteur  de  la  Méca- 
nique céleste,  ce  serait  donc  à  son  insu  qu'il  n'aurait  em- 
ployé que  des  séries  convergentes  et,  sans  un  heureux 
hasard,  le  grand  monument  qu'il  avait  élevé  aurait  pu 
s'écrouler  comme  un  château  de  cartes?  Cela  n'est  vrai- 
ment pas  soutenable. 


{*)  L'ordre  chronologique  demandait  qu'Euler  fût  placé  entre  Ber- 
noulli  et  Lagrange. 

(**)  Qui? 

(***)  Quel  volume?  quelle  page? 

^1^»»*^  Quel  volume?  quelle  page?  Il  faudrait  au  moins  citer  exactement 
ceux  que  Ton  critique. 
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Si  IM.  Laurent,  qui  est  trés-jeime  et  dont  Térudition 
n^est  que  de  seconde  main,  avait  eu  recours  aux  sources 
originales,  il  se  serait  bien  gardé  de  parler  d'une  manière 
aussi  irrévérencieuse  de  Vaiidacede  Leibniz  et  de  la  har- 
diesse d'Euler.  Non-seulement  la  lecture  des  ouvrages  de 
ces  grands  hommes  Taurait  rendu  indulgent  pour  leurs 
erreurs,  maïs  encore  elle  lui  aurait  montré  combien  sa 
critique  est  mal  fondée.  Si  Leibniz  et  Euler  avaient  dit  : 
«  J'appelle  somme  de  la  série  i  —  H-i  —  i-l-i...  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  somme  de  ses  termes  quand  on 
en  prend  un  nombre  de  plus  en  plus  grand,  et  je  vais  dé- 
montrer que  celte  somme  est  -  » ,  ils  auraient  avancé  une 

chose  parfaitement  absurde.  Mais  telle  n^était  point  leur 
pensée.  Leibniz  {*)  part  d'un  problème  qui  conduit, 
lorsque  x  est  moindre  que  i ,  à  la  série 

puis  faisant  converger  x  vers  i,  il  voit  que  la  solution 

tend  vers  ->  valeur  par  laquelle  il  remplace  la  série  gé- 

néralc  devenue  dans  ce  cas  i  —  i-f-i  —  H-....  En  second 
lieu  il  se  pose  un  problème  de  probabilité  qui  conduit  à 

la  même  série  et  il  trouve  encore  -•  Tout  cela  est  loin 

2 

d'être  absurde.  Quant  à  Euler,  je  n'ai  pas  sous  les  yeux 
les  passages  dont  parle  M.  Laurent.  Mais  le  grand  ana- 
lyste s'est  expliqué  lui-même  sur  le  sens  qu'il  attribuait 
à  la  somme  d'une  série  divergente  *,  c'est  pour  lui  la  valeur 
delà  fonction  dont  le  développement  donne  la  série  (**). 
On  peut  s'exprimer  et  il  est  même  préférable  de  s'expri- 

(*)  Epistola  ad  Christanum  If^olfium  circa  scientiam  infiniti  (  Âct,  Erud,, 
siippl.  ad.  t.  V,  1713. 

{**)  MoTTUCLA,  Histoire  des  Mathématiques,  2^  édit.,  1. 111,  p.  321. 
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mer  autrement  ;  mais  je  ne  vois  rien  là  de  contraire  à 
la  plus  sévère  logique.  Ainsi  voilà  Leibniz  et  Euler  hors 
de  cause. 

Je  trouve  à  la  page  a  une  excellente  explication  du 

paradoxe  de  la  série  i  —  i-Hi  —  i-h.  ..=  -•  J'étonne- 
rais bien  M.  Laurent  si  je  lui  disais  que  cette  explication, 
aujourd'hui  tombée  dans  le  domaine  public,  est  d'un 
auteur  de  Fun  de  ces  siècles  d'ignorance  qui  ont  précédé 
Cauchy.  En  1696,  Jacques  Bernoulli  dans  une  thèse  sur 
les  séries  (*),  après  avoir  montré  qu'on  a 

/  /         In        In" 


•  •  • 

i3  ni3 


m  -^  n        m        nr         nv 

saltem  si  ponatur  m^n,   ajoute  un  peu  plus  loin  : 

„     .  j      •    i  l         l         l         1 

Ratio  autem  paraaoxi  —  = 1 ^...    est 

'  im         m        m         m         m 

quod  continuata  dmsione  ipsius  l  per  m-\-  m,  residuum 

dwisionis  non    minuitur,  sed  perpetuo  ipsi   l  œquale 

tnanet  :  unde  quotiens  dwisionis  proprie  non  est  sola 

.      l         l        l  ,111  ,        l 

senes 1 •  •  •  sed \ . . . ,  -|-  vel 
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faciendo.  Et  cependant  Jacques  Bernoulli  est  un  de  ceux 

auxquels  M.  Laurent  reproche  de  n'avoir  pas  su  mettre 

de  la  rigueur  dans  l'élude  des  séries. 

Nous  pourrions  encore  citer  un   Mémoire  de  Varî- 

gnon  (**)  sur  les  précautions  à  prendre  dans  l'emploi  des 

séries,  pour  savoir  quand  elles  donnent  vrai  ou  quand 

elles  donnent  faux,  les  règles  de  convergence  de  Maclau- 

rin,  d^Euler,  etc.;  mais  en  voilà  assez  pour  montrer  que 

les    reproches   adressés    aux   prédécesseurs    de   Cauchy 

n'étaient  pas  mérités  ou  ne  pouvaient  s'appliquer  qu'à 


(*)  Opéra»  p.  762. 

(**)  Académie  des  Science Sj  1715,  p.  202. 


(3i  ) 

(les  auteurs  du  second  ordre.  Si  nous  avons  insisté  là- 
dessus,  ce  n'est  pas  pour  donner  une  facile  leçon  d^his- 
toire  à  M.  Laurent,  encore  moins  pour  causer  de  la  peine 
à  un  jeune  homme  dont  les  succès  nous  seront  toujours 
chers  ;  mais  nous  tenions  à  prémunir  les  jeunes  lecteurs 
contre  des  assertions  tranchantes  qu'ils  ne  peuvent  con> 
trôler  actuellement  II  ne  faut  pas  laisser  perdre  le  res- 
pect que  nous  devons  aux  créateurs  de  la  science.  Imi- 
tons-les si  nous  le  pouvons,  mais  ne  cessons  jamais  de  les 
honorer.  P. 


KOTE   SDR  L'ENVELOPPE  D'UNE    DROITE; 

Par  m.  Joskph  SACCBI  (dk  Milan). 


Soient 

r  =  ?(*)>   r  =  +(*) 

les  équations  de  deux  courbes  AN,  BN  rapportées  à  des  axes 
orthogonaux  OX,  OY-,  /(a,  6)  =  o  une  relation  donnée 
entre  les  abscisses  a,  6  de  deux  points  A,  B  des  mêmes 
courbes;  n  l'abscisse  du  point  N.  En  supposant  que  le 
point  A  se  meuve  sur  la  courbe  AN,  il  en  sera  de  même 
de  B  et  de  la  droite  AB,  laquelle  sera  tangente  à  une  ligne 
enveloppe  en  un  point  M  qu'on  veut  déterminer. 
En  posant 

et  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  a  des  deux  équa- 
tions suivantes 

(r  —  ?(«))  (€  —  a)  =  (*  -  «;  (+^g)  —  f («)),    /(a,  6)  =  o, 


dont  la  première  représente  la  droite  AB,  on  a 

j  [^ -?(«)■"(*■"") '''(ê)]  ^' = -^  ~ '''(6) -(•"  — ^)  ?' «) 
i      ''  /(«)+/(é)«'  =  °- 

En  éliminant  de  ces  quatre  équations  a,  S,  è\  on  aurait 
Téquatîon  de  la  courbe  enveloppe. 

Que  Ton  nomme  t  la  tangente  de  l'angle  que  AB  fait 
avec  OX,  et  que  Ton  suppose  M  placé  entre  A  et  B,  on 
aura 

/-?(«)  =  '(*-«).     r->l'(ê)=n*-6),     63^=  MB- 

Au  moyen  de  ces  équations,  éliminant  des  équations  (i) 
les  quantités 


6',    r-?^y    r-V 


X  —  a 


y 


on  obtient 

cette  dernière  détermine,  dans  des  cas  particuliers,  la 
position  du  point  M  sur  la  droite  AB,  comme  on  va  le 
voir  dans  les  applications  suivantes. 

applications,  —  I.  Supposons  que  la  droite  AB  se 
meuve  de  manière  que  la  longueur  de  l'arc  ANB  soit 
constante  et  égale  à  h. 
'  En  faisant 


on  aura 
d'où  l'on  tire 


/('a)  =  - -P'ca)  =  -  V"  -*- <«] 


.«)' 


(33) 
el  

En  substituaDt  ^  fL)'i  fU)*!  ^^^  valeurs  dans  Téqua- 
tion  (a),  et  divisant  par  y^i  -f-  t^y  on  a 


MA 


V^yjr^l) = «B  [yrr?  ^rr,-^} 


Si  Ton  conduit  AT,  BT,  tangentes  aux  deux  courbes 
aux  points  A  et  B,  et  les  droites  BV,  AV,  respectivement 
parallèles  à  ces  tangentes,  la  dernière  équation  pourra 
être  remplacée  par  la  suivante 


ou  bien 


MAsinTBA  = 

MBsinTAB> 

MA 
MB~" 

TB 
TA 

VA 

=  vb' 

d^où  Ton  conclut  que  le  point  M  est  déterminé  par  la 
bissectrice  VM  de  Tangle  AVB. 

II.  Soit  constante  et  ^ale  à  a  Taire  du  triangle  mixii- 
ligne  ANB. 

Si  Ton  pose  • 

on  aura  T équation 

laquelle,  en  observant  que  ^/^x  —  f /^n  =  t  (6  —  a),  donne 

Par  conséquent,  de  Téquation  (2)  on  déduit  l\fA=:  MB, 
c^est-à-dire  que  le  point  M  est  le  milieu  de  AB. 

III.  Soit  constante  et  égale  à  &  la  longueur  de  la  corde 

Ann,  de  Mathémat,,  3*  térie,  I.  II.  (  Jantier  i863.)  3 
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AB,  on  aura 

/(«.  6)  =  (^(6)  -  ?(«))'  +  (^  -  ")'  -  *'' 
^„)  ==- ^  («-«)(•  + ^t'(„)> 

4)==' {«-«)(' +'^'(6))' 
ces  valeurs  cliangent  l'ëqualion  (2)  en  la  suivante 


MA 


qui  est  équivalente  à 

(3)  MA  tangTBA  =  MB  tangTAB  ; 

d'où,  en  désignant  par  P  le  point  de  rencontre  des  deuic 
normales  aux  courbes  en  A  et  6,  on  a 

MA  lang  PAB  =  MB  tangPBA  ; 

cette  dernière  égalité  montre  que  le  point  M  est  la  pro- 
jection de  P  sur  AB. 

Si  la  projectioD  de  T  sur  AB  est  R,  on  aura 

RB  tangTBA  =  RA  tangTAB, 

et  delà,  en  ayant  égard  à  Tégalité  (3), 

MA  =  RB,     MB  =  RA, 

relations  qui  démontrent  la  propriété  énoncée  par 
M.  Boklen,  dans  la  question  (616)  page  i56  de  ce  jour- 
nal (*)^  relative  au  cas  où  la  droite  constante  AB  se  Tneut 
de  manière  que  ses  deux  extrémités  A,  B  restent  sur  deux 
draites  fixes  TA,  TB. 


C*)  Dans  cette  question  où  l'on  dit  que  :  la  projection  orthogonale  de  O 
est  aussi  éloignée  de  M,.,,  il  fkut  lire  :  la  projection  orthogonale  de  N  sur 
MO  9ti  autsi  éhignée  deO,  *,, 
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Observation.  —  Les  r^les  données  pour  déterminer  le 
point  M  snr  AB  subsistent  évidemment  quelle  que  soit  la 
ligne  ÂNB,  composée  d'un  nombre  quelconque  d'arcs  de 
courbes  difTérentes,  puisqu'elles  ne  dépendent  que  des 
points  A,  B  qui  ne  peuvent  appartenir  qu'à  deux  courbes 
ou  à  une  seule. 


HOTE  SUR  «NI  (HIKSTION  DE  GÉOMÉTRIE  SE  L'ESPACE-, 

Par  m.  BAEHR, 

Professeur  à  Groningue. 


Dans  le  tome  XI,  pages  66  et  suivantes  des  Nouvelles 
Annales,  M.  Dieu  remarque  que  si  Xrfx  -f-  Ye/^  -f-  Zrf« 
est  une  diSérentielle  exacte  à  trois  variables,  un  système 
de  droites  qui  ont  leurs  origines  ou  points  de  départ  sur 
une  surface  donnée  S,  et  dont  les  directions  sont  déter- 
minées en  fonctions  des  coordonnées  de  leurs  origines 
par  les  cosinus  X,  Y,  Z,  peut  être  coupé  normalement 
par  une  autre  surface,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la 
surface  S. 

En  cherchant  à  expliquer  cette  propriété  particulière 
au  système,  on  trouve  que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  on 
peut  prendre  l'origine  de  chaque  droite  en  un  point  quel- 
conque de  sa  directi(>n,  c'est-à-dire  que  les  cosinus 
X,  Y,  Z,  ne  changent  pas  de  valeurs  si  àx^y^  z,  on 
substàue  jr:-hpX,y-f-pY,  j»  4-/>Z,  p  étant  une  lon- 
gueur arbitraire;  de  sorte  qu'ici  le  système  des  droites 
est  en  e£fet  indépendant  de  la  surface  S. 

De  plus,  posant 

lLdx-Jt-Ydy'^Zdz  =  d¥{xy  y,  z,), 

on  obtiendra  la  surface  normale  aux  droites,  si  l'on  prend 

3. 
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sur  chacune  déciles,  à  partir  du  point  où  elle  perce  la 
surface  S  et  du  même  côté, .  une  longueur  r  donnée  par 
Tintégralede  Téquation  (3),  page  67  (*),  d'où 

r  =  —  F  (^>  />  2>  )  H-  const. 

El  si  Von  donne  de  même  à  x^j^  5,  les  accroisse^ 
ments  ^X,  pY,  ^Z,  la  fonction  F  deviendra  F-+-p; 
par  conséquent  r  diminuera  de  p^  de  sorte  que,  pour  une 
même  valeur  de  la  constante  dans  l'intégrale,  on  retom- 
bera toujours  sur  la  même  surface  normale  aux  droites, 
quelles  que  soient  leurs  origines. 

En  effet,  remarquant  bien  que  X,  Y,  Z,  ne  sont  pas 
simplement  proportionnels  aux  cosinus  qui  déterminent 
la  direction  d'une  droite,  mais  qu'ils  sont  ces  cosinus  eux- 
mêmes,  on  obtiendra  en  difierentiant  X*  -f- Y*  -f-  Z*  =  i 
successivement  par  rapport  à  x,  j^,  ^5  et  en  ayant  égard 
aux  conditions 

rfX_rfY       rfX__^Z       dY_dZ 
dy         dx         dz         d.r        dz         dy 

qui   expriment  que  Hdx -hY dy +  Xdz  est  une  diffé- 
rentielle exacte, 

^  ^X       ^  rfX       ^dX 

X-J-4-Y-— -f-Z— -  =  o, 
dx  dy  dz 

,  ^^Y       ^dY       ^dY 

X^4-Y^4-Z^  =  o. 
dx  dy  dz 

Mais,  pour  des  accroissements  quelconques  de  x, y,  s, 
la  fonction  X  devient 

^        I        /r/x        diL        dm    Y 

^mà   i.2.3...«\ajc  dy  dz       ] 

n  =  i 
(*)  Cette  équation  est<frH-X</j:-K¥4r-t-Z<fa=:o(t.  XI,  p.  67). 


(  3;  ) 

si^  dans  le  développement  des  puissances  du  trinôme^  on 
change  (^X)"  en  rf^X.  On  voit  d^abord  que  le  premier 
terme  du  développement,  celui  qu^on  obtiendrait  pour 
«=1,  s'évanouit,  en  vertu  de  la  première  des  équa- 
tions (i),  si  les  accroissements  Aj:,  Ay,  Az,  sont  pro- 
portionnels à  X,  Y,  Z;  il  est  facile  de  démontrer  que  la 
même  chose  arrive  alors  pour  les  termes  suivants. 

En  eifet,  dififérentiant  la  première  des  équations  (x) 
successivement  par  rapport  à  x,  y^  z,  on  a 

X  -73-  +  Y  •T--;-  -4- Z -7— 7- 
dar  ax  qjr  cLc  dz 

dX  dX       dj  dX       dZ  dX 


I  I  =  G 

dx    dx         dx    dy         dx    dz 

^  d'X        ^d^X       „d^X 
X-: — :-  H-  Y 


dy  dx             df*  dydz 

dX  dX       ^dX  dZdX__ 

dy    dx         dy    dy  dy     dz 

^  d'X        ^  d'X  „d'X 
X-. — r  -f-  Y 


dx  dz  dy  dz  dz^ 

dXdX,        ^  f[X        dZ  dX  __ 
dz    dx  dz    dy         dz     dz 

multipliant  ces  résultats  respectivement  par  X,  Y,  Z, 
ajoutant  les  produits,  en  ayant  égard  aux  trois  équa- 
tions (i)  et  écrivant  éfX*  pour  indiquer  ^i'X,  on  obtient 
l'équation  symbolique 

ix—       Y—        Z— V— 
\      dx  dy  dz  )  ' 

qui  fait  voir  que  le  second  terme  du  développement  pré- 
cédent s'évanouit  en  même  temps  que  le  premier.  La 
même  cbose  aura  lieu  pour  les  termes  suivants,  de  sorte 
que  X  s'accroît  de  zéro.  11  en  est  de  même  des  accroisse- 
ments de  Y  et  de  Z. 
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La  fonction  F  devient)  symboliquement^  si  Ton  donne 
à  x^y^  Zy  des  accroissemeiits,  arbitraires 


n=Qo 


d?\n^ 


^mtà  1.^.3..    n  \da:  dy  dz  ] 

n=i 

Mais,  remarquant  que 


^-^>      d^-^^      ^-^' 


et  que 


rf»F 

dX 

dY 

dx  dy 

""  rfr 

=  dx' 

d*F 

rfX 

dZ 

dx  dz 

dz 

=  rfr' 

rf'F 

dY 

e/Z 

dzdy 

dz 

~¥' 

le  développement  réel  pourra  être  mis  sous  la  forme 

I  r/dx^       dX  ^        dx     \^ 

-^ilKd^'^-^-dy'^^-di^T^ 

[dY  dY  dY      \ 

[dZ  dZ  rfZ      \      1 

ce  qui,  en  vertu  des  équations  (i),  se  réduit  à 
F-+-/?(X'-t- Y»-hZ»)     ou     F  4-/?, 

si  Von  prend  les  accroissements  de  or,  y^  z^  respective- 
ment égaux  à  ;?  X,  p  Y,  pTà,  Donc  la  fonction  F  s'accroit 
de/?,  etrde  — p. 

On  peut  arriver  aux  mêmes  résultats  plus  ^énéralenAent 
^t  sans  le  secours  de  la  série  de  Taylor, 


f  (  39  ) 


q-       Les  fonctions  X,  Y,  Z  salisiwant  toujours  à  Téquatiou 

î 

on  a,  lorsque  Xdx-i-Ydy-h Zdz  est  la  différentielle 
;      d'ane  ceruine  fonction  cp  de  x^y^  z^  Téquation  aux  diffé- 
rentielles partielles 

'■;     (sy-($)'-(S)=-. 

dont 

où  a,  &,  c  sont  des  constantes,  estune  solution  complète^ 
de  laquelle  on  peut  déduire  toutes  les  fonctions  possibles 
qui  satisfont  à  Téquation  (2).  Car,  si  F(a:,^,  z)  estune 
telle  fonction,  on  peut  d'abord  lui  donner  la  forme  de  f, 
en  déterminant  a,  6,  e,  qui  alors  deviennent  des  fonc- 
tions de  variables,  par  les  équations 

(3)    FÎ=(— ")'    ^f  =  (r-*).   "?  =  ('-''). 

dont  la  somme  des  carrés  donne  en  effet 

F^=  [x^ay-\-{x  —  by-^  (z  —  cy. 

Par  la  difi!ireiitiation  on  a  alors 

fd^={x-^a)[dx^da)  +(/  —  *)  [é^x—db)-^[z^c){di--df), 

Maisy  si  l'on  multiplie  les  équations  (3),  respectivement 
par  dx^  dy^  dz^  la  somme  des  produits  donne  aussi 

de  sorte  que  si  F  satisfait  à  Téquation  (2),  les  fonctions 
a,  &,  c  déterminées  par  les  équations  (3)  seront  toujours 


(  4o  ) 

telles,  qu'on  a  identiquement 

(4)  (or— «)rfii4-(r  —  ff)dlf'^{z^c)de  =  o, 

ce  qui,  en  exceptant  le  cas  où  l'on  aurait  x  =  a,  j^  =  if 
z  =:c  qui  donnerait  F  =  o,  et  celui  où  a,  £,  c  restent 
constantes,  qui  revient  à  la  solution  complète,  ne  peut 
avoir  lieu  à  moins  que  deux  des  quantités  a,  i,  c  ne  soient 
des  fonctions  de  la  troisième,  ou  que  Tune  d'elles  ne  soit 
une  fonction  des  deux  autres. 
Soit  dans  le  premier  cas 

^,  tpi  désignant  des  fonctions  prises  arbitrairement,  et 
^j  ^"^  leurs  dérivées,  Téquation  (4)  devient 

(5)  [^-^(c)]f{c)-f.[jr-+.(c)lf.(c)-h(«-c)  =  o, 
et  dpnqera 

et  par  suite 

La   substitution  de  ces  valeurs  dans  les  équations  (3) 
donne 

^  ^  dx  F        '  F  F 

D'après  cela,  il  est  facile  de  démontrer  que  la  valeur 
de  c,  et  par  suite  celles  de  a  et  b,  ne  changent  pas  lorsqu'on 
donne  à  x^jy  r,  les  accroissements  pX,  pY,  pZ.  Car,  au 
lieu  de  faire  cette  substitution  dans  c=::^f(x,y,  z),  ou 
peut  la  faire  dans  l'équation  (5)  elle-même,  qui  déter- 
mine c  pour  des  valeurs  quelconques  des  variables.  On 
obtient  alors 

^\[^-W)W('^)+[r-U/m\{'')+{'-/)]^^°' 


l 
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équation  à  laquelle  on  satisfait  de  nouveau  par  . 

pirce  qu'elle  devient  alors  le  résultat  de  la  substitution  de 

c=/dans  Téquation  (5),  multipliée  par  t  H-  ^• 

Pour  ces  mêmes  accroissements  des  variables,  (x  —  a) 
devient,  en  remarquant  que  a  ne  change  pas, 

«-t-/>X— tf,     ou     (x— ir)-f-p^-jp^=(^— <ï)f  i-h  ^)>-  — 

De  sorte  que  F  =  ^(x  — a)*+  (j  — A)«-f.  (z  —  cy 
deviendra  F(i-+-^)  ouF-f-;?. 

Tandis  que  X  devient — ^ ou  — - — 

C'est-à-dire  que  F  s'accroît  de  p,  tandis  que  X,  Y,  Z 
restent  les  mêmes. 
Dans  le  second  cas,  si  Ton  pose 

i{f  désignant  une  fonction  prise  à  volonté,  Téquation  (4) 
se  partage  dans  les  deux  suivantes  : 

(7)  (^^a)^(z^^)^^o,     (r-M  +  (*-+)5|  =  ^î 

et  ces  dernières  déterminent  â,  &,  et  par  suite  c  en  fonc- 
tion de  Xj  j^  z.  On  verra,  comme  dans  le  premier  cas, 
que  ces  valeurs  ne  changent  pas,  si  Ton  donne  aux  va- 
riables des  accroissements  proportionnels  à  X,  Y,  Z;  ce 
qui  mène  ensuite  aux  mêmes  résultats  que  dans  le  pre- 
mier cas. 

Soit,  par  exemple, 

F  =  ^(.r'  H-  ^'^  -H  *' J  —  («  cosa  -h  /  cosê  -i-  8  cosy/. 


(4a  ) 
Eu  supposant 

cos*a  H-  cos'6  -h  cos^y  =  i ,    . 

la  fonction  F  satisfait  à  Téquation  (2),  Alors  les  équa- 
tions (3)  sont,  en  posant,  pour  abréger, 

X  cosa  -h  jr  cos6  -h  z  C0S7  =  P, 

X — Pcosa=x— ^,     X — Pcos6=/ — by    z — Pco87  =  z — c, 

Donc 

ii  =  Pcosa9     fc  =  Pcos6,     c  =  Pcos7. 

De  sorte  qu'on  a  ici  un  exemple  du  premier  cas,  savoir 

.  .        cosa  cos6 

a  =  il  fc)  =r c,       D=z  il.  ic)  = c. 

^^  ^        COS7  ^^  ^        CO87 

On  vérifie  aisément  que  c  =  Pcosy  ne  change  pas,  si 
l'on  substitue  à  x,  j^,  z  les  valeurs  x  +  pX,  y  +  pY^ 
z  -h  pZà^  c'est-à-dire 

(X-— PcosaX 
F j' 

/     \  )  fx  —  Poo8€\ 

('")         ix-^piç — f — y 

(z  —  Pcos7\ 
F /' 

Puis  on  vérifiera  aussi  aisément  que  F  devient  F  -f-  p, 
et  que  X,  Y,  Z  ne  changent  pas  pour  ces  nouvelles  va- 
leurs des  variables. 

Si  Ton  part  des  valeurs  précédentes  de  a  et  &  en  fonc- 
tion de  c,  afin  de  déduire  de  la  solution  complète  la  fonc- 
tion F  que  nous  avons  prise  pour  exemple,  Véquatîon  (5) 
qui  détermine  c  en  fonction  de  x,  jr,  2,  donnera 

/  cosa\  cosa        /  cos6\  cos6       ,  x 

Ix  -^  c j h  (  J  — c h(«  —  <0.=?P> 

\  COS7/  COS7        \  COS7/  COS7  '         '^ 

et  par  suite 

c=  PCOS7. 
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Cette  équation  ne  change  pat  et  donne,  par  conséqaent, 
la  même  valear  pour  c,  si  k  x^  y^  z  an  aubstitoe  les  ¥a-^ 
lears  (m),  continaant  à  y  considérer  c  comme  Tinconnne 
à  déterminer  pour  ces  nouvelles  valeurs  des  variables. 
Soit,  pour  avoir  un  exemple  du  second  cas, 

F  =  sin  a  ^ jf*  H- 7* -h  «  cos  a^ 

qui  satisfait  encore  àTéquation  (a). 
Après  une  simple  réduction  et  posant 

cosa^ÏM-jr* — »sîna  =  P, 
les  équations  (3)  donneront 


a  = 


xPcosoe  -         rPcosa  ^  . 

.  ■  j       0=    , =.>       c  =  —  Psinay 


de  sorte  qu*on  a  ici 

Si  à  Xj  y^  z  on  substitue  r  H-  pX,  j*  -h  ;?  Y,  z  H-  ^Z, 
c'est-à-dire 

,  .  xsina  rsina 

[n]       x-|-/>-F==9    X-^p-pz >      z-+-i»cosa, 

on  vérifie  aisément  que  X,  Y,  Z  ne  changent  pas,  tandis 
que  F  devient  F  -f-  p. 

Si  Ton  part  de  la  valeur  précédente  de  c  en  fonction 
de  a  et  6,  les  équations  (7)  deviennent 

d'où  premièrement  o^  —  bx=^o.  Ensuite  on  en  déduira, 
après  quelques  réductions,  les  valeurs  précédentes  de  a, 
&,  c,  en  fonctions  de  x,  y,  z.  Puis,  si  on  y  substitue  à 
X,  ^,  z  les  valeurs  (n),  continuant  à  considérer  a  et  b 
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comme  des  inconnues  à  déterminer  pour  ces  nouYellei 
valeurs  de  x,  y^  z^  les  premiers  membres  augmentent 
respectivement  des  termes 

[X  AT  "]  " 

■  ,  p 

qui  s'avanouissent  quand  on  donne  ka^b  les  mêmes  va- 
leurs que  celles  trouvées  d'abord.  En  sorte  que  les  valeurs 
de  a  et  b  ne  changent  pas  pour  les  nouvelles  valeurs  de 
X,  y^  z. 

Pour  obtenir  les  surfaces  normales  aux  droites  détermi- 
nées par  les  fonctions  cosinus,  X,  Y,  Z,  il  faudra  éliminer 
x,  y^  z  des  équations  (i)  de  l'article  cité  plus  haut  (*), 
c'est-à-dire  des  équations 

Ç_3=(_F  +  C)^, 

lesquelles,  dans  le  premier  cas,  en  vertu  4^  relations  (6), 
se  réduisent  à 

Or,  SI  Ton  multiplie  la  première  et  la  seconde  dé  ces 


(*)  Les  équations  (i)  dont  il  6*agit  sont  (t.  XI,  p.  66)  : 


( 
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dernières  équations  respectiTement  par  ^'(f)  et  t^f\  (/*), 
la  somme  des  produits  et  de  la  troisième  donne,  en  vertu 
delà  relation  (5), 

[ï  -  +  {/)] 'I''  (/)  -4-  [-  -  +.  (/)]  f  .  {/)  +  Ç  -/=  o, 

OÙ  {^  et  ^1  sont  des  fonctions  connues  en  /;  de  sorte  qu^on 
peut  tirer  de  celte  équation /,  c'est-à-dire  y  (x,j^,  z)  en 
fonction  de  ^,  y],  ^,  et  comme  Téquation  (5)  a  donné, 
d'après  ce  qui  précède, 

celle-ci  donnera  évidemment 

Ainsi,  dans  les  premiers  membres  des  équations  (/>),  on 
peut  changer  jt,  ^,  ^  en  Ç,  77,  {^,  parce  que  ces  variables 
n'y  entrent  que  sous  le  signe  y*^  et  après  cela  on  élimine 
X,  j-,  z  de  ces  équations  en  prenant  la  somme  de  leurs 
carrés,  ce  qui  donnera 

[5  -+(/)?  +  ["  -  +.  (/)?  +  (ï  -/)'  =  C, 
dont  le  premier  membre  n^est  autre  chose  que  le  carré  de 
la  fonction  F,  où  Ton  a  changé  x,  y^  z  en  Ç,  ij,  ^. 

On  trouvera,  d'une  manière  analogue,  que  de  même 
dans  le  second  cas  Téquation  de  la  surface  normale  est 

F'=:C»,     OU     (Ç--«)»H-(>,  — fc)»^(Ç-.r)^  =  C% 

où  Ton  suppose  que  dans  les  fonctions  a,  i^,  c  on  a  substi- 
tué £,  7î,  f  à  x^  ^,  z. 

Si  Ton  prend  la  constante  C  égale  à  zéro,  on  aura, 
dans  le  premier  cas,  au  lieu  d'une  surface  une  ligne  nor- 
male, parce  que  C  =  o  exige  que  chacun  des  trois 
termes  de  la  somme  des  carrés  soit  séparément  nul,  et 
que  les  trois  équations  qu  on  obtient  ainsi  se  réduisent 
évidemment  aux  deux  équations 
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Dans  le  second  cas,  ces  trois  équations  se  réduisent  à 
qui  représente  une  surface  *,  Tune  des  trois  équations 

donnera  également  Féquation  de  cette  surface. 

Ces  conclusions  générales  sont  vérifiées  par  les  deux 
exemples  précédents. 

On  voit  facilement  que,  dans  le  premier,  le  système 
de  droites  déterminées  par  les  fonctions  X,  Y,  Z  qui  se 
déduisent  de  F,  est  composé  des  perpendiculaires  menées 
de  chaque  point  de  Tespace  sur  une  droite  passant  par 
l'origine  et  faisant  avec  les  axes  des  angles  a,  S,  y.  Le  lieu 
normal  à  ces  droites  est  généralement  une  surface  cylin- 
drique dont  cette  droite  est  Taxe,  et  qui  devient  cet  axe 
lui-même  lorsque  le  rayon  du  cylindre,  c'est-à-dire  la 
constante  dans  Téquation  générale,  est  zéro. 

Dans  le  second  exemple,  le  système  consiste  en  des 
droites  menées  de  chaque  point  de  l'espace  à  l'axe  des  z 
sous  l'angle  a\  le  lieu  normal  est  toujours  un  cône  droit 
et  circulaire,  qui  a  son  sommet  à  l'origine  lorsque  la 
constante  est  zéro,  et  ou  verra  que,  dans  ce  cas,  l'équa- 
tion de  cette  surface  est  en  effet  indifféremment  F  =  o, 
Ç  =  a,  yj  =  J,  ^  =  c,  en  se  rappelant  que  dans  les  va- 
leurs de  a,  &,  c,  il  faut  changer  or,  /,  z  en  ^,  y?,  ^. 

Wote  du  Rédacteur.  —  Le  remarquable  article  de 
M.  Baehr  se  rapporte  à  la  question  suivante,  proposée 
au  Concours  d'agrégation  (année  1849)  * 

Étant  données  une  surface  y  et  par  chaque  point  de 
cette  surface  une  droite  qui  fait  ai^ec  les  axes  rectangu* 
laires  des  coordonnées  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
des  fonctions  continues  des  coordonnées  de  ce  point. 
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trouver  la  condition  pour  quil  existe  une  surface  nor^ 
mole  à  toutes  ces  droites. 

La  soludon  en  a  été  donnée  par  M.  Dieu  (t.  XI, 
p.  66-70).  La  condition  cherchée  consiste  en  ce  que,  si 
X,  Y,  Z  représentent  les  cosinus  en  fonction  des  coor- 
données : 

Il  faut  et  il  suffit  que  le  trinôme  \dx  -h-Ydj'-i-Zdz 
satisfasse  à  la  condition  connue  d'intégrabilité  des 
différentielles  à  trois  variables,  et  que  le  facteur  propre 
à  le  rendre  intégrable  soit,  en  vertu  de  l'équation  de  la 
surface  donnée,  une  fonction  de  Vintégrale,        G. 


RÊPONSR  A  IIRB  UTTM  SUR  GBHB  QUESTION  : 

Construire  un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné 
ÂBC,  et  dont  les  trois  sommets  soient  situés  sur  une  Iry- 
pet^bole^  donnée. 


Voici  une  solution  :  D'un  point  quelconque  a  pris  sur 
Thyperbole,  menez  deux  cordes  ab^  ac  faisant  entre  elles 
un  angle  bac  égal  à  Taugle  B  A.C  du  triangle  donné.  Par  le 
centre  o  de  la  courbe  et  les  milieux  m,  n  des  cordes  ab,  ac^ 
conduisez  les  diamètres  omx^  onj.  Cela  fait,  prenez  à  par- 
tir des  points  m,  n  sur  les  droites  ma,  na  des  longueurs  mb'^ 
ne'  proportionnelles  aux  côtés  AB,  AC  du  triangle  BAC; 
et  par  les  points  b'^  c',  menez  aux  diamètres  ox^  oy 
des  parallèles  qui  iront  se  rencontrer  en  un  point  F.  Unis- 
sez ensuite  le  centre  au  point  F  par  une  droite  oF  que 
TOUS  prolongerez,  s'il  est  nécessaire,  jusqu  à  ce  qu'elle 
rencontre  Thyperhole  en  un  point  A'  qui  sera  le  sommet 
du  triangle  cherché,  homologue  au  sommet  A  du  triangle 
donné.  Pour  déterminer  les  deux  autres  sommets  B',  C, 
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il  suffira  de  mener  par  A'  des  cordes  A'  B',  A'  G'  respec- 
tivement parallèles  à  abj  ac.  Les  deux  triangles  A'B'C, 
ABC   seront   semblables  comme  ayant   un   angle  ^al 
compris  entre  côtés  proportionnels. 

La  question  proposée  peut  admettre  une  infinité  de 
solutions.  G. 


RECTIFICATION^ 

Pa&  m.  NiœLAÏDÈS. 


f(  Dans  le  numéro  de  décembre^  à  la  fin  de  mon  ar- 
»  ticle  (p.  466),  on  lit  :  L'équation  différentielle 

<«)  ('g-l)-(^-4)"=nS-)' 

»  représente  les  courbes  que  le  centre  dn  cercle  va- 
»  riable  doit  décrire  pour  que  son  enveloppe  soit  un 
»  cercle  »  ;  il  faut  ajouter  :  a  ayant  pour  centre  le  point 
»  fixe.  » 

Dans  le  cas  où  le  centre  du  cercle  enveloppe  est  un 
point  quelconque,  Téquation  (6)  devient 

+  (B.+C.-4A)(,+  g)=o, 

B,  C  sont  les  coordonnées  du  centre,  a  y^A  le  rayon.  Cette 
équation  représente  un  système  de  droites  enveloppant 
une  conique  dont  les  foyers  sont  les  points  (o,  o),  (B,  G). 
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seurrioR  gémétrique  de  la  question  sss 

Paa  m.  Albin  LAVAL, 
ÉlèTe  du  lycée  de  Lyon. 


Énoncé.  —  On  prend  le  sommet  d* un  des  trois  angles 
dont  les  côtés  réunissent  deux  à  deux  quatre  points 
donnés  d'une  conique^  et  Von  cherche  par  rapport  aux 
cotés  de  cet  angle  la  conjuguée  harmonique  de  la  droite 
qui  joint  ce  sommet  au  centre  de  la  conique^  démontrer^ 
que  cette  conjuguée  harmonique  et  les  deux  autres 
droites  analogues  sont  parallèles.  (Housel.) 

Lemme  I.  —  Les  six  points  de  rencontre  d'aune  tranS" 
versale  quelconque  ai^ec  une  conique  et  les  côtés  d^un 
quadrilatère  inscrit  sont  en  immolation ,  (Cette  proposi- 
tion est  énoncée  dans  les  Leçons  noui>elles  de  Géomé- 
tne  de  M.  Amiot,  dans  le  cas  de  la  circonférence.)  [*) 
On  passe  de  là  à  une  conique  quelconque,  en  remarquant 
que,  dans  la  projection  perspective,  le  système  des  points 
analogues  jouit  de  la  même  propriété  d*âtre  en  invo* 
lution. 

Lemme  II.  —  Les  six  points  de  rencontre  d\me 
transv^ersale  quelconque  ai^ec  les  côtés  d^un  quadrila- 
tère elles  diagonales  intérieures  sont  en  ini^ohuion  (**). 
(Leçons  nouvelles  de  M.  Amiot.) 


(*)  Elle  est  démontrée  dans  la  Géométrie  supérieure  de  M.  Cbasies 
(p.  464  )  ^  dans  le  Complément  de  Géométrie  analytique  de  M.  Page  (Ht.  III, 
p.  79^-  C'est  le  théorème  de  Desargues  sur  l'involution. 

(**)  Le  lemme  II  est,  comme  le  précédent,  un  cas  particulier  de  cette 
proposition  générale  démontrée  par  Sturm  (Annales  de  Mathématiques  de 
Gergonne,  t.  XYll,  p.  180)  :  Quand  trois  lignes  du  second  degré  ont  quatre 
points  communs,  toute  transversale  les  coupe  en  six  points,  en  involution,   G. 
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Cela  posé,  soient  O  le  centre  de  la  conique;  A,  B,  C,D 
les  quatre  points  donnés;  E  le  point  de  rencontre  des 
côtés  opposée  AD,  BC  du  quadrilatère  inscrit  ABCD; 
F  le  point  de  rencontre  des  deux  autres  côtés  opposés, 
AB,  CD;  et  G  celui  des  deux  diagonales  AC,  BD. 

Désignons  par  ET  la  conjuguée  harmonique  de  EO 
par  rapport  aux  deux  droites  EAD,  EBC,  et  menons  par 
le  centre  O  une  parallèle  à  cette  conjuguée,  parallèle  qui 
coupe  les  côtés  EAD,  EBC  en  M  et  N.  Il  résulte  d'une 
propriété  connue  du  faisceau  harmonique  que  OM  =:ON. 
Soient  P  et  Q  les  points  où  la  parallèle  menée,  MN,  coupe 
les  diagonales  AC,  BD,  et  H,  K  ceux  où  elle  coupe  la 
conique.  Les  six  points  M,  N,  P,  Q,  H,  K  sont  en  invo- 
lution  (Lemmel),  et  comme  OM  =  ON  et  OH  =  OK, 
on  aura  0P=  OQ  (*).  Ainsi,  la  droite  PQ  est  partagée 
en  deux  parties  égales  par  GO,  d'où  il  faut  conclure  que 
la  conjuguée  harmonique  de  GO,  par  rapport  aux  droites 
GC,  GD,  est  parallèle  à  PQ,  et  par  suite  à  ET. 

On  démontrerait  de  même  que  la  conjuguée  harmo- 
nique de  FO,  par  rapport  aux  côtés  FA6,  FDC,  est  pa- 
rallèle à  PQ.  Mais  on  abrège  la  démonstration  en  remar- 
quant que  si  R,  S  sont  les  points  où  MN  prolongée  reii« 
contre  les  droites  FAB,  FDC,  les  six  points  R,  S,  M,  N, 
P,  Q  sont  en  involution  (Lemme  II);  et  de  ce  que 
OM  =  ON,  OP  =  OQ,  ou  conclura,  comme  précédem- 
ment, que  OR  =  OS.  Cette  dernière  égalité  montre  que  la 
conjuguée  de  FO,  par  rapport  à  FB,  FC,  est  parallèle  à 
RS,  et  par  suite  à  ET.  Donc  les  trois  conjuguées  harmo- 
niques sont  parallèles  entre  elles. 


(*)  Lorsque  trois  couples  de  points  sont  en  involution,  si  deux  des  trois 
segments  qui  leur  correspondent  ont  leurs  milieux  au  même  point,  ce 
point  sera  aussi  le  milieu  du  troisième  segment.  Quant  an  point  central 
de  rinvolution,  il  est  alors  h  l'infini.       G. 
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SOLUTION  ARALYTiQUE  DE  LA  QUESTION  632 , 

PiR  M.  L.  P., 

Elève  da  lycée  Saiut-Louis  (classe  de  M.  Briot). 


Considérons  l'un  des  trois  angles  dont  les  côtes  rm- 
nissent  deux  à  deux  quatre  points  A,  6,  C,  D  donnés  sur 
un  plan,  et  chercboos^  par  rapport  aux  côtés  de  cet 
ai^le,  la  conjuguée  harmonique  de  la  droite  menée  de 
son  sommet  à  un  point  M  du  même  plan. 

Nous  exprimerons  que  cette  conjuguée  et  les  deux 
autres  droites  analogues  sont  parallèles,  et  nous  serons 
conduits,  comme  conclusion,  au  théorème  (632). 

II  suflit  évidemment  d'écrire  que  deux  quelconques 
de  ces  droites  sont  parallèles. 

Je  prends  pour  axes  des  coordonnées  or,  y  deux  côtés 
opposés  AB,  CD  du  quadrilatère  ABCD;  ces  deux  côtés 
[    recoupent  en  un  point  O  qui  sera  Torigine. 

Les  deux  autres  côtés  opposés  AC,  BD  se  rencontrent 
en  un  point  O';  et  si  Ton  désigne  par  a,  a\  &,  b'  les  dÎ8«- 
tances  OA,  OB,  OC,  OD,  les  côtés  O'CA,  O'DB  de 
Tangle  O'  auront  pour  équations 


(^ 


f+^_.)=o,    ±+|;-.)=o 


Soient  jTi,  yi  les  coordonnées  de  M,  Téquation  de  la 
conjuguée  harmonique  de  OM,  par  rapport  aux  axc«  OX, 
OY,  est 

\i)                             Xi^-h^tT^o     (•). 
!^ 

(")  Deux  conjuguées  harmoniquies  par  rapport  aux  deux  côtes  d'ua 
angle  sont  des  diamètres  conjugués  de  la  ligne  formée  du  système  di»» 

4- 


(2) 
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La  conjuguée  harmonique  de  O'M,  par  rapport  awr 
côtés  de  Tangle  O',  a  pour  équation 

La  condition  du  parallélisme  de  ces  deux  droites  est     • 


(3) 


^. 


ou,  en  réduisant, 


(4) 


=  o. 


L'équation  (3)  ou  (4)  est  précisément  celle  du  lieu 
géométrique  des  centres  des  coniques  passant  par  les 
quatre  points  donnés,  en  considérant  jTj,  y^  comme  des 
cordonnées  variables.  Donc  les  centres  de  ces  coniques 
jouissent  de  la  propriété  énoncée,  et  ce  sont  les  seuls 
points  qui  en  jouissent. 

La  proposition  632  est,  par  conséquent,  démontrée. 


deux  côtés  de  Tangle.  II  en  résulte  que  si  l'on  prend  ces  côtés  poar  aies 
de  coordonnées,  la  somme  des  coefficients  angulaires  des  deux  conjo- 
guées  harmoniques  sera  nulle. 

{*)  En  général,  si  M  =  o,  N  =  o  sont  les  équations  des  deux  côtés  d*iiii 
angle  et  M  +  yN=:o  Téquation  d'une  droite  quelconque  menée  par  son 
sommet,  la  conjuguée  harmonique  de  cette  droite  par  rapport  aux  côtés 
de  Tangle  aura  pour  équation  M  —  y  N  =  o.  On  le  voit  facilement  en  pre- 
nant pour  axes  les  deux  côtés  de  Tangle.      G. 
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MLliTiON  eÉMÉTMQIIB  D'VNB  QUESTION  W  GMGMIRS 
D'AGRÉGATMN  NDR  LES  LYGfiES  (ANNÉE  I8C2); 

Pah  m.  L.  p., 
Élève  du  lycée  Saiat-Loui*  (  daue  de  M.  Briot). 


Étant  données  deux  droites  non  situées  dans  le  même 
plan,  on  fait  passer  par  ces  droites  un  paraboloïde  A^- 
perbolique  auquel  on  mène  un  plan  tangent  parallèle 
à  un  plan  fixe  et  donné  :  on  demande  le  lieu  du  point 
de  contact. 

Soient  D,  D'  et  P  les  deux  droites  et  le  plan  donnés  ; 
V  un  plan  parallèle  aux  deux  droites  D,  D^  *,  et  M  le  point 
de  contact  d*un  plan  parallèle  à  P  et  de  l'un  des  parabo- 
loïdes  hyperboliques  passant  par  les  deux  droites  dou- 
nées. 

Si  Ton  mène  par  le  point  M  deux  génératrices  recti- 
lignes  de  ce  paraboloïde,  elles  appartiendront  au  plan 
tangent  et  seront,  par  conséquent,  parallèles  toutes  deux 
au  plan  P.  L'une  d'elles,  AMA^  coupera  les  droites  D  et 
D' en  des  points  A,  A'^  l'autre,  MN^  parallèle  à  la  fois  aux 
plans  P,  P^  sera  parallèle  à  leur  intersection.  Le  parabo- 
loïde qui  donne  le  point  M  du  lieu  est  déterminé  par  les 
trois  génératrices  rectilignes  D,  D',  MN. 

Tout  point  M,  de  AA'  appartient  au  lieu  cherché^  car 
li  Ton  désigne  par  Mi  N|  une  parallèle  à  Tintersection 
les  plans  P,  P^  on  pourra  faire  passer  un  paraboloïde 
hyperbolique  par  les  trois  droites  D,  D^  Mi  Ni  ^  et  le 
plan  des  deux  droites  AA',  Mi  N|,  parallèle  à  P,  sera  tan- 
{ent  en  Mi  à  ce  paraboloïde. 

Ainsi,  le  lieu  cherché  est  la  surface  engendrée  par  une 
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droite  AA^  qui  s'appuie  sur  deux  droites  D,  D^non  situées 
dans  un  même  plan,  en  restant  constamment  parallèle  à 
un  plan  donné  P.  C'est  donc  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique, daal  les  plans  directeurs  sont  parallèle»  à  P  et  à  F. 

Remarque.  —  On  voit  facilement  que  le  lieu  se  forme 
du  système  de  deux  plans  qui  se  coupent  et  passent,  res- 
pectivement, par  D  et  D',  lorsque  Tinlersection  des  plans 
P  et  P'est  parallèle  à  l'une  de  ces  droites  •,  et  que  le  lieu, 
se  compose  du  système  de  deux  plans  parallèles,  quand 
les  plans  P  et  P'  sont  parallèles  entre  eux. 

ir.       ,    ■■■■■  ■■     ',     *.     ■■    ,■  ■,.        '  '      '.     ...  I.    m      II  m.  tt 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  628; 

PhK  MM.  L.  A.NDLAUER  et  G.  CHAUVEAtJ^ 

Élèves  em  Matbémafiques  spéciales. 


Étant  donné,  un  tétraèdre  quelconque ^  on  peutfaife 
passer  par  les  centres  de  grai^ité  des  quatre  faces  un 
ellipsoïde  langent  à  ces  mêmes  faces.  Il  aura  pour 
centre  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre.  Et  si  on  appelle 
îa,  3i,  3  c  les  arêtes  adjacentes  à  un  même  angle  so^ 
lide^  quon  prenne  des  axes  parallèles  à  ces  arêtes^  et 
pour  origine  le  centre  de  grai^ité  du  tétraèdre^  V équation 
de  la  surface  tangente  sera 

(Vannson.) 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées  x^y^z^  trois  arélea 
adjacentes  du  tétraèdre,  dont  les  longueurs  seront  dési- 
gnées par  3  a,  3i,  3  c. 
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Pour  qu'une  surface  du  second  degré, 

A.r»  4-  M  y  H-  Af'z'  -h  aB/z  -f-  aB'xz  4-  2B"x/  -f-  aCr 
-H  aC>4-2C"z4-D  =  o, 

soit  tangente  aux  trois  faces  du  tétraèdre,  piiscs  pour 
plans  de  coordonnées,  et  aux  centres  de  gravité  de  ces 
faces,  dont  les  coordonnées  sont 

(x  =  o,  r=f*,  ^  =  c), 

il  faut  que  les  coefficients,  A,  Â',  etc.,  satisfassent  aux 
conditions  suivantes  : 

Art-f-B"^-hC  =o, 
(i)  {  A'^-hB''fl-hC'  =  o, 

Cfl-h  Cb  4-  D  =o, 

Ao-f-  B'c  -h  C  =o, 
(a)  l  A"c-hB'a-hC''  =  o, 

Ca-hCc-h  D  =o, 

A'^-hB<?  -f-  C  =o, 
(3)  {  A'^c^Bb  H-C'rro, 

Cb'-hC'c-h  D=o. 

C'est  ce  qu^on  trouve  facilement  par  la  considération 
de  Péquation  générale  des  plans  tangents  aux  surfaces  du 
second  .degré. 

Les  dernières  équations  des  systèmes  (i),  (a),  (3) 
donnent 

C=:-£,     c'  =  -  — ,      r=-  — 

2a  nb  7.C 

En  cherchant,  de  même,  les  conditions  pour  que  la 
surface  du  second  degré  soit    tangente   à  la  quatrième 
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face  du  tétraèdre,  représentée  par 

-  4-tH 3  =  0, 

abc 

et  à  son  centre  de  gravité  dont  les  coordonnés  sont 

on  trouve^  en  ayant  égard  aux  équations  qui  précèdent  : 
,4)  B  =  A.     B.=    »         B-=    » 


&.bc &.ac &.ab 

El,  au  moyen  des  expressions  de  C,  C,  C'^  B,  B',  B''  en 
fonction  de  D,  les  équations  (i),  (2),  (3)  donnent 

A-    ^  A'-    ^  A'^-    ^ 

Ces  valeurs  de  A,  A',  A'^  B,  B',  B^  C,  C,  C"  véri- 
fient  toutes  les  équations  de  conditions  obtenues,  quel 
que  soit  D  qui  reste  indéterminé. 

En  remplaçant  les  coefficients  A,  A', .  .  .,  C,  C'',  par 
leurs  valeurs,  dans  Téquation 

Aa:»-+-  A'^*  -+- A'^z'  -f-  aBjz  4-  2B'xs  -t-  2B"arr 

-+- 20 -f-2C'jr-f- 2^2-1-0=:  O, 

il  en  résulte 

(0)      -i-Ht:H — r-l-7-  H H-r ^r H-  0  =  0, 

^    '      ûi* .    ^'      c*       ^c      ac      aô       a         ^         c 

équation  qui  représente  un  ellipsoïde  réel. 

Les  coordonnées  du  centre  de  cette  surface  sont  don- 
nées par  les  équations 

—  -f  7  H 3  =  0, 

abc 

X        ir       z       «     J 

-  4-  -~-H 3=^0, 

abc 


(57) 

et 


— HtH 3  =  0. 

abc 
On  voit  que  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  qui  sont 

3fl    ■  3^  3f 

satisfont  i  ces  équations. 

Au  reste,  si  on  rapporte  la  surface  à  son  centre,  en  trans- 
portant les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  on  trouve 

x'       j^        z^       yz       xz       .Tjr       3 


bc       ac       ab       b 


Note  du  Rédacteur.  —  M.  Lignières  a  résolu  la  même 
question  par  un  calcul  qui  diffère  peu  du  précédent. 


NOTK 
Sv  reifki  des  imgiiaires  dus  la  recherche  des  foictioas  friiitives 

de  qielqies  foictiou^ériTées  ; 

Par   m.    Henri    MARTIN, 

Élève  en  malhématiques  spéciales  (institution  Barbet). 


Exemple  /*''.   —   Considérons    la    fonction  dérivée 
I 


^1  -ha:' 


On  a  -;==.  =  : •  Mais     ■  est 

le  produit  de  -t=.^  par  la  dérivée  de  arc  sin  (x  sf^).  Donc 
la  fonction  primitive  de  -==  est  représentée  par 

arc  sin  (xk:  —  1  ) 

— ;-— —  +  c , 

V  —  ' 


La  question  est  donc  ramenée  à  évaluer  cette  dernière 
fonction. 

Or,  de  la  formule  d'Euler  : 

on  tire 

l(cosj4-  V'^sinj) 

y == > 

et,  en  posant 

il  vient 

arc  sm  x  v —  i  =  — ^- — • 1 , 

d'où 

srcsinxx/ — i  ,  , v  ,  .  v 

p== =  — L(Vi-|-^2  — J:j=:L(VI-|-^^-^)• 
V — I 

Par  conséquent  la  fonction  primitive  cherchée  est 

L(j:4-v'i  -h^O  4-C. 

Exemple  II.  —  Soit\/i4-x*  la  dérivée  proposée. 

En  remplaçant  x  par  j:v^ — i,  elle  devient  ^i  —  x*, 
expression  de  l'ordonnée  correspondante  à  l'abscisse  x 
dans  le  cercle  j^'  -f-  x*  =  i .  Il  en  résulte  que  Vi  — a?" 
est  la  dérivée  du  segment  de  cercle  compris  entre  Taxe 
des^  et  l'ordonnée  correspondante  à  l'abscisse  x,  seg- 
ment qui  est  égal  à 

-  (arv'  —  -2P*  +  arc  sinjr). 
2  ' 

D'où  il  suit  que  /T^-o:'  est  la  dérivée  de 

— (x ^ — I  .  ^ I  -f--c^  -+-  arc sin.r  v^— i) 

2y  — I 

I  /       .       arc  sin  jc  v/ —  i  \ 

=  -  I  j:  V  I  -h  ^  H I  • 


I 

(59) 


Mais 


donc  la  fonction  primitive  de  ^t+x*  est 

•î- [a? v^7+r* -H L  (x  4- /rf^)] -h  C . 

Exemple  III.    —  Considérons   la  fonction  dérivée 

L(i-ha:»)- 

On  a 

=-L(i  -h  «^ — I  )-hL(i  — X  y' — i  ). 

Or,  la  fonction  primitive  de  [L/(^)]/'(^)  est,  comme 
on  sait,/(x),L/(x)  — f{3c)  -hC;  donc,  en  négligeant 
les  constantes,  la  fonction  primitive  de 

L(i-f-j?/^)-|-L(i  — xv'— i) 
sera 

'     -ri==[(iH-a:v/~.L(i-f-«V^^)--*V^ 

—  (i  —  x^ — Ol^('  —  xy^ — I  )  — x^ — 1]> 
ou 

-74=[l(i  +  ^V^^)— L(i— xy/^l 

Si  nous  remplaçons  L  (i  -f-x  ^ — i  )i  L  (i  —  x  ^ — 1  )?  par 
leurs  expressions  connues  : 

L(^i  -+-J?')  4-  v^ — I  arctangx, 
Ii(v  I  -Hj:"')  —  v^ — 1  arclangJT, 


k^ 


(6o) 
la  fonction  obtenue  devient  ' 

— =r  (2\/ — I  arc  lang^)  -h  j:  (2.  L  y'i  h-  j:')  —  2^, 


ou 


2. arc  tangjr  -h  ^.L(i  -h  x^)  —  2x  -I-  C, 
qui  est  la  fonction  primitive  cherchée. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  474  (*)  -, 

Par  m.  Gustave  HARArïG, 
Élève  du  lycée  de  Douai  (classe  de  M.  Painyin). 


Le  déterminant 


«I  —  ^1 

fl,  —  bi 

ay^b^      . .  . 

fl,  —  ^« 

«a  —  bi 

rti  — •  b. 

«/,       ^3      .  .  . 

fl,  —  ^» 

«s  —  bt 

Oi  —  b^ 

«3  —  Ô3      .  . 

^3—  ^« 

«/i  —  bt 

Qn^  bt 

^n  —  bi      .  .  . 

f'n  —  ^n 

est  égal  à  («i  —  «,)  (ii  —  i,)  pour  /i  =  2  ;   et   pour 
/i  ^  2,  il  est  nul. 

Soit  n  =  2^le  déterminant  devient 


Ht  —  bi     à[  —  bi 
/ïj  —  bt     a-i  —  b^ 

o  Oi  —  «a 


^a  —  by      rt,  —  ^a 
^2  —  b{      â'a  —  ^, 


=  (fl,  —  fla)  (Ô, ^a) 


{*)  La  question  622,  dont  MM.  Gustave  Harang  et  Albert  Sartiaux  noua 
ont  adressé  une  solution,  a  été  résolue,  il  y  a  six  mois,  par  M.  Bartet 
( roir  le  numéro  d'août  1863,  p.  3ia). 


(6.  ) 

Supposons  maintenant  /i  ^  2 . 

Retranchons  la  seconde  colonne  de  la  première,  et  la 
troisième  de  la  seconde,  il  viendra 


bi  —  bi  &3  —  bi  /ï,  —  bi 
bi  —  bx  bi  —  bj  /ï,  —  b^ 
bi  —  bi     b^  —  bi     rfïa  —  b^ 


Ox  —  b^ 
at  —  bn 


I  ^,-^.      ^3- 


=  (*,-^l)(*3-M 


bu  ^n—  ^i      •  •  •      ^H  —  b^ 

I  I     «I  —  ^s      ...      ^1  —  b^ 

I  I     a^  —-'  bi      ...      a,  —  b^ 

1  I     a^  —  bi      ...      «3  —  b„ 


I      On  —  b. 


««  —  bu 


=  0; 


ce  dernier  déterminant,  ayant  deux  colonnes  égales,  est 
itlentiquement  nul. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Abra- 
ham Schnée,  élève  du  lycée  Charlemagne. 


SOLUTION  DE  U  QUESTION  576  ; 

Par  m.  MOGNI, 

Professeur  à  TortoiM. 


Soient  C .  le  centre,  F.  Fi  les  foyers  et  P  un  point 
quelconque  d  ^une  ellipse  de  Cassini^  quon  décrii^e  un 
cercle  passant  par  F,  Fi  et  P,  et  supposons  que  la  nor^ 
maie  à  la  courbe  au  point  P  rencontre  ce  cercle  en  un 
second  point  N  :  alors  on  aura  cette  relation 

CP  X  PN  =  constante. 


(6a) 

Posons  PF  =  /,  PFi  =yi,  Tëquation  de  la  cassiaietme, 
exprimée  au  moyen  des  dUlances /*,  y, ,  sersL  f.ff=^a^ 
a  étant  une  constante. 

DifTérentiant  cette  équation,  on  obtient 

/.#.-!-/ .4^=0      d'où     ^  =  -7- 

On  déduit  immédiatement  de  cette  relation  que  : 
i^  La  tangente  au  point  P  de  la  courbe  divise  Pangle 
formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  avec  le  prolongement 
de  Fautre  en  deux  parties  dont  les  cosinus  sont  entre  eux 
comme  les  rayons  vecteurs  contigus. 

2^  Conséquemment,  la  normale  au  point  P  de  la 
courbe  divise  Tangle  des  rayons  vecteurs  en  parties  dont 
les  sinus  sont  entre  eux  comme  les  rayons  vecteurs  con- 
tigus. On  aura  donc 

/  _  sin  KPF 
/.  ""  sinNPF.* 

Dans  le  triangle  FPFj  la  droite  PC  qui  unit  le  som- 
met P  au  milieu  C  du  côté  opposé,  divise  l'angle  FPFj 
en  deux  parties  dont  les  sinus  sont  inversement  propor- 
tionnels aux  côtés  adjacents;  donc 

/  _  sin  CPF. 
f,  ""  sin  CPF  * 

On  déduit  de  ce  qui  précède 

(  I  )  NPF  =  CPF,,     NPF.  =  CPF. 

Menons  NF,  NFj  et  posons 
NF  =  ^,     NF,  =  X,     FFi  =  2r,     PN  =  //,     PC  =  w, 

et  soit  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Par  une  propriété  du  quadrilatère  inscrit,  on  a 


(63) 

Mais  on  a 

sin]NPF  =  -4-' 
et  cl  ans  le  triangle  Ft  PC 

sin  F,  PC  =  -  sin  FF.  P  =  -  ^  J- = -^. 
m  m    2R        2R//1 

Cl)  ayant  égard  aux  relations  (1)^  on  obtient 

— —  =  --■ —     d  ou     /i  =  — • 
2R        t^Rm  m 

En  opérant  semblablement  par  rapport  à  A,  on  trouve 

m 

* 

Substituant  dans  Féquation  (a)  les  valeurs  de  h  et  A 
ainsi  obtenues,  et  réduisant,  on  trouve  la  relation  cher- 
chée 

G.    Q.    F.    D. 


QUESTION  D  ANALYSE 
PROPOSÉE  AU  CONCOURS  DE  L  AGRÉGATION  (1862)^ 

Solution  dk  M.  AUDOYNAUD, 

Professeur  au  lycée  de  Poitiers. 


Troui^er  la  ligne  qui  coupe  sous  un  angle  constant 
tous  les  méridiens  d^une  sphère,  —  Rectifier  la  courbe. 
—  Troux^er  sa  projection  orthographique  et  sa  projec- 
tion stéréographique. 


(64) 
1 .  Le  méridien  PA  (*)  a  pour  équations 

x"  -f-  y^  -I-  2*  =  R%     j  ==  mx. 

Alors,  si  x\y\  z'  sont  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque M  du  lieu,  la  tangente  en  M  au  méridien  sera 
représentée  par 


.  __ 


(l  -H/W*)  ^  ' 

Donc  en  appelant  a  le  cosinus  de  Tangle  constant,  on 
aura,  en  supprimant  les  accents, 

dx  z  dy        m^  X 

L ^, 

dz  [\-\-m'^)x       dz  (i'^m^)y 


V  dz'        dz"  V  {'  -hw*/^'       (i  4-  m^) 

En  remplaçant  m  par  -  et  faisant  usage  de  Téquation 

X 

de  la  sphère  et  de  son  équation  différentielle 

il  vient 

(i)  dsz= f 

qui,  jointe  à  Féquation  de  la  sphère,  donne  la  loxodro- 


(*)  On  est  prié  de  faire  la  figure.  POP'  est  le  diamètre  coramtin  aux 
méridiens  considérés;  PMA  un  méridien  rencontrant  au  point  A  l'équa- 
teur  EAE'.  La  droite  MI  est  perpendiculaire  sur  le  rayon  OA  au  point  /. 
Là  droite  MP'  rencontre  OA  au  point  k. 


mk»  Eu  l'iutégraul,  on  obtient 


*  =.  —  arc  sifi  =r  -+-  C 
a  R 


On  voit  que  la  courbe  est  rectifiable  (*)- 

Si  Ton  compte  les  arcs  à  partir  de  z  =  z^^  on  aura 


R  /        .     z  .    z.\ 

=  -  I  arc  sin  -  —  arc  sin  -  ) 

a  \  K  r; 


Remarque.  —  Sî  l'angle  constant  est  de  90®,  a  =  o, 
alors  z  ==  Zo.  Donc  la  courbe  cherchée  est  l'intersection 
delà  sphère  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  ocy^y  c'est-à- 
dire  un  parallèle  y  si  ce  dernier  est  Téquateur. 

2.  Cherchons  maintenant  Téquation  de  la  courbe  en 
coordonnées  polaires. 

Posons 

angle  MOI  =  0^     angle  lOE  =  7. 

Alors 

2  =  Rsin9,     ds^=z  R' (cos*0f/(p-|-</o'), 

et  l'équation  (1)  devient 


sli  —  a^    eiQ 


a        cosO 
D'où,  en  intégrant 


f  = L  tang  (  ~  —  -  )  H-  constante, 

ou 


a 

en  appelant  a  Fangle  donné. 


(*)  C'est-à-dire  que  sa  rectification  se  ramène  à  celle  d'un   arc  de 
cercle. 
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Cette  équation,  considérée  simultanément  avec  celle    ^e 
la  sphère,  donne  une  spirale  sphérique. 

3.  Projection  orthographique  sur  Téqu^teur. 

Posons 

01  =  r, 
on  aura 

r  =  RcosO. 

Mais  en  désignant  par  M  la  quantité  Ce^®^^"*,  on  a 

tang     5-5     = g  =  M, 

•  i-l-tang- 


d'où 


e       I  — M 


et  par  suite 


.    0  1— M  Ô  i-hM 

sin  -  =  —  >      ces  -  = 


.    ^       I  — M»  ,  2M 

sm  0  = — -  »  CCS  9  =: 


donc 

(3)  r=2R— — -  =  2R 


4.  Projection  stéréo  graphique. 

Menons  la  droite  MP'  qui  rencontre  Oi  en  k^  et  posons 

On  aura 


r'  =  R  tangbP'M=R  tang  ^  POM 


d'où 

(4)  r'=C.Rc'' **•*". 

C^esl  une  spirale  logarithmique 


=  R  tang  I  H J  =  R.M, 


{«7) 
Remarque.  —  En  appelant  fx  Tangle  que  le  rayon  r* 
fait  av«c  la  tangente  à  la  courbe  (4)9  on  trouy.e 

C'est  ce  qu'on  pouvait  prévoir,  puîsqu*on  démontre  que 
Tangle  de  deux  courbes  tracées  sur  la  sphère  est  égal  à 
celui  de  leurs  projections  stéréographiquesj;  or  le  méri- 
dien et  la  loxodromiefont  un  angle  a,  donc  leurs  projec- 
tions stéréograpliiques,  c'est-à-dire  r'  et  la  tangente  à  la 
courbe  (4)j  doivent  faire  le  même  angle. 

5.  Si  Ton  veut  Les  équations  de  la  loxodromie  en  coor- 

données  reclilignes,  on  remarque  que  de  sin  S  ;=  — — jn  j 


oa 


déduit  M  =  i /  — ■■  ■.  ■»  ;  mais  z  =  R  sînO,  donc 

y    I  H-  sinO  ' 


D^ailleurs 


y  =  anc  laog  ~  ; 


alors,  en  substituant  dans  l'équaliou  (2))  on  obtient 

1/       cotaarctang-         ,  . — coloearctaDg- \ 

équation  qui  jornic  à  a:' -f-y*  4- ^' =  R'  détermine  la 
courbe  demandée. 


5 
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SUR  L'IMPOSSIBILITÉ  DB  QUELQUES  ÉQUATIONS 

INDÉTERMIllÉBSi 

pak  m.  v.-a.  le  besgue, 

Correspondant  de  Ilnstitat. 


I. 

1 .  II  est  établi  dans  celte  Note  : 

1°  Que  le  nombre  m*  H-  i4m*/i*  -H  /i*  ne  saurait  être 
carré  si  Ton  suppose  m  pair  et  n  impair. 

a**  Comme  conséquence ,  que  x^  +  4j*»  -^^  +J^*  ^^ 
peuvent  être  simultanément  des  carrés,  x  est  supposé 
impair  et  y  pair. 

3°  Que  le  produit  P  (p -t-^)  (p-t-  ^q)  (p  -^^ç)  ne 
saurait  être  un  carré.  Le  cas  principal  est  celui-ci  : 
quatre  carrés  ne  peuvent  être  en  progression  arithmé- 
tique. 

4*^  Le  nombre  m^  +  i4'n*/i*  H-  «*  ne  peut  être  carré, 
même  en  supposant  m  et  n  impairs. 

5**  Le  nombre  m*  —  w*/i*  H-n*  ne  saurait  être  un 
carré. 

Il  va  sans  dire  qu'on  laisse  de  côté  en  i^  les  solutions 
m  =  o,  n  =  I  ;  en  4^  la  solution  m  =  /i  =  i  ;  en  5**  les 
solutions  m  =  o,  n=i;  n=Oj  m=^  i, 

La  démonstration  s'appuie  sur  la  résolution  de  Téqua- 
tion 

x«  +  7»  =  z% 

où  Xyfj  z  sont  premiers  deux  k  deux.  L'inconnue  paire 
du  premier  membre  est  nécessairement  divisible  par  4r 
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de  sorte  qu^eti  mettant  Tëquation  sous  la  forme 

■ 

P  ei  q  sont  premiers  entre  eux,  Fun  pair  et  Tautre  im- 
pair, et  l'on  a  nécessairement 

On  établirait  de  même  qu'on  peut  prendre 
r  = 9     xz=.rs.     2  = 9 

*^  2  2 

r  et  f  étant  des  nombres  impairs  premiers  entre  eux.  On 
passerait  de  ces  formules  aux  précédentes  en  posant 

r-H*  =  2/>,     r  —  5=2^, 
d'où 

r=/î-hy,      sz=p^q. 

II. 

Th&orème.  —  V  équation 

ou  m  et  n  sont  des  nombres  premiers  entre  eux,  m  efanf 
pair  et  n  impair ^  est  impossible. 

Démonstration.  — On  posera  m  =  2*p,  le  nombre  p 
étant  impair^  et  on  reconnaîtra  i^  que  Téquation  est  im- 
possible pour  a  =f  I ,  et  2^  que  pour  a  >>  i  on  tombe  for- 
cément sur  une  équation 

r'»  =  m!^  H-  i^m'^n'^  -h  n'' , 

ou  Ton  a  m'=:  2p',  et  ^''impair,  ce  qui  est  impossible 
par  i**.  De  sorte  que  rimpossibilité  aura  encore  lieu  pour 
a  >i. 


1^  On  â 

(2-^  +  7/1^  -h  r)(2»/?»-+-  7/ï*  —  r)=  48/1*  =  3.2«/2\ 

Or,  .des  deux  facteiirs^ 

2*«/:?'  -+-  7  /i'  +  r ,      a^ V  •!-  7  «^  —  Tf 

un  seul  peut  être  divisible  par  3  ;  car  autrement)  n  serai i 
divisible  ]p»ar  3,  les  nombres 

le  seraient,  par  suite  p  et  r,  ce  qui  n'est  pas. 

On  prouve  de  même  qu^aucun  facteur  de  n  n'est  con*  - 
muu  auY  noinbres 

îlf««^a  4.  7n'*f-r,      »*«/>» -f-  7/1»  —  r. 

Comme  ces  deux  nombres  sont  pairs  et  que  leur  diffé- 
rence est  ar,  l'un  sera  divisible  par  2  et  l'autre  par  850» 
aura  les* décomposi ti ons  suivan tes- : 

'i^p^  +  7  /ï*  ip  r  =  24^*  y      =  85* , 

on  suppose  /*  et  5  premiers  entre  eux. 

La  première  décomposition  donne,  par  addition ^^ 

équation  impossible. 

Latdboxièmedécompositioi^  donne,  pai^  additioif, 

'    a>7;»=3r*^7rV-h45«  =  (3r»--4>')  (r»  — 5») 

Comme  ret5sont  impairs,  /•*-^5*  est  divisible  par  8; 
donc  l'équation  est  impossible  pour  a  =  i . 

^^  Pour  a  >i,  comme  les  facteurs  4^*  —  3r*,  5*  —  1* 
flounent 


(7') 
00  voit  qu'ils  sont  premiers  entre  eux  :  chacun  d'eux  doit 
donc  être  carre.  Or 

ne  saurait  être  carré;  il  faudra  donc  prendre 

Or,  pour  rendre  carrée*  —  r*,  5  et  r  étant  impairs,  îl  faut 
faire 

dW 

déplus 

4,»—  3r»=r4(r«-4-2ra»-4-w*)— 3(/*  — ae'ii»  +  u*) 
=  r«-+-  i4/'a*H-a*; 

il  vient  donc 

-j«(«-i)^«  =3  r»««  [t*  -h  i4f »«»-!-  «♦) , 

Tun  des  nombres  f,  u,  étant  pair  et  Tautre  impair.  Si  t 
est  pair>  on  a  donc 

t^  impair. 
En  continuant  de  même,  on  aura  à  rendre  carré 

où  X  est  pair  et  j^  impair,  x  n^étant  pas  divisible  par  4  \ 
or  cela  a  été  prouvé  impossible. 

.  Corollaire.  —  On  ne  peut  rendre  simultanément  car- 
rés X*  -t- j^*,  x*  4-  4y*9  ^  étant  impair  et  y  pair;  il  faut 

poser 

dP  =  /w*  —  /i* ,     j^  =  a  mn 

pour  avoir  x'  -H/*  carré 5  alors  x*  4-  4/*  devient 

m*  4-  i4''i'«^  4-/1*, 
où  Fune  des  inconnues  niy  n,  est  paire. 


.j 


(  70 

III. 

L^équation 

étant  reconnue  généralement  impossible  pour  le  cas  de 
X  pair,  il  sera  facile  de  montrer  l'impossibilité  de  Té- 
quation 

p{p-^9)  (/^-^2^)(/?-f-3^)=^^ 

Il  faut  pour  cela  distinguer  plusieurs  cas,  qui  résultent 
de»  remarques  suivantes 

1^  On  peut  supposer  p  et  q  premiers  entre  eux^  car  si 
pet  q  avaient  le  facteur  commun  d,  le  premier  membre 
sériait  divisible  par  6*,  et  par  suite  r  par  6*.  On  peut  donc 
faire  disparaître  Q. 

2^  Deux  facteurs  consécutifs  sont  premiers  entre  euxy 
autrement  p  et  ^  ne  le  seraient  pas. 

3*^  Le  facteur  commun  à  deux  facteurs  séparés  par  un 
troisième  ne  peut  être  que  a. 

4^  Le  facteur  commun  à  /?  et  ^  +  3^  ne  peut  être 
que  3. 

5^  Si  deux  facteurs  sont  pairs,  ils  ne  sauraient  être 
Tun  et  l'autre  divisibles  par  4'  Autrement  petq  seraient 
pairs. 

6^  Si  p  et  p  -hiq  sont  divisibles  par  3,  ils  ne  sau- 
raient être  tous  deux  divisibles  par  9^  Autrement  p  etq 
seraient  tous  deux  divisibles  par  3. 

Il  y  a  donc  à  considérer  les  9ix  cas  suivants  : 

i^^'cas.  p  etq  impairs^  p  bob  multiple  de  3. 
2^  cas.  petq  impairs ,  p  multiple  de  3 . 

3^  cas.  p  pair,  g  impair  f  p  dob  multiple  de  3  ^ 

4®  cas.  p  pair,  q  impair,  p  multiple  de  3 . 

5®  cas.  p  impair,  g  pair,  p  multiple  de  3. 

(y*  cas.  p  impair,  7  pair,  p  nou  multiple  de  3^ 
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Dans  le  i"^  cas,  il  faut  poser 

delà 

4**  =  r*  -H*S 


2  a*, 


—  r*=:/V 


ou 


équation  impossible,  le  deuxième  membre  ii*étant  pas 
divisible  par  4* 
Dans  le  2®  cas,  il  faut  poser 

delà 

y=:?2a' — r*,       /»  H- ^  =  2f' =  2/4*4-2/^, 


Ott 


j'=r«*-|-r*,      /? -f- 2^  r=r  4«'-f- '•*  =  ^« 


Mais  on  a  vu  que,  pour  rendre  carrés  u*  +  r*  et 
4i«*-h-r',  il  faudrait  rendre  carré  m^  -^  i^m^n*  +  n^j 
ce  qui  est  impossible. 

Dans  le  3®  cas,  il  faut  poser 

pz=22,r^j     p  +  qzi^s^j     ^4-39=2/»,     p'^3q  =  u\ 
delà 

/?  -h  39  =  3  /*  —  r»  =  «». 

Or  3i*  =  u'-h  r*  est  impossible;  ret  u  n^étant  pas  divi- 
sibles par  3,  le  deuxième  membre  ne  saurait  être  divi- 
sible par  3  comme  le  premier. 
Dans  le  4*^  cas,  il  faut  poser 

p=,&r\     p-^qz=:s^j     /;-f-27=2/%     // -f- 3<7  =  3  w'; 

de  là 

ç  =  M»  —  2  r' ,         ^  -h  <7  =:z  a^  4-  4  /-'  =  A* , 

/7  +  2  ry  =  2  «'  -h  2  r'  =  2  r' 
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OU 

w'  -h  r^  =  t\ 
Or  le  système 

w'-4-4'*'=JS      a* -h  a' ni/» 

est  impossible. 

Dans  le  5®  cas,  il  faut  poser 

p  =  3r\     p  -j-  q  =s  s\     p  -h  2q  :=  t\      p  -h  3q  =  3u\ 

les  nombres  r,  s,  t^  u  étant  impairs. 
On  a 

équation  impossible  aussi  bien  que 

/i -4- 2^  =  r* H- aa*  = /*, 

car  il  en  résulterait  un  carré  de  forme  SAr  H-  3. 

Dans  le  6^  et  dernier  cas,   chacun  des  nombres  , 
p  -hç^p-h  ^ç,  p-hiq  devra  être  un  carré  impair. 

Soient  j?*,  j^y  «*,  t*  ces  carrés,  on  aura 

r»  —  z»  =  z'  — j»  =  j2  —  a:^ 
Si  Ton  fait 

•/-f-«=:2a,     /  —  z  =  2p, 

jr  4- 4?  =  2r,     j  —  a:  =  2f, 
i 'équation 

deviendra 

(i)  irp  =  r*  j 

et  comme  Ton  a 

Téquation 

deviendra 

4  //r  =  («  —  vy  —  (r-f-  .t)' 
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OU 

(2)  a'-l-p* — r' — A*  —  Quv  =:  o, 

Dc$  deux  nombres  u,  v^,  Tun  e&i  pair  et  Tautre  impair, 
il  en  est  de  même  de  r  et  5  ;  on  peut  supposer  r  pair  et  \^ 
impair. 

Si  Ton  pose 

-=:-  =  A     ou     w  =  Ar,     f  =  Af, 
r        p 

l'équation  (2)  deviendra 

V(r'  — p»)  — 8rvX— (r»  — p')  =  o, 

d'où  l'on  tire 

Pour  avoir  X  rationnel,  il  faudrait  que 

fût  un  carré,  ce  qui  est  impossible,  puisque  /*  est  pair. 

N.  B.  —  Fbj^ez  les  Commentationes  jiràhmeticce 
coltectœ,  Auspic.  Acad.  Petrop.  edd.  P.-H.  Fuss  et  N. 
Fussy  2  vol.  Petrop.  1849*  Dans  le  tome  II,  Mém.  775 
Euler  s^appuie  sur  l'impossibilité  reconnue  de  trouver 
quatre  carrés  en  progression  arithmétique^  il  n'indique 
pas  l'ouvrage  où  se  trouve  la  démonstration,  qui  pour^ 
rait  fort  bien  être  plus  simple  que  la  précédente. 

IV. 

Théorème.  —  Uéquation 

est  impossible  pour  m  et  n  impairs  {premiers  entre  eux). 
Démonstration  é  —  Le  second  membre  est  divisible 


] 
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par  16,  parce  que  m'  et  n*  ont  la  forme  8Jt  -+- 1 5  ainsi  r 
est  divisible  par  4»  L'équation  mise  sous  la  forme 

(ut*  -I-  7  «*  -h  r)  ( m'  -f-  7  /i'  —  r')  =  48/i*  =  3 .  l6p*  q*j 

en  supposant  /»  =  pq^  p  et  q  premiers  entre  eux,  n^admet 
que  la  décomposition 

/w*  +  7  «»±  r  =  4/?S     m*  +  7  14*  qp  r  =  1  a  yS 

d'où,  par  addition, 

m^=:ip*'-']p^q^  -f-6r/  =  (/>*  —  a^»)  (a/**  —  3^*) 

Comme  /?*  —  a  y*,  et  ap'  —  37*  donnent 

2  (^*  -  açr' )  -  (2;.» -  3g')  =-  7% 

on  voit  que  p*  —  2^',  ^p*  —  3</*  sont  premiers  entre 
eux.  D'ailleurs  ces  nombres  de  forme  8/r —  i  ne  sauraient 
être  carrés.  Il  faut  prendre 

et  supposer  2 y*  —  ^*  et  3^*  —  ap*  carrés,  ce  qui  est 
impossible^  car  on  en  tirerait  quatre  carrés  en  progres- 
sion arithmétique,  savoir  p*,  y*,  2  y* —  p*,  iq* —  2p^  ;  la 
raison  est  q*  — /?*• 

Théorème.  —  On  ne  saurait  avoir 

r^  z=zp*  —  p^  q^-h  ç*» 

Démonstration,  —  Si  p  et  ^  sont  impairs  en  posant 

/3-f-^=2/lI,      p  —  q-=z2nj 

Tun  des  nombres  m,  n  serait  pair  et  Tautre  impair,  et 
comme  on  a 

pz=i  m  -{-  n^     q  z=:  m  —  n, 
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il  en  résulterait 

ou 

ce  qui  est  impossible. 

Si  des  nombres  p^  q  Tun  est  pair  et  Tautre  impair,  on 

fera 

p^qz=zmy     p^q  =  n; 

m  et  n  seront  impairs,  on  aura 

:ip  =  m-^-Fij     2q  =  m  —  n; 
par  suite 

i6r»=  (m  +  ny  —  (/w»  —  n^Y  -f-  (w  — /i)< 

=  m*  -+-  i4'w*  /i'  -+-  n*y 

ce  qui  est  impossible. 

Le  même  mode  de  démonstration  s^élcnd  à  beaucoup 
d^équations  biquadratiques  de  la  forme 

r'  =  X*  4-  ax^jr^  H-  bjr*. 
U  en  sera  question  dans  une  autre  Note. 


SUR  LE  NOMBRE  DES  DIAGONALES  DlIN  POLYÈDRE  (*). 


Je  désignerai  par^^le  nombre  des  faces,  par  s  le  nom- 
bre des  sommets  et  par  a  le  nombre  des  arêtes  du  po- 
lyèdre. On  sait  qu*il  existe  entre  ces  trois  quantités  la 
relation 

(i)  /4-5  =  fl4-2 

découverte  par  Euler. 

(*)  Ce  problème  a  été  traité  par  M.  Henri  Binder  dans  les  Archives  de 
Grunert,  t.  VIII,  p.  321. 
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Soient,  en  outre,  jfà  le  nombre  des  faces  triangulaires; 
Ji,  le  nombre  des  faces  quadrangulaires ,   etc.,  el  c/  le 
nombre  des  diagonales. 

Le  nombre  des  distances  mutuelles  des  s  soflimets  est 

-^ -*  Pour  avoir  le  nombre  des  diagonales,  il  faut 

retrinchcr  les  distances  mutuelles  des  sommets  des 
triangles,  3^*3^  celles  des  sommets  des  quadrilatères, 
6yi ,  etc.,  ce  qui  donne 

— 3/3  —  6/4  —  10/5  —  .. . i ■/«  — . .  • 

1  2 

Mais  chaque  aréle  appartenant  à  deux  faces  a  été  retran- 
chée deux  fois^  il  faut  donc  ajouter  a,  et  Ton  aura 

(2)  rf=  -i — /4.fl^3/3— 6/4  — ... — * — -*/;—.... 

d*est  la  formule  cherchée. 

Exemptes. 
Tétraèdre  : 

Hexaèdre  à  faces  ^quadrangulaires  : 

Dodécaèdre  à  faces  pentagonales  : 

.*=:20,    rt=  3o,  /s  =/4=yè  =  .  *  .=  O,  yi=  12,    f/=r   100. 

Jiemarf/iie.  —  On  peut  écrire  la  formule  (2)  ainsi 

/2\      /       ^K-y  — 3)  2/-      ^z-  ''(«—Or 

^3)     r/=:~i £4-54-^—3/3—6/4 ... i 7«-~.... 

Mais,  d'après  la  formule  d'Euler,  on  a 
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D*aillears  oo  a 

(4)  2fl  =  3/3  H-  4/4  H-  5/»  4- ...  H-  /!/«-+-... , 

car  le  dernier  membre  donne  le  total  des  arèies  de  tontes 
les  faces,  et  chaque  arête  est  compta  deux  fois.  Donc 
on  pourra  mettre Tëquation  (a)  sous  la  forme 

(5)  ^=-^-- — ^'■4-2— /— a/;— 5/;— 9/e— . .. /,.... 

Coroilaù^  I.  —  Le  nombre  des  diagonales  d'un  po- 
lyèdre est  toujours  inférieur  au  nombre  des  diagonales 
du  polygone  qui  a  le  même  nombre  de  sommets,  ce  qui 
est  d'ailleurs  évident. 

Corollaire  II.  —  Si  le  polyèdre  n'a  que  des  faces 
triangulaires,  on  a 

(6)  ^=lillll)H-._/. 

D'ailleurs  l'éqttation  (4)  donne 
(7;  2fl  =  3/. 

On  peut  éliminer  entre  les  équations  (1)9  (6)  et  (7)  deux 
des  trob  quantités  a,  s,  f^  et  en  faisant  le  calcul  on 
trouve  pour  d^  l'une  des  trois  formes 

_  (5  ^3)  (5-.  4)  _  (/~2)(/^4)  _  (,1-3)  (/.-G) 
""  2  ~  8  ~  18  * 

P. 


SUR  UNE  QUESTION  M  MUMUM; 

Pau  m.  Paul  SERRET. 


1.  Soient  ABCD  un  tétraèdre  quelconque*/ A' B'C'D' 
un  quadrilatère  gauche  fermé  dont  les  arêtes  successives 
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soient  perpendiculaires,  respectivement,  aux  plans  des 
faces  du  premier  tétraèdre,  et  proportionnelles  aux  aires 
de  ces  faces;  et  A'B'C'D'  le  tétraèdre  de  même  nom  et 
des  mêmes  sommets  : 

1°  «  Les  volumes  V,  V  des  deux  tétraèdres  orthogo^ 
naux  ABCD,  A'B'C'D'  $ont  liés  par  la  relation 

4 

a^  c(  Les  trois  angles  formés  par  les  arêtes  opposées  du 
tétraèdre  primitif  ABCD  servent  de  mesure  aux  trois 
dièdres  diagonaux  du  quadrilatère  orthogonal  M^GIH.  » 
Le  troisième  de  ces  dièdres,  qui  a  seul  besoin  d*une  déC- 
nition,  ayant,  chacune  de  ses  faces  parallèle  à  deux 
arêtes  opposées  du  quadrilatère  A'B'G'D',  et  son  arête 
parallèle  à  la  droite  des  milieux  des  diagonales. 

Corollaire,  —  a  Si  deux  des  dièdres  diagonaux  du 
quadrilatère  orthogonal  sont  droits^  quatre  arêtes,  op« 
posées  deux  à  deux,  du  tétraèdre  primitif,  sont  perpendi- 
culaires entre  elles.  Et  il  en  est  de  même  des  deux  der- 
nières arêtes.  »  Celte  dernière  conclusion  résultant  soit, 
au  point  de  vue  géométrique,  de  la  collinéation  des  trois 
hauteurs  dans  un  triangle  sphérique;  soit,  au  point  de 
vue  analytique,  de  cette  formule 

a,a\QQ%{aj  a-)-{-b,b',cos{b^  b*)  -f  c.c'.cos(c,  c')  =  o, 

où  a  et  a',  b  ci  b\  c  el  c'  désignent  les  arêtes  opposées 
du  tétraèdre. 

Remarque*  —  La  relation 

que  M.  Painvin  trouve  à  Taide  des  déterminants  [Nou" 
i^ellcs  Annales  y  1862),   s'obtient,  bien  entendu,  et  de 
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la  manière  la  plus  rapide,  par  de  simples  considérations 
de  géométrie.  Je  l'avais  rencontrée  moi-même  depuis 
longtemps,  et  TàTais  appliquée  au  problème  de  Lagrange. 
La  solution  suivante  est  extraite  d'un  Mémoire  que  j'ai 
eu  l'honneur  de  soumettre  à  M.  Liouville  vers  la  lin  d'oc- 
tobre 1862,  et  qui  a  été  inséré  dans  le  numéro  de  no* 
vembre  du  Journal  de  Matliématiques. 

2.  Problème.  —  Les  aires  des  quatre  faces  étant 
données^  définir  le  tétraèdre  maximum,  (Lagrange,  Mé- 
moires  de  V Académie  de  Berlin ,  1 778,  p.  1 60.  ) 

Solution,  —  Soient  ABGD  le  tétraèdre  cherché,  et 
A'B'C'D'  son  tétraèdre  orthogonal.  JL.es  aires  des  faces 
du  premier  tétraèdre  étant  données,  et  son  volume  étant 
ma3kimum  :  les  quatre  arêtes  consécutives  A'B',  B'C, 
CD',  D'A'  du  second  tétraèdre  sont  données  de  lon- 
gueur, et  son  volume  doit  être  maximum.  Or  cette  con- 
dition exige  que  les  dièdres  diagonaux  du  quadrilatère 
orthogonal  A'B'C'D'  soient  droits.  En  effet,  si  le  dièdre 
A'C,  par  exemple,  n'était  droit,  on  pourrait,  en  laissant 
immobile  la  face  A' B'C  dans  son  plan,  amener  le  plan 
de  la  face  A'D'C  à  être  perpendiculaire  au  plan  de  la 
première  par  une  rotation  effectuée  autour  de  la  diagonale 
A'C.  Par  là,  la  base  A'B'C  du  tétraèdre  orthogonal  ne 
changerait  point,  mais  sa  hauteur  et,  dès  lors,  son  volume 
augmenteraient.  Donc  les  dièdres  diagonaux  du  quadri- 
latère orthogonal  sont  droits^  et  les  arêtes  opposées  du  té- 
traèdre primitif  sont  perpendiculaires  entre  elles:  conclu- 
sion comprise  dans  les  équations  obtenues  par  Lagrange, 

a'  —  b'^  —  c'»  =  6»  —  c'2  —  a"  =  c»  —  a'^  —  b'\ 

et  énoncée    déjà,    avec  toutes    ses    conséquences,    par 
M.  Pain  vin. 


Ann.  Je  èlathémat.,  2*  série,  t.  11.  (Février  i863.)  6 
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RÉSOUITHHI  Vmi  ÉQOATIOH  TRANSGKIIDANTE  ; 

Par  m.  J.-Ch.  DUPAIN. 


Étant  données  la  corde  3  a  et  la  surface  S  d'un  seg- 
ment circulaire  plus  petit  que  la  moitié  du  cercle,  trouver 
Tare  2y. 

En  appelant  r  le  rayon,  on  trouve  successivement  et 

sans  difficulté 

a  =  rsin^, 

S  = -r^^aj— sin2», 

(1)  2.S.sin'^-f- o'sinaj  —  2<i*j  =  o. 

Je  représente  par  F  {y)  le  premier  membre  de  Téqua- 
tîon  (i),  et  j'obtiens  les  deux  dérivées 

F'(/)  =  2.S.sin2^  -h  na^cos^x  —  2a% 
F"(^)  =  4.S.COS2/  —  4^^^^"^^"* 

Zéro  est  une  racine  de  Téquation  (1),  et  cette  racine 
peut  s^ appeler  double,  parce  qu'elle  véri6e  l'équatioii 

r{x)  =  o. 

L'équation  (i)  n'a  pas  de  racine  n^ative;  en  effet, 
F( — y)  peut  s'écrire 

2.S.sin'/-|-^*(2/  —  siD2j^), 

et  reste  positif  pour  toute  valeur  positive  dey. 

Si  nous  désignons  par  u  le  plus  petit  arc  positif  ayant 

S 
pour  tangente  --?  la  dérivée  F'(r)  devient 

a 

2£j'sin2^(tangfi  —  tangj); 
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elle  e«t  positive  quand  y  varie  de  o  à  u^  et  négative  quand 
j' varie  de  m  àir. 

La  fonction  F(  j*)  est  nulle  pour  ^  =  o^  elle  est  crois- 
sante, et  par  conséquent  positive,  quand/  varie  de  o  à  u^ 

et  elle  décroit  ensuite;  lorsque  y  atteint  la  valeur  - 


f(^)  =  .s-.... 


et  comme  le  sef^ment  est  plus  petit  qu'un  demi-cercle, 
on  a 


S<7r— ,      (t     F 


(i)  <" 


L^équatî«n  (i)  a  donc  une  racine  comprise  entre  u  et  ^^ 
La  fonction  F(  j^)  reste  négative  quand  y  varie  de  -  à  tt 

mm 

et  il  est  inutile  d'aller  plus  loin,  car 

Y  (y)  <  2  S  4-  a^ —  2  t^y  <  ita^-^-a^ —  2  a^y^ 

et  ce  dernier  polynôme  est  constamment  négatif  pour  des 

valeurs  de  y  supérieures  à  *,  il  en  est  de  même  à 

fortiori  de  F(/).i 

Afin  d^arriver  à  une  détermination  numérique,  je  fais 
une  hypothèse  particulière,  par  exemple,  S  =  a'  ;  1  équa- 
tion (i)  devient  alors 

(2)  jr  =  sio»^-f-    ^ 

ou  bien 

/o\  v/    ^         -,         «in2r 

(3)  i'(r;=M«'r-+-— r^~r, 


et  alors 


F'(/)  =  sin2jH-'  COS2  j  —  i, 

^'*[y)  =  2C0S2J  —  2sin2>'. 

6. 
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J'applique  la  méthode  de  Newton  rectifiée  par  Fourier, 
et  j'obtiens  deux  limites  plus  resserrées 


il) — 77r='"^- 


z 


que  je  pourrais  resserrer  encore  davantage. 

On  pourrait  aussi  dans  F  équation  (2)  substituer  j 

à  j^  ce  qui  donne  en  développant  par  la  formule  de 
Taylor  et  en  faisant  quelques  réductions 

or  Z  <^  y>   on  peut  donc  en   négligeant  z^  écrire  que 

z'  <^  I  —  j^  Z  <^  0,46,  j^  <;[  1 ,  24  ;  en  prenant  pour  y  la 

valeur  i  ,24  et  en  la  transformant  en  degrés,  on  trouve 
environ  71**,  mais  comme  j^  <^  i ,  24,  il  est  prudent  de 
n'essayer  que  70**.  Si  j'adopte  cette  valeur,  les  deux 
membres  de  l'équation  (2)  deviennent 

1,2217,       r,2o44> 

j'essaye  alors  69**,  et  les  deux  membres  de  l'équation  (2) 
deviennent 

] ,2043,       I ,2061. 

La  véritable  valeur  est  donc  comprise  entre  69**  et  70^5 
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après  quelques|fausses  positions  on  trouve 

pour  69® 5' 56'' I  ,ao6oo3     et     i  ,206006, 

pour  69^5^57'^ 1 ,206008    et     1 ,2o6oo5. 

Le  résultat  est  donc  à  une  demi -seconde  près  69°  5' 56''  7. 
Il  est  commode  d^employer  dans  ces  calculs,  outre  les 
logarithmes  ordinaires,  des  tables  de  lignes  trigonométri- 
ques  naturelles,  de  carrés,  de  degrés  exprimés  en  parties 
du  rayon.  Ces  divers  éléments  se  trouvent  réunis  k  beau- 
coup d'autres  dans  un  petit  volume  intitulé  :  CoUectio 
tabularum  ad  calculas  brev^iter  subducendos,  auctore 
J.  Dupuis,  c*esjt-à-dire  :  Recueil  de  tables  propres  à 
abréger  les  calculs. 


MÉTHODE  ÉLÉMENTAIRE  POUR  TROUVER  L'ÉQUATION 
DE  LA  DÉVELOPPÉE  DE  L  ELLIPSE; 

Par  mm.  LIGNIÈRES  et  Charles  DE  TRENQUELLÉON. 


Lieu  des  points  d^où  Von  ne  peut  mener  que 
trois  normales  à  V ellipse, 

I"  Méthode,  —  Les  pieds  des  normales  menées  par  le 
point  (a,  S)  sont  donnés  par  Tintersection  de  Tellipse 

et  de  l'hyperbole 

(2)  6-^=|_^(a_^:). 

Les  lignes  du  second  degré  passant  par  les  points  d'in- 
tersection des  courbes  (1)  et  (2)  ont  pour  équation  gé- 


(86) 
nérale 

cette  équation  représentera  deux  droites,  si  Ton  a 

OU 

4a»^M  ijV(û'a'4-ô»e»— r»)  f -jW  c»a6  =  O, 

et  à  chaque  systçmç  de  deux  droites  correspond  ujcie  va- 
leur réelle  de  ^< 

S'il  n'y  a  que  trois  normales,  les  courbes  (i)  et  (2) 
n'ont  que  trois  points  communs,  et  il  n'y  a  que  deux  sys- 
tèmes de  droites;  et,  par  suite,  l'équation  en  X,  ainsi  que 

l'équation  en  ^9  ont  deux  racines  ^ales  ;  on  a  donc 
d'où 

et  par  suite 

(4)  («=«r-h(*'6')^  =  (rOM*). 

équation  qu'on  peut  écrire  ainsi 


m-m 


=  1; 


ce  qui  est  Téquation  connue  de  la  développée  de  l'ellipse. 

7/*^  Méthode,  —  Je  prends  l'équation  de  la  normale  à 
l'ellipse  a}j^  -^-b^x^  —  a'i'  =  o,  en  fonction  du  coeffi- 


(*)  En  Taleurs  réelles  de  a  et  €  les  équations  (  3  )  et  (  4  )  admettent  le» 
mêmes  solutions.      G. 
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cieot  angulaire 


Cette  équation  peut  s'écrire 

(i)  (y — ma:)' (û* -H  6' /If*)  —  c*/ïf*  =  o. 

En  généra],  Téquation  (i)  donne  pour  m  quatre  va- 
leurs :  elle  n'aura  que  trois  racines  distinctes,  lorsqu'elle 
aura  une  racine  commune  avec  l'équation  formée  en  éga- 
lant à  o  la  dérivée  de  son  premier  membre  par  rapport 
à  m  ^  cette  équation  dérivée  est 

(a)  — x(y  —  /îiJ?)(fl'-<-^'w*)  -h  [jr  —  mryb^m  — c*m  =2  o. 

Les  équations  (1)  et  (a)  doivent  avoir  une  racine  corn*' 
raune.  Multiplions  l'équation  (1)  par  x  et  l'équation  (a) 
par  (y  —  mx)  et  ajoutons,  il  vient 

d'où  l'on  tire 


m 


-ri 


Si  je  change,  dans  cette  valeur  de  m,  x  en  y^  y  en  .r,  a 
en  &  et  &  en  a,  j'aurai  la  valeur  de  —  (  *)  ;  donc 


m  y 

Multipliant  ces  deux  dernières  équations  membre  à 

(*)  Parce  q«6  réquation  (1)  conserve  les  mêmes  tolutions  lorsqu'on  y 
change  x  en  /,  /  en  x,  a  en  h^h  en  a,  et  m  en  —  •      O. 
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membre,  il  vient 

ou  bien,  en  divisant  les  deux  niembres  par  i  /  —^ 


=2    I. 


C'est  Téquation  connue  de  la  développée  de  Tellipse. 


PROPRIÉTÉS  RELATIVES  A  LA  SOINE  ET  A  LA  DIFFÉRENCE 

DE  DEUX  CARRÉS; 

Par  lb  R.  P.  L.  CLAUDE, 

De  la  Compagnie  de  Jésus  (*). 


i .  Si  un  nombre  entier  n  est  la  somme  de  deux  carrés 
différents i  le  nombre  st"*./i  le  sera  pareillement. 
Soit  /i  =:  a'  4-  è'  -,  nous  aurons 

2"./î  =  7!^ a}  H-  2*"^^ 

Si  m  est  pair,  chacun,  des  termes  du  second  membre  est 
n  1  carré;  si  m  est  impair  et  égal  à  aft-f-  i,  nous  aurons 

2»*+!  («a  ^  fta)  =2^.2  {a^  +  b^)  =  2^(fl4-  ^»)»-f-  2^(a  —  b)K 

Donc. . . . 

2.  Réciproquement,  si  un  nombre  *^.n  est  la  somme 


{*)  Plusieurs  des  propriétés  dont  il  s'agit  dans  l'article  que  le  R.  P.  L. 
Claude  nous  a  adressé  ayant  déjà  été  .démontrées  dans  les  NouveUes  An- 
nales, nous  ne  publions  qu'un  extrait  de  cet  article. 
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de  deux  carrés  diff étants ^  le  nombre  n  le  sera  pareille- 
ment. 
Soit  a*,  n  =  fl'  -f-  i' ;  nous  aurons 

Or,  a*  -h  ft*  étant  un  nombre  pair,  a  elb  ont  un  même 
ordre  de  parité,  c'est-à-dire  sont  tous  deux  pairs  ou  tous 

deux  impairs,  donc > sont  des  nombres  en- 
tiers. Donc .... 

3.    Tout  nombre  impair^  à  V  exception  de  F  unité  ^  est 
la  différence  de  deux  carrés^ 
Nous  avons  identiquement 


- = m'-  (°-^7' 


et  ab  peut  représenter  un  nombre  impair  quelconque, 
puisque  dans  le  cas  où  le  nombre  proposé  serait  premier^ 
ou  le  carré  d'un  nombre  premier,  nous  n'avons  qu'à 
faire  i  =  i .  Les  nombres  a  et  6  étant  impairs,  a  +  &  6t 

a  —  b  seront  des   nombres   pairs,  et   par  suite  > 

sont  des  nombres  entiers.  Donc... 

2 

4.  Tout  multiple  de  4^  à  l'exception  de  4  lui-même^ 
est  la  différence  de  deux  carrés. 

Soit  4^^  1®  nombre  proposé-,  nous  aurons  identique- 
ment 

4fl^  =  (fl4-^)*  — (û— ^)^ 

Ponc .... 

5.  Tout  carré  y  à  l'exception  de  i  et  de  4'^  ^^^  ^^  ^îf" 
férence  de  deux  carrés. 
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En  effet,  un  carré  quelconque  e5t  un  nombre  impair, 
ou  un  multiple  de  quatre, 

6.  Aucun  nombre  simplement  pair  ne  peut  être  la 
différence  de  deux  carrés. 

Soit,  en  effet, 

le  produit  de  ces  deux  facteurs  étant  simplement  pair^ 
l'un  des  deux  facteurs  devra  être  pair  et  Tautre  impair, 
ce  qui  est  impossible,  car  la  première  propriété  ne  peut 
avoir  lieu  sans  que  x  eij  aient  un  même  ordre  de  parité, 
tandis  que  la  seconde  exige  que  x  elj  aient  un  ordre  de 
parité  différent.  Donc  x  ciy  ne  sauraient  être  des  nom- 
bres entiers.  Donc .... 

7.  Tout  nombre  qui  est  la  différence  de  deux  carrés 
jouit  de  cette  propriété  autant  de  fois  que  Von  peut  for- 
mer de  combinaisons  différentes  at^ec  le  nombre  des 
facteurs  premiers  quil  renfeune^  2  à  2,  3^3,.... 
n  à  n. 

Soient  pi,  pt, . . . ,  p„  les  facteurs  premiers  du  nombre 
N,  de  manière  que  nous  ayons 

nous  pourrons  représenter  par  a  Y  une  quelconque  des 
combinaisons  ci-dessus  désignées  ;  a  aura  pour  chacune 
d'elles  une  valeur  différente.  Mais,  à  une  valeur  diffé- 
rente de  a  correspond  une  valeur  différente  de  6,  et  par 

suite  des  valeurs  différentes  de » ;  donc. . . . 

2  2     ^ 

Note  du  Rédacteur.  —  Lorsque  N  est  un  nombre  im- 
pair, Féquation 

admet  autant  de  solutions  entières  et  positives  que  N  a 


(9'  ) 
de  diviseurs  moiiidres  que  sa  racine  carrée,  en  compre* 
nant  ranité  parmi  ces  diviseurs.  Car,  k  chaque  solution 
entière  et  positive  de  réquation 

correspond  un  diviseur  x —  j^  de  N,  et  moindre  que  y^N, 
puisque  x — j^  <^  ^  "H  J'''  Et,  inversement  à  chaque  divi- 
seur X  — jr  de  N  moindre  que  ^N,  correspond  une  solu- 
tion entière  et  positive  de  Tëquation  considérée. 

n  en  résulte  que  si  la  décomposition  du  nombre  N  en 
ses  facteurs  premiers  donne 

11 p^    .p^    .  .  .//„    , 

et  qu'en  outre  N  ne  soit  pas  un  carré,  le  nombre  des  so- 
lutions dont  il  s^agit  est 

(a,  +l)(a,-t-  l)...(a„-hl) 
2 

Si  le  nombre  impair  N  était  un  carré,  le  nombre  des  so- 
lutions serait 

(a, -h  i)(a,H-i).  .  .(»„  -hO—  I 

2 

Quand  N  est  pair,  la  décomposition  de  N  en  facteurs 
premiers  donne 

L*uu  des  deux  facteurs  x  -1-^,  x  — y  étant  nécessaire- 
ment un  nombre  pair,  il  faudra,  pour  que  x  eij  soient 
entiers,  que  Tautre  facteur  soit  aussi  un  nombre  pair. 
Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante  pour  que  x  et  j 
soient  entiers.  Ainsi,  le  nombre  des  solutions  entières  et 
positives  de  Téquation 


(  9^ 
sera  égal  au  nombre  des  décompositions  de  N  en  deux 
facteurs  entiers  (x-hy)^  (x — y),  inégaux  et  divisibles, 
chacun,  par  deux. 

Le  nombre  total  des  diviseurs  de  N,  en  y  comprenant 
N  et  I ,  est 

(6-4-1)  (a,  -h  i)(a,-4-l)..,(a„  +  l). 

Il  s'ensuit  que,  si  N  n'est  pas  un  carré,  le  nombre  des 
décompositions  de  N  en  deux  facteurs  entiers  est 

(64-i)(a.4-i)(a»4-i)...(««-f-i) 

2 

Mais,  pour  obtenir  les  solutions  cherchées,  il  faut  écar- 
ter toutes  les  décompositions  dans  lesquelles  l'un  des  deux 
facteurs  entiers  est  impair.  Et  il  est  clair  que  le  nombre 
de  ces  dernières  décompositions  est  précisément  égal  au 
nombre  des  diviseurs  impairs  de  N,  c'est-à-dire  égal  à 

(a,  H-i)(a, -hi)..  .(a„-f-i). 

D'où  nous  concluons  que  le  nombre  des  solutions  cher- 
chées est 

OU 

(6—  i)(a,  -M)  (a, -h  !)...(«» -h  i) 


N^B«»-^        • 


Lorsque  a^;^"'/?"'- .  .p"*  est  un  carré,  le  nombre  des 
solutions  entières  et  positives  de  l'équation 

(^4-  /)  [x  -  j)  =  2^?»  •Z'?*. .  pT^ 

est 

(6  —  1)  (g,  -4-i)(a3-H)..*(an4-i)  — I 

2 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  par  ce  qui  précède. 

G. 
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QUESTIONS. 


640.  On  prend  les  médianes  d'un  triangle  quelconque 
pour  côtés  d'un  second  triangle,  puis  les  médianes  de  ce 
dernier  pour  côtés  d'un  troisième  triangle,  et  ainsi  de 
suite  ;  on  a  de  cette  manière  deux  séries  de  triangles  : 
les  triangles  dont  les  rangs  sont  impairs  et  ceux  dont  les 
rangs  sont  pairs  ;  dans  chaque  série  les  triangles  sont 
toujours  semblables .  (  Ad .  G .  ) 

641 .  Démontrer  la  relation 

ces  (a-f-^H-c)cos(a-h^  —  c)cos(fl-|-c — ^)cos(^-|-^  — «) 

—  4  ^®s'  a  ces'  b  cos^  c 

=  —  (  cos  a  -h  cos  b  -h  ces  c)  (ces  a  -h  cos  b  —  cos  c) 

X  (cosa  +  cosc  —  cos^)  (cos 6  -H  cosc —  cos/i). 

(Catalan.) 

642.  Discuter  la  fonction 

_^  (i4-a?-hx»4-  .  .  ,-hx^)' 

En  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  j^  on  trouve  Téqua- 

tion 

I  4- «* -h  Jc* -I- . .  . -f- .r^"  —  ('<  -f-  i)  J^"  =  o; 

trouver  les  racines  réelles  de  cette  équation. 

X  étant  supposé  compris  entre  4-  i  et  —  i ,  développer 
y  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x, 

(Catalan.) 

(>43.  Théorème  concernant  les  surfaces  d^un  ordre 
quelconque  (à  démontrer  par  des  considérations  de  pure 
géométrie). 
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Parmi  les  surfaces  de  degré  n  qui  foroieut  un  faisceau 
donné,  il  y  en  a,  en  général  (*), 

/w[(w  -h2/ï  —  3)*  —  (/r—  i)  (/ï  -4-  2/w  —  3)] 

qui  louchent  une  surface  donnée  du  degré  m. 

Par  exemple,  dans  un  faisceau  de  surfaces  du  degré  w, 
îl  y  en  a  3  (n  —  i)*  qui  touchent  un  plan  donné* 

(E.  DE  JoNQmÈSEâ.) 

(>44.  On  sait  que  le  cercle  osculateur  en  un  point  quel- 
conque A  d'une  parabole  coupe  cette  courbe  en  ua  second 
point  B;  démontrer  :  i^  que  la  droite  AB  €t  toutes  h» 
droites  analogues  sont  tangentes  à  une  même  parabole  ; 
a®  que  le  lieu  géométrique  des  milieux  des  cordes  telles 
que  AB  est  une  parabole. 

645.  Soient  5,  d',  i"  les  distances  du  centre  d'une  co- 
nique à  trois  tangentes,  et  p^  p'«  p"  les  distances  de  ce 
centre  aux  points  de  contact 3  on  a^ 

^«pt^r^»— I'*}  -f-  8'^p'^[s^  —  r^)  -^  r»p"»  (^'»—  ^)==  o. 

(HOUSEL.) 

646.  Par  un  point  (a,  ê)  du  plan  d*une  ellipse 

/ï^  j'  +  ^*  «^  —  «'  ^*  =  o , 

on  peut,  en  général,  mener  quatre  droites  qui  coupent 
cette  courbe  sous  un  angle  donné,  ^,  différent  de  zéro  \ 
trouver  Téquatiou  du  système  de  ces  quatre  droites. 


C)  En  gcné-al,  c'esi-à-dire  si  la  surface  S*"  n'a  ai  ligne  nodale,  ni  lîgae 
de  rebroussementi  etc. 
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ROTE  SUR  LE  CERCLE  TANGENT  A  TROIS  CERCLES  BONNfiS; 

Par  m.  Paul  SERRET. 


1 .  Tbâoremb.  —  Les  cercles ^  en  nombre  infini ,  iso- 
gonaux  à  trois  cercles  donfiés,  forment  quatre  séries 
distinctes  ;  et  les  cercles  de  chaque  série  ont,  pour  axe 
radical  commun,  Fun  des  quatre  axes  de  similitude  des 
trois  cercles  donnés. 

Considérons,  en  effet,  deux  cercles  déterminés,  isogo- 
naux  aux  trois  cercles  donnés,  et  se  coupant  dans  les 
deux  points  o  et  (o.  Si  Ton  construit  la  figure  réciproque 
dé  la  proposée,  par  rapport  à  l'origine  o,  les  deux  cercles 
se  transforment  en  deux  droites  concourantes;  chacune 
de  ces  droites  coupe  sous  un  même  angle  les  transformés 
des  trois  cercles  donnés  ;  et  le  point  de  concours  (*/  de  ces 
droites  est  un  centre  de  similitude  commun  aux  trois 
cercles  transformés.  Dès  lors,  chacune  des  droites,  en 
nombre  infini,  que  Ton  peut  mener  par  le  point  de  con- 
cours (àf  des  deux  premières,  coupe  sous  un  même  angle 
les  trois  cercles  transformés  ;  et  chacun  des  trois  cercles, 
passant  par  les  points  o  et  ot)  de  la  figure  primitive,  coupe, 
sous  un  même  angle,  les  trois  cercles  primitifs. 

D'ailleurs,  les  trois  cercles  transformés  ayant  un  centre 
commun  de  similitude  ot>',  si  le  point  o  est  tel,  que  la  droite 
(m/o  rencontre  les  trois  cercles ,  les  réciproques  de  ceux- 
ci,  par  rapport  à  Porigine  o,  ou  les  trois  cercles  primitifs, 
seront  coupés  sous  un  même  angle  par  la  droite  ooi/  qui 
sera,  dès  lors,  un  axe  de  similitude  de  ces  cercles.  Cette 
propriété  subsistera  donc  toujours,  que  la  droite  oot)'  ren- 
contre ou  non  les  cercles  transformes-,  et  la  droite  oo/, 
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OU  0  0),  est  un  axe  de  similitude  des  trois  cercles  pri- 
mitifs. 

2.  Si ,  parmi  les  cercles  isogonaux  aux  trois  cercles 
donnés,  Ton  considère  en  particulier  le  cercle  orthogo- 
nal et  le  cercle  tangent,  on  verra  que  a  l'un  quelconque 
des  cercles  tangents  et  le  cercle  orthogonal  ont  pour  axe 
radical  l'un  des  quatre  axes  de  similitude  des  cercles  pro- 
posés. »  (PoNCELET.)  La  construction  du  cercle  tangent  se  - 
réduisant  dès  lors  à  la  détermination  d'un  cercle  tangent 

à  Tun  quelconque  des  trois  proposés,  et  ayant  pour  aie 
radical,  par  rapport  au  cercle  orthogonal,  l'un  des  cpiatre 
axes  de  similitude  des  cercles  donnés.  Chacun  de  ces 
axes  donne  naissance  à  deux  cercles  tangents,  et  le  nombre 
des  solutions  est  huit. 

3.  Si  Ton  voulait  de  même  construire  un  cercle  cou- 
pant, sous  un  même  angle  donné  i,  les  trois  cercles  pro- 
posés, il  suffirait  encore  de  mener  un  cercle  coupant, 
sous  l'angle  i,  l'un  quelconque  des  trois  cercles  proposés, 
et  ayant  pour  radical  commun,  avec  le  cercle  orthogonal, 
Tun  des  quatre  axes  de  similitude.  Gomme  celui  du  cercle 
tangent,  le  nouveau  problème  admet  huit  solutions;  et 
tous  les  cercles  isogonaux  que  l'on  obtient  en  faisant  va- 
rier l'angle ideo  à-  ont,    pour  axe  radical    commun 

avec  deux  des  huit  cercles  tangents,  Tundes  axes  de  simi- 
litude des  trois  cercles  proposés. 
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QUESTION  6S6; 

Solution  de  MM.  NOBLOT  et  QUANTIN, 

EUèfesdu  lycée  impérial  de  Lyon. 


Énoncé.  —  On  suppose  que  des  rayons  lumineux per- 
?:  pendiculaires  à  taxe  dune  parabole  soient ,  à  leur  ren- 
T\rontre  auec  cette  courbe,  réfléchis  en  faisant  un  angle  de 
ly^fiexion  égalàFangle  d'incidence  :  troui^er  V enveloppe 
■'•'  des  rayons  réfléchis^  et  déterminer  géométriquement  le 
point  de  contact  d'un  rayon  réfléchi  et  de  t enveloppe» 

Il  est  à  remarquer  que  la  direction  du  rayon  réfléchi  est 
perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  le  foyer  F  de  la  pa* 
rabole  au  point  où  le  rayon  lumineux  rencontre  cette 
courbe. 

Prenons  l'équation  de  la  parabole  en  coordonnées  po- 
laires : 


I  —  cos  « 

Soient  jD|,  coi  les  coordonnées  du  point  où  le  rayon  inci- 
dent rencontre  la  parabole,  Téquation  du  rayon  réfléchi 

est 

pi  P  

p  r= --Î 9      OU      p  =  V  '       i ; ;• 

*  COS(Wi — w),  (l  — COS«i)COS(Wi  — wj 

Éliminons  a>i  entre  cette  dernière  équation  et  sa  déri- 
vée par  rapport  à  o^i.  On  a  : 

'  ■  ^  I  )  p .  (  I  —  cos  wi  )  cos  ( W,  —  w)  =  /?, 

,  kl)     cos(cd,  —  a>)sin6>i  —  (  I  —  cos  w, )  sin  (  w,  —  w)  =  o. 

;De  Féquation  (  a  )  on  tire 


*'      ■!■- 


W 


3?  tant;   »,  —  w)  = r=r  cot — 

^  '  I  —  cos  W|  2 

,Ann.  de  ^athémat.,  2^  série,  t.  11.  (Mars  i8G3). 


(98) 
En  éliminant  cos  (tùi  —  a>)  entre  (i)  et  (3)  on  trouve 


sin 
Il  en  résulte 


m— =  i/-=--  =  a. 

2  V    2.0 


2a  ^1  —  a' 

I  —  2a^ 


tang»,  =  _^ 


De  l'équation  (3)  tirons  tang  cOi,  et  égalons  les  deux 
valeurs  de  tang  cOi  : 

tang  6)1  —  tang  a>  :::=  (  i  -h  tang  c>> .  tang  »>i  )  cot  -^ 


d'où 


=  (i  4-tangw  .  tang©,)  i/i — ^j 


atancwH-Ji  —  a' 
tang»,  = 2 ^ 

a  —  tang6>.y  i  —  a' 


En  égalant^  il  vient  : 

a(3.^/Ja')tangft)  =  (4  a* —  i)  V^i  —  «*> 
a2(3--4a')'(l-+-taDg»«)=  i; 

et  finalement  : 

cos 6»:=  a  (3  —  4°^*)' 

Remplaçons  a  par  sa  valeur,  et  nous  aurons,  pour  Té- 
quatioÀ  demandée,  en  coordonnées  polaires  : 


Nous  pouvons  transformer  en  coordonnées  rectilignes, 
mais  remarquons  d'abord  que  si  Ton  veut  discuter  Téqna- 
tion  obtenue  en  coordonnées  polaires,  on  fera  bien  de  la 


(  9») 
mettre  sous  la  forme 


sin 

ou 


-(i-5)  =  V^ 


2 


f 


qu'on  dédmi  de  la  précédente  en  remarquant  que 


COStt 


=  8in(^-..)=3sin(|-^)-4sin'(î-=)- 


En  posant 

m  I 

cosw  =  -7===">     p  =  v^-HrS 

OD  a 

Détermination  directe  du  point  de  contact  du  rayon 
réfléchi  H  de  ion  enveloppe. 

Quand  des  rayons  lumineux  émanent  d'un  point  Â ,  le 
point  de  contact  X  du  rayon  réfléchi  MX,  avec  la  caus-- 
tique  ^  son  enveloppé,  est  à  une  distance  de  M  donnée  par 
la  formule 

r     iLfv         AM.R.cosa 

limMX  =  — T^-= — *), 

2AM  —  Rcosa 

R.  étant  le  rayon  de  courbure  en  M. 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe  »  AM  est  infini^  et  la  for- 


(*)  Cette  forauile  est  démontrée  dans  les  Élémenu  de  Calcul  injmitisi» 
.    mI  dft  M*  Duhamel  (i.  I^'',  p.  ao5,  édition  de  i856)$  a  est  l'angle  qne  le 
rayoA  incident  forme  avee  la  normale  à  la  courbe  au  point  M  où  oe  rayon 
renoonlre  la  courbe.       G. 

7-' 


(  »oo  ) 
mule  devient 

,.    «V       Rcosa 
hm  MX  =• '- 

2 

La  courbe  étant  une  parabole 


p 

en  prenant  pour  origine  le  sommet  de  la  courbe. 
La  sous-normale  est  constante  et  ^ale  a  p]  on  a  donc 

COS  a  == 


Par  suite, 


QUESTION  636 

(  yolr  p.  OT)  ; 

SoLUTioir  DE  MM.  A.  TRACE  bt  E.  PITET, 

Élèves  en  mathématiques  spéciales  au  lycée  Charlemagne. 


Le  ray<Hi  réfléchi  MP,  faisant  avec  la  normale  AIN  un 
angle  NMP  égal  à  Tangle  NMQ  que  le  rayon  incident  QM 
forme  avec  la  normale,  et  la  normale  divisant  en  deux 
parties  égales  Tangle  du  rayon  vecteur  FM  avec  une  pa« 
rallèle  à  Taxe  menée  par  le  point  M,  Tangle  FMP  est 
droit. 


(*)  En  désignant  par  x  l'abscisse  du  point  M  de  la  parabole  rapportée  à 
son  sommet,  et  par  x'  Kabscissedu  point  X  où  le  rayoh  réfléchi  MX  tovcfce 
son  enveloppe,  on  a  «'= Sx,  ce  qui  donne  un  moyen  bien  simple  de  d^ 
terminer  le  point  X,  lorsqu'on  sait  déjà  que  la  droite  MX  est  perpendien- 
Uire  à  FM.      G. 


(    101    ) 

Le  problème  proposé  revient  donc  à  celui-ci  : 
Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  MP,  perpendiculaii^ 
tu  rayon  vecteur  FM,  mené  du  foyer  à  un  point  de  la  pa- 
rabole. 

Appelons  a  Tangle  MFX  (*),  pi  le  rayon  vecteur  FM, 
ip  le  paramètre  de  la  parabole-,  nous  aurons 

_/' ^       P 

^'       l+cos«  ,a 

2  .  COS'  - 
2 

Si  01  et  p  sont  les  coordonnées  polaires  d'un  point  quel- 
conque P  du  rayon  réfléchi  MP,  le  triangle  rectangle  FMP 
donnera 

p,  =  p  .COS  (w  —  a), 

Cl,  en  remplaçant  j9i  par  sa  valeur  — - — j  il  viendra, 

2C0S*- 
2 

pour  l'équation  de  MP  : 

iJ.COSfw  — «jCOS*-  =r -. 

Cherchons  Tenveloppe  de  cette  droite  quand  a  varie. 
Pour  cela,  prenons  la  dérivée  par  rapport  à  a  ^  nous  au- 
rons 

[•  •        flt  flt    ,    a"l 

sin  (w  —  a)  cos'  -  —  COS  (»  —  a)  COS  -  sin  -  1  =  o. 

Supprimons  le  facteur  p  cos-qui  ne  donne  pas  de  solu- 
tion ;  nous  aurons  alors  : 

sîn  («  —  «)  cos COS  («  —  a)  sin  -  =r  o , 

2  2 


tmmmmm^ 


(*)  La  droite  FX  est  dirigée  en  sens  contraire  de  l'axe  de  la  parabole. 
—  On  est  prié  de  faire  la  figare. 


eu 


ee  qui  donn€ 

(t)  9 ^  =  0. 

Nous  ne  poserons  pas  © =  Ar7r,-car  si ,  laissant  a 

fixe,  on  donne  à  o)  des  valeurs  différant  d^un  multiple 
de  TT,  on  obtiendra  la  même  position  du  point  P. 
De  l'équation  (i)  oi^  tire 

—  =ra,      et     w  — a  =  ^', 

de  sorte  que  Fenveloppe  cherchée  a  pour  équation  : 

tÙ  P  P  ,^y 

ôC0S^;5  =  -î        OU       0=    (    ). 

2 .  COS'  "5 

o 

Cette  équation  représente  une  courbe  symétrique  par 
rapport  à  Taxe  polaire,  et  qui  rencontre  cet  axe  en  de» 
points  A,  6^  tels  que 

Ï'A  =  -)      et      FBzrri/'. 

2 

On  peut  construire  géométriquement  le  point  dé  con- 
tact P  du  rayon  réfléchi  MPH,  et  de  l'enveloppe. 

[prenons  sur  la  parabole  un  point  M',  infiniment  rap-< 
proche  de  M.  Soit  WS!  le  rayon  réfléchi  en  M\  et  qui  est 
perpendiculaire  sur  FM'.  Les  droites  MH,  M&  se  coippe- 
ronten  un  point  P;  le  point  cherché  P  est  la  limite  des 
positions  que  prend  P'  sur  MH ,  quand  M' converge  vers  M. 
Pour  déterminer  ce  point  limite,  cherchons  le  point  au- 


f^)  Manuel  des  Candidats  à  l'hcole  Polxteehni^ue,  t.  l*"*,  p.  4^< 


(  io3  ) 
tour  duquel  il  faut  faire  tourner  It  système  FM'If  y  infi* 
niment  voisin  de  FMH,  pour  l'amener  à  coïncider  avec 
FMP.  Ce  point,  devant  être  à  la  même  distance  de  M  et  de 
M^  appartient  à  la  perpendiculaire  KN^  ëlevée  au  milieu  K 
de  MM^  Il  est  d'ailleurs  à  égale  distance  des  droites  FM, 
FM',  il  doit  donc  se  trouver  sur  la  bissectrice  de  l'angle 
formé  par  ces  deux  droites  au  point  F.  Etant,  de  même, 
également  distant  des  droites  MP'H,  M'FH',  il  doit  appar- 
tenir à  la  bissectrice  de  l'angle  que  ces  droites  forment 
en  P'.  Si  l'on  fait  maintenant  coïncider  M' avec  M,  à  eette 
limite  la  perpendiculaire  KN'  deviendra  la  normale  MN 
menée  à  la  parabole  au  point  M.  Les  deux  bissectrices 
deviennent  des  perpendiculaires  aux  droites  MF,  MH, 
aux  points  F  et  P.  Donc,  pour  déterminer  le  point  de 
contact  P  du  rayon  réfléchi  MH  et  de  son  enveloppe,  on 
mènera  à  FM,  au  point  F,  une  perpendiculaire  qui  cou- 
pera la  normale  MN  en  un  point  O,  et  de  ce  dernier  point 
on  abaissera  une  perpendiculaire  OP  sur  MH  (*). 

Cette  propriété  permet  de  trouver  Téquation  de  l'en- 
veloppe d'une  autre  manière. 

En  effet,  au  lieu  de  chercher  l'enveloppe,  cherchons  le 
lieu  du  point  P,  défini  par  la  propriété  géométrique  que 
nous  venons  de  démontrer. 

En  désignant  toujours  par  p^  et  a  les  coordonnées  po- 


(*)  Qatte  conaitrQetion  géométrique  du  point  do-  contact  P  du  rayon  ré- 
fléchi ot  de  la  caustique  a  été  donnée  par  de  Lhospitalr  dans  son  Anitlyse  des 
imjmimeat  petits,  La  démonstration  de  MM.  Trace  et  Pitet  se  fonde  sur  la 
théorie  des  centres  instantanés  de  rotation,  dont  les  premiers  principe» 
sont  exposés  avec  autant  de  clarté  que  de  précision  dao»  les  Éléments  de, 
Cmlcul  injinité$imal  de  M.  Duhamel  (t.  I ,  p.  190  et  suiv.].  La  détermina- 
tion du  point  de  contact,  Téquatlon  de  la  caustique,  Texpr^ssion  de  son 
rayon  de  courbure,  se  déduisent  très-simplement  de  formules  générale» 
démontrées  dans  un  exeeUent  ouvrage  ayant  pour  titre  :  Sulla  geemett-i» 
analitiea  délie  linee  piane,  opuscolo  di  Giuseppe  Sacohij  dottore  in  maie- 
maijcA  (Pavia,  f854).      G. 


(  io4  ) 

laîres  PM,  MPX  de  M  ^  et  par  p  et  w  celles  du  point  P, 
on  aura  d'abord 


P,  =  — ' 9      p,  =  ûCOS(ft)  —  a)> 

a 


2  ces'  ~ 


d'où 


a         p 

p  CCS  (  &)  —  a  11 .  COS^  —=  — 


• 


Menons  MC  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole,  et  FD 
parallèle  à  la  normale  OM.  Nous  aurons 

CMO  =  DFX,     OMF  =  MFD- 
Mais 

CMO = OMF; 

puisque  MO  est  normale  au  point  M.  Dond 

DFX  ±:±  MFD  =  MFP. 
Il  en  résulte 

MFX  =  |«PFX,     ou     a  =  |0. 
Par  suite^  l'équation 


donne 


p.eosfdft  —  a)cos^  - 


2 .  COS*  - 

ce  qui  est  l'équation  déjà  obtehue. 

Note  du  Rédacteur.  -^  M.  Hermile  de  la  Pbidelne , 
élève  dtl  Ijrcéê  Cliarlemagùe,  fions  a  adressé  une  solution 
à  peu  près  semblable  à  celle  de  MM.  Trace  et  Pitet, 
élèves  du  même  lycée. 

La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Albin  Laval, 
élève  du  lycée  de  Lyou^  Geoffroy,  élève  du  lycée  de 
Nancy;  Abraham  Schnée,  élève  du  lycée  Charlemagncf 
Roiiquet  et  Pelletreau. 


(  »o5  ) 


QUESTION  634 

Solution  de  M.  F.  YLLIAC. 


SiVon  appelle  E,  F,  les  axes  {Tune  ellipse^  e,  f;  ef^f^ 
^^  f"  les  axes  de  ses  projections  sur  trois  plans  rectan- 
gulaires, on  a 

2E«  -f-  2 F^  =i  e^  +/»  -h  6''»  -f-/'^  -h  c"'  4-/"% 

(P.) 

Soient  ei,  /i 5  e\ ,  f^ \  e\ ,  y", ,  les  projections  des  axes 
E,  F  sur  trois  plans  rectangulaires;  on  a, diaprés  un  thëo- 
rème  connu 

3»E'  =  e'î  -|-c\»-f./,% 

et,  en  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il 
vient 

Mais  on  sait  que  les  projections  des  axes  d'une  ellipse 
sur  un  plan  sont  des  diamètres  conjugués  de  la  projec- 
tion de  Tellipse;  donc,  en  vertu  de  Tégalité  de  la  somme 
des  carrés  des  axes  et  de  la  somme  des  carrés  de  deux 


(*)  Nous  avons  rétabli,  dans  les  premiers  membres  de  ces  deux  égalités, 
le  facteur  3  qui  ne  se  trouve  pas  dans  la  rédaction  do  M.  Ylliac.  G*est  cette 
omission  qui  a  fait  supposer  à  M.  Ylliac  qu*il  y  avait  une  erreur  dans  re- 
noncé de  la  question  proposée.  Le  théorème  connu  sur  lequel  se  fondent 
les  deux  égalités  dont  il  s^agit  consiste  en  ce  que  la  somme  des  carrés  des 
projections  d'une  droite  sur  trois  plans  rectangulaires  est  le  double  du 
carré  de  la  droite  projetée.      G. 


(  io6  ) 

diamètres  conjugués  d'une  même  ellipse^  on  a 

e»-^./'=e?-4-/î,  e'^^f'-^é^^fW  e"^^f"-=e\^^f,^', 
et,  par  suite, 

Pour  démontrer  la  seconde  partie  de  la  proposition,  je 
désigne  par  S  Taire  du  rectangle  des  axes  de  l'ellipse 
donnée,  et  par  s^  s\  sf^  les  aires  des  projections  de  ce  rec- 
tangle. Alors  on  a,  comme  Ton  sait  : 

(i)  S»  =  .î'-|-/»-|-/'^ 

Mais  5,  s!^  sf'  sont  les  aires  des  parallélogrammes  con- 
struits sur  les  projections  des  axes  sur  les  trois  plans, 
et,  par  suite,  les  aires  des  parallélogrammes  construits 
sur  des  diamètres  conjugués  des  ellipses  projections  de 
l'ellipse  donnée.  Or,  ces  aires  sont  égales,  dans  chaque 
ellipse,  au  rectangle  des  axes*,  on  a  donc 

d'ailleurs 

S  =  EF. 

En  remplaçant,  dans  l'égalité  (i).  S,  5,  /,  s"  par  leurs  va- 
leurs, il  vient  : 

Pour  cette  seconde  partie,  on  aurait  pu  raisonner  aiii«i 
qu'il  suit  :  l'aire  de  l'ellipse  donnée  est  '  /  \  les  aire» 
des  projections  sont 

T"'   -4~'   ~T~' 

donc,  en  vertu  du  théorème  relatif  aux  projections  de» 


{  Ï07) 
air$s  plaqes, 


m'=(T-7-(^T-('-^)'^ 


TT» 


d'où,  en  supprimant  le  facteur  commun  -t?  y 

C.    Q.    F.    D. 

Note  du  Rédacteur.  —  Une  solution  peu  différente 
nous  a  été  adressée  de  Lyon,  dans  une  lettre  anonyme; 
la  même  question  a  été  résolue  par  M.  A.  M.,  élève  du 
lycée  de  Douai,  par  MM.  Laisant,  sous -lieutenant  du 
génie,  licencié  èîj  Sciences;  Pelletres^u,  Rouquet;  Me- 
lon, élève  du  collège  Rollîn,  et  par  M.  Moulin,  répéti- 
teur au  Prytanée  impérial  de  la  Flèche. 

SUR  ON  PROBLÈME  D'ALGÈBRE  LÉGALE  C')  ET  SUR  UNE 

TRANSFORMATION  DE  SÉRIE; 

Par  m.  E.  CATALAN. 


Commaniqué  à  la  Société  Phllomathique,  séance  du  39  mars  1862. 


I.  D'après  le  Code  civil  (a^t.  757),  le  droit  de  V enfant 
naturel  est  d^un  tiers  de  la  portion  héréditaire  qu'il  aU" 
rait  eue  y  s'^il  eût  été  légitime  (**). 

{*)  Voir,  pour  ce  problème,  QuiUet,  Nouvelles  Annales,  t.  lY,  p.  a53,  ei 
Louis  Gros,  t.  X,  p.  37.. 

C^*^)  Cette  partie  de  Tarticle  767  se  rapporte  au  cas  du  partage  entre 
enfants  légitimes  et  enfants  naturels.  Lorsque  des  enfants  naturels 
concourent  avec  des  ascendants  ou  des  collatéraux,  la  loi  a  des  consé- 
quences bizarres  et  même  absurdes,  dont  je  ne  parlerai  pas  ici.  (Vojez 
une  brochure  intitulée  :  l'Article  767,  —  Application  de  l'Algèbre  au  Code 
civil,  ) 


(  io8  ) 
Soient  :  l  le  nombre  des  enfants  légitimes  \  ti  le  nombre 
des  enfants  naturels^  ^/»n  1^  P^^t  d'un  enfant  légitime; 
ji^n  la  part  d'un  enfant  naturel. 

On  a  d'abord,  en  prenant  pour  unité  la  somme  à  par- 
tager entre  les  /  -f-  n  enfants, 

D'un  autre  côté,  conformément  à  la  prescription  ci-des- 
sus, 

{^)  r/,/.  =  ^'^'+''*-'* 

De  ces  deux  relations,  on  conclut  aisément  la  formule 
suivante,  connue  depuis  longtemps  ('^), 

I  n  ^  n(n  —  i) 


(^)     { 

IL  La  complication  de  cette  formule  est  peut-être  ce 
qui  empêche  les  jurisconsultes  d'obéir,  sinon  à  l'esprit, 
du  moins  au  texte  de  la  loi,  quand  il  s'agit  pour  eux  d'ef- 
fectuer un  partage  entre  enfants  légitimes  et  enfants  na- 
turels. Mais  on  peut  la  remplacer  par  une  autre  expres- 
sion beaucoup  plus  commode. 

On  a  en  effet 
î == î 1     fi  — OyO'-'r/Oi 

/(/-+■  l)(/-|-2j...(/-f-/^)  I.2.3.../?Jo     ^  ^ 


(*)  EUc  a  clé  donnée  d'abord  par  M.  Cournot  {Bulletin  de  Fcrussac, 
t.  XVI,  p.  3). 


(  '09  ) 
donc 


"-=j['"-'^'[-i  T(— '  +  S  ^^'(— )■-■ 


±i  ('-»)■ 


=  hf>-i 


^-hOydO; 


d'où  enfin 


II  est  visible  que,  pour  former  la  quantité  entre  paren- 
thèses, il  suffit  de  développer  (s».  + 1)"  et  de  diviser  par 

/,  /-f- 1 ,  ^  H-  2, . . . ,  ^  "H  '^  '^  termes  du  développement. 
Du  reste,  il  est  facile  de  vérifier,  par  un  procédé  pure- 
ment algébrique,  l'équivalence  des  deux  expressions  de 

m.  Cette  équivalence  étant  déoiontrée,  il  en  résulte 
que  l'on  a 

I  n  n(n  —  i)         ^ 

7'"/(/-4-i)''"*"/(/-|-i)(/4-2)^ 

n[n  —  \)(n  —  2) 
.^.    ,  ~/(/-M)(/4-2j(/+3) 

=  '-)-[Kt,-T7(t^.) 

1.2  /-i-2   \l Z]  J 

même  quand  les  deux  membres,  au  lieu  d'être  composés 
d'un  nombre  fini  de  termes,  deviennent  des  séries  con^ 


*n 


vergentes.  Par  exemple,  en  supposant 


on  trouve 


i-h 


1=1,       /l  =  —  1,        2=— 5 

2 


K^)-^5(îy-^?(^y-^- 


="('-î-^î-?+--)' 


ce  qui  est  exact. 
IV.  Si  l'on  pose 


1  —  z 
d'où  résulte 


z 


a;  = 5 

I  —  / 


l'équation  (5)  devient 

I       /i      I  «  (/i  —  i)      I       . 

7 f-4-  -^ r»— ... 

/  I    /-h  I  1.2  i-4-2 

ou  plutôt,  par  le  changement  de  t  en  z  : 

I       «      I  n[n  —  i)      ' 

/  I   /  +  I  1.2         «-I-2 

(6)   { 

-ri'   rl-P  I       "  ' /»(/»-!)     /   g    Y         ] 

—  i'    *;  L'^('-Hi)  i-«    /(/+i)(/-i-2)  \i— »/       J 

Cette  seconde  transformation  est,  pour  ainsi  dire,  con- 
juguée de  la  première.  On  peut  les  renfermer  dtns  lâ 


dottble  fonnule  : 

I       n     .1  /i(ii  — i)       I 

7 «-♦--i ^  -; 2»—... 

,  .  /  Il-I-I  1.2  /-f-2 


/I  Z  /I  («  -^  l) 


(7rr-,)'+- 


(7) \  ,  . 

I  «  «(«  —  I)        , 

_      7      /(/+i)"''f(/+i)(/+a)'  ■^••* 


«        I  Z  /l  f/I  l)  I 

/    '    1  /+  II  —  «  1.2         /H-2 


(t^)"- 


Celle-ci  a  d'assez  nombreuses  conséquences,  sur  les- 
quelles je  pourrai  revenir  dans  une  autre  occasion. 


itMNSTlUTION  DE  QIIELQDIS  THÉORÈMES  DE  CÊOIfiTRIl 
ÉNONCÉS  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES 

(Totr  I.  XX,  p.  88  et  l«0)  ; 

Par  m.  Ed.  DËWULF, 

Capitaine  du  Génie  (à  Bougie). 


1 .  La  courbe  enveloppe  des  cordes  communes  à  une 
cowbefixedu  degré  m  et  aux  courbes  d^un  faisceau  du 

degré  n,  est  de  la  classe -m(m  —  i){an  —  i). 

(E.  DE  JOMQUIEEES.) 

Soient 

les  équations  de  la  courbe,  du  faisceau  et  d'une  droite 
passant  par  l*orîgine. 
Les  équations 

(i)  f„(x^px)=zo, 

(î)  /n(j?,  px)  -+-  >f «  («,  px)  =  o, 


(  II») 

donnent  les  abscisses  des  points  où  la  droite  coupe  la 
courbe  et  le  faisceau.  Eliminons  x,  et  cxprinoions  que 
la  résultante  R  a  deux  racines  p  égales.  L'équation  de 
condition  que  nous  obtiendrons  ainsi  ne  renfermera  plus 
que  X.  Toutes  les  valeurs  de  X  qui  satisferont  k  cette 
équation  détermineront  des  courbes  du  faisceau  qui  au- 
ront avec  F,n  =  o  des  cordes  communes  passant  par  l'oiî- 
§ine. 

Pour  que  R  =  o  ait  deux  racines  égales,  il  faut  que 

K  =  o  et  -7-  =  o  aient  une  racine  commune. 

La  résultante  R'  de  ces  deux  dernières  équations  sera 
du  degré 

m[mn  —  i)  -h  m^n 

en  X,  parce  que  R  =  o  est  du  degré  mn  en  p  et  du  d^ré 
m  en  X. 

Parmi  les  valeurs  de  X  données  par  R'= o  se  trouvent  : 
1^  celles  qui  déterminent  les  courbes  du  faisceau  qui 
passent  par  les  m  (m  —  1)  points  de  contact  des  tangentes 
menées  par  l'origine  à  F,,»  5  2°  celles  qui  déterminent  les 
m(2n  —  1  )  courbes  qui  passent  par  les  m  (  2 n  —  i )  points 
d'intersection  de  F^  et  de  la  courbe  lieu  des  points  de 
contact  des  tangentes  menées  par  un  point  aux  courbes 
d'un  faisceau  d'ordre  72,  courbe  qui  est  de  Tordre  an  —  1 , 
ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin. 

Ces  deux  catégories  de  courbes  ne  satisfont  pas,  à  pro- 
prement parler,  à  la  question,  les  cordes  communes 
qu'elles  fournissent  étant  infiniment  petites.  Le  degré  de 
R'se  réduira  donc  à 

m[mn  —  i)  +  ni'^n —  m  [m  —  i)  —  m  [un  —  i) 

OU 

m  [m  —  i)  (2/1  —  i). 
Chaque  valeur  de  X  nous  donne  deux  valeurs  égales  de/»  ; 


(  ««3) 
on  pcnit  donc,  par  un  point,  mener -m (//i — i)(2W  —  i) 

tangentes  au  lieu.  c.  q.  f.  d. 

2.  Une  transversale  tourne  dans  un  plan  autour 
d^un  point  fixe  S^  et  rencontre  à  chaque  instant,  en  m 
points,  une  courbe  géométrique  C„  de  degré  m,  tracée 
dans  ce  plan  ;  si  Von  mène  les  tangentes  et  les  normales 
à  C,n  c^  c^^  points  d^ intersection,  les  tangentes  se  cou^ 
pent  deux  à  deux  sur  une  courbe  £,  et  les  normales  se 
coupent  aussi  deux  à  deux  sur  une  courbe  I]^ 

1**  Le  degré  de   Y,  est  -m [m  —  i)(am  —  3);    cette 

*.' 

courbe  passe  par  chacun  des  (m  —  a)  points  de  C,„, 

autres  que  les  points  de  contact^  qui  sont  situés  sur  cha* 

cune  des  m  [m  —  i)  tangentes  à  C„  issues  de  S.  Chacune 

des  tangentes  à  C,„,  en  ses  points  d'' inflexion  ou  de  re- 

broussementy  est  une  tangente  multiple  de  S  d^un  ordre 

de  multiplicité  égal  à  m  —  i . 

2**  Le  degré  de  ^'  est -m  [m  —  i)[im — i).  SiVon 

mène  par  S  des  parallèles  aux  m  asjmptotes  de  C,„  et 
ensuite  des  normales  à  cette  courbe  en  tous  les  points 
où  ces  parallèles  la  rencontrent  à  distance finie^  on  ob- 
tiendra d* abord  m  {m — i)  droites  parallèles  aux  asymp- 
totes deYI.  En  outre,  il  existe,  sur  C^,  -m  (m — i)  (a  m — 3) 

paires  d'éléments  infiniment  petits,  parallèles  deux  à 
deux,  et  situés  deux  à  deux  sur  des  droites  concourantes 
en  S.  Les  normales  en  ces  points  y  à  C,»?  sont  les  directions 
des  autres  asymptotes  de  2'.  On  a,  en  effet, 

m(/w— i)  -t--//î(m  —  i)(2/w  —  3)  =  -w(iw  —  i)  [im  — i). 
Les  normales  à  C^,  en  ses  points  d'inflexion  ou  de 

Ahh,  de  Hathémat ,  2*^  série,  t.  II.  (Mars  ]863.)  8 


("4) 

rehroussement  sont  des  tangentes à^ de  V ordre  m  —  i. 

(E.    DE    JONQUIÈRES.) 

Je  vais  déterminer  le  degré  d'une  courbe  2''  résultant 
des  intersections  deux  à  deux  d^  droites  menées  par  les 
points  où  la  transversale  coupe  C^et  faisant  en  ces  points 
un  angle  a  constant  avec  Cm* 

Voyons  en  combien  de  points  une  transversale  L  coupe 
2^^  Par  tout  point  M  de  L  on  peut  mener  w'  droites  cou- 
pant C,„  sous  un  angle  constant,  et  les  points  d'intersec- 
tion sont  sur  la  première  polaire  inclinée  de  M  par  rap- 
port à  C„»  (voirXa  Tliéorie  des  polaires  inclinées^  t.  XVIIl 
et  XIX).  Les  premières  polaires  inclinées  de  tous  les 
points  de  L  forment  un  faisceau  d'ordre  m.  Il  y  a  donc 
autant  de  points  de  S'^sur  LquHl  y  a  de  cordes  communes 
à  ce  faisceau  F,^  et  à  C^,  passant  par  S.  D'après  le  théo- 
rème précédent,  ce  nombre  est 

-  m[m  —  i)  (2WI  —  i). 

Si  a  =  90*^,  2''  devient  2'  et  le  degré  ne  change  pas. 
Si  a  =  o,  2'^  devient  2  et  le  degré  devient 

—  in[m  —  i)(2/iî  —  3), 

parce  que  le  degré  du  faisceau  des  premières  polaires 
s'abaisse  d'une  unité. 

Soit  SA  une  tangente  à  C„  en  un  point  a,  SA  coupe  C« 
en  m — a  autres  points.  Soit  cHi  un  de  ces  points  :  a^cf. 
,  représente  deux  tangentes  menées  de  «jt  à  C,»  5  la  corde 
de  contact  passe  par  S,  donc  a^^  se  trouve  sur  2. 

Menons  une  transversale  L  passant  par  l'origine  et  par 
un  point  a  d'inflexion  de  C^.  Les  tangentes  menées  par 
les  m  —  I  points,  autres  que  a,  où  L  coupe  C^ ,  coupent 
la  tangente  en  a  en  m  —  i  points  ]3.  Menons  une  trans- 


(.13) 

versale  La'  par  au  point  ol*  inGniuieut  voisiu  dii  a  sûr  la 
courbe.  Cette  transversale  coupe  aussi  C.»  en  m  — i  points 
autres  que  a',  et  les  tangentes  à  Cm  en  ces  points  coupent 
la  tangente  en  a  en  m  —  i  points  ]3'  infiniment  voisins 
des  points  /3.  Il  y  a  donc  m  —  i  éléments  ^j3'  de  £  sur  la 
tangente  en  a  à  C..  •  c.  q.  f.  d. 

Si  Ton  mène  par  S  des  parallèles  aux  m  asymptotes  de 
Cm  et  ensuite  des  normales  à  cette  courbe  en  tous  les  points 
où  ces  droites  la  rencontrent  i  distance  finîe^  on  obtien- 
dra d'abord  m  (tti —  i)  droites  parallèles  aux  asymptotes 
de  S^  Ceci  est  clair. 

La  droite  de  l'infini  coupe  S  en  -m(m  —  i)(am  —  3) 

points,  et  par  chacun  de  ces  points  on  peut  mener  une 
paire  de  tangentes  dont  les  points  de  contact  sont  en 
ligne  droite  avec  S  et  qui  donnent  sur  C«  des  éléments 
parallèles  deux  à  deux,  qui  fournissent  chacun  une  direc- 
tion d'asymptote  de  2'.  c.  q.  f.  d. 

On  démontrerait,  comme  plus  haut,  que  les  normales 
à  Cm  en  ses  points  d'inflexion  ou  de  rebroussement  sont 
des  tangentes  à  Z'  de  Tordre  m  —  i . 

On  peut  transporter  ces  propriétés  à  S'^ 

3.  Étant  données  dans  un  plan  deux  courbes  géo- 
métriques, y  une  Cm  du  degré  //i,  et  Vautre  de  la  classent 
si  une  tangente  roule  sur  celle-ci  et  que  par  les  points 
où,  elle  rencontre  C^  on  mène  à  cette  courbe  des  tan- 
gentes et  des  normales  : 

1®  Les  tangentes  se  coupent  deux  à  deux  sur  une 

courbe  Si  du  degré  -  mn (m  —  i)  (im  — 3 ). 

2®  Les  normales  se  coupent  deux  à  deux  sur  une 
courbe  S\  de  degré  -  mn(m  —  i)  {im  —  i). 

(E.    DE    JONQUIÈKES.) 

8. 
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Cherchons  le  degré  d'une  courbe  T,\  résultant  des 
intersections  deux  à  deux  de  droites  passant  par  les  points 
où  la  tangente  md^ile  coupe  C^  et  y  faisant  avec  C^  un 
angle  constant  a. 

Ce  degré  est  égal  an  nombre  des  tangentes  communes 
à  la  courbe  Z'^  trouvée  plus  haut,  et  à  la  courbe  de  la 
classe  /i  ;  il  est  donc  égal  à 

—  mn[m —  i)(2iw —  i). 

Le  même  raisonnement  donne  pour  le  d^ré  de  27, 

—  mn[m  —  i)  [im  —  i), 

et  pour  celui  de  Zi 

—  mn(m  —  \)[7.m  —  3). 

Le  procédé  de  démonstration  appliqué  au  premier 
théorème  ci-dessus  peut  aussi  démontrer  un  théorème 
énoncé  par  M.  Moutard  :  «  Étant  données  deux  sur- 
faces, Vune  du  degré  m,  r autre  du  degré  n^sid'^un 
point  S  on  projette  tous  les  points  de  la  courbe  d'inter- 
section sur    un   plan,    cette    courbe  projection    aura 

mnim  —  \\in  —  i)       .         »     »» 
i — '  points  doubles. 

Note  de  M.  Dewulf.  — Voici  comment  M,  Cremona 
démontre  que  le  lieu  S  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  o  à  tous  les  courbes  d'un  faisceau  F„ 
est  de  l'ordre  2n  —  i  (voir  son  Introduzione  ad  una 
leoria  geometrica  délie  Cwve  piane).  Soit  F»  le  fais- 
ceau des  premières  polaires  de  o  par  rapport  à  F».  Les 
points  où  une  courbe  de  F„  est  coupée  par  la  courbe  cor- 
respondante de  P„  sont  les  points  de  contact  des  tangentes 


(»'7) 
à  la  première  courbe  issues  de  o  ;  le  lieu  cherché  est  donc 
aussi  le  lieu  des  intersections  des  courbes  correspon- 
dantes des  deux  faisceaux  homographiques  F^  et  F^,.  Or, 
d'après  un  théorème  de  M.  de  Jonquières,  le  degré  de  ce 
lieu  est  égal  à  la  somme  des  degrés  des  faisceaux,  ou  2  n —  1 . 

La  courbe  2,  que  nous  venons  de  considérer,  est  aussi 
le  lieu  des  points  doubles  des  involutions  de  degré  n  que 
détermine  un  faisceau  F„  sur  toutes  les  droites  qui  pas- 
sent parle  point  ô.  [Voir  un  Mémoire  de  M.  de  Jon- 
quières^  jinnali  di  TortoUni,  ) 

On  peut  démontrer  les  théorèmes  suivants  : 

Quand  le  point  o  décrit  une  courbe  de  degré  n,  Fen- 
veloppe  des  courbes  S  qui  correspondent  à  chacune  des 
positions  de  o  est  de  Tordre  m[2n  —  1)  (am  —  i). 

Par  un  point  il  passe  généralement  n(2n  —  3)  droites 
qui  déterminent  dans  un  faisceau  d'ordre  n  des  involu- 
tions ayant  un  point  quadruple. 

Un  faisceau  de  Tordre  n  et  une  droite  déterminent  une 
involution  de  Tordre  n,  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  groupes  de  cette  involution  est  constant,  quelle  que 
soit  la  droite,  et  quel  que  soit  le  pôle  pris  sur  la  droite, 
si  les  quatre  groupes  sont  toujours  déterminés  par  les 
quatre  mêmes  courbes. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  la  série  des  centres  har- 
moniques des  groins  de  n  points  en  involution  que  dé- 
termine un  faisceau  F„  sur  une  droite  quelconque  est 
homographique  (ou  projective)  à  la  série  des  centres 
harmoniques  de  Tinvolution  d'une  autre  droite  quel- 
conque, ou,  en  d'autres  termes,  que  les  involutions  qu'un 
faisceau  détermine  sur  deux  droites  sont  toujours  projec- 
tives.  (F^oir  Crenïona.j  Introduzione^  etc.,  p4  18.) 

Deux  faisceaux  homographiques  (ou  projectifs)  déter- 
minent sur  deux  droites  des  involutions  projectives. 
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développables,  on  voit  que  ces  surfaces  peuvent  être  COU-» 
sidérées  comme  enveloppes  d'un  plan  mobile. 

Le  mouvement  de  ce  plan  peut  être  dirigé  de  trois  ma- 
nières principales  :  i^  le  plan  peut  être  assujetti  à  rester 
tangent  à  deux  surfaces  données  ;  a^  ce  plan  peut  rouler 
9ur  deux  courbes  données  ;  3^  ce  plan  peut  rouler  sur 
une  courbe  fixe  en  restant  parallèle  aux  plans  tangents 
d'un  cène  donné. 

Comme  exemples  de  surfaces  développables,  M.  de  la 
Goumerie  a  choisi  la  surface  circonscrite  à  deux  coni- 
ques, et  la  surface  d'^ale  pente.  En  prenant  une  conique 
pour  directrice  d'une  surface  d'égale  pente,  on  obtient  la 
surface  développable  circonscrite  à  deux  coniques.  M.  de 
la  Gournerie  donne  les  principales  propriétés  de  cette 
surface. 

Soient  Si  et  S^  deux  surfaces  du  second  degré  ;  elles  se 
coupent  suivant  une  courbe  M  \  par  cette  courbe  on  peut 
faire  passer  une  infinité  d'autres  surfaces  du  second  do- 
gré  Ss,  S49 . . .  ^  S„.  « .  w  Parmi  toutes  ces  surfaces  se  troo- 
vent  quatre  cônes  c,  </,  d^^  d" }  désignons  les  sommets  de 
ces  c6nes  par  o,  o^,  d'^  o"'. 

Si  nous  considérons  deux  quelconques  de  nos  ^rfaces, 
S^et  S;,,  par  exemple,  huit  génératrices  de  S^  seront  tan* 
gentes  à  S„,  et  de  même  huit  génératrices  de  S„  seront  tan- 
gentes à  S^^  ce  qui  revient  à  dire  que  la  courbe  M  touche 
huit  génératrices  de  chacune  des  surfaces  Si^  St, .  •  •  9  S^, 
qui  passent  par  cette  courbe.  En  effet,  soit  e  l'un  des 
cônes  passant  par  la  courbe  M,  o  le  sommet  de  ce  cône 
et  Ct  le  cône  circonscrit  à  la  surface  S^  et  ayant  son  som- 
met en  Oj  les  deux  cônes  c  et  c^  ont  quatre  plans  tan- 
gents communs.  Ces  quatre  plans  coupent  la  surface  S^ 
suivant  huit  génératrices,  qui  sont  évidemment  tangentes 
à  la  courbe  M. 

Si  maintenant  nous  prenons  les  polaires  réciproques 
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(le  toutes  ces  surfaces  par  rapport  à  une  surface  auxi^ 
liaire,  aux  surfaces  du  second  degré  Si,  Si,  Ss,  $«,.•••>  ^n 
correspondent  de  nouvelles  surfaces  du  second  degré, 
Zt»  ^99  2s»  £49*  •  «9  2|f  ;  à  la  courbe  M  correspond  une 
surface  dëveloppable  fi;  aux  cônes  c,  c',  c"^  c'^  corres- 
pondent des  coniques  A,  A^,  A'^,  A'^^  La  surface  |x  est 
circonscrite  aux  surfaces  £1,  2s v*  ^t  passe  par  les  co- 
niques A,  A',  ùl\  ù!"y  qui  seront  évidemment  des  lignes 
doubles  de  cetle  surface;  les  plans  de  ces  coniques  sont 
les  plans  polaires  des  points  o,  o\  o"^  cT. 

sa  nous  considérons  les  huit  tangentes  de  la  courbe  M 
qui  sont  situées  sur  la  surface  S^»  à  ces  droites  corres- 
pondent huit  génératrices  de  la  surface  fx  situées  sur  la 
surface  Z^*  L.6S  huit  premières  droites  étant  deux  à 
deux  dans  des  plans  tangents  aux  cônes  c,  c/,  d'^  d"^  les 
huit  autres  se  coupent  deux  à  deux  sur  les  courbes 
A,A',A^A^^ 

Si  Ton  se  donne  directement .  les  coniques  A  et  A'^ 
elles  déterminent  la  surface  \x  et  par  suite  les  deux 
autres  lignes  doubles  A'\  ^" .  C'est  en  partant  directe- 
ment des  courbes  A  et  A^  que  M.  de  la  Gournerie  étudie 
la  surface  f/^;  il  considère  d'abord  le  cas  ou  les  plans  de 
ces  deux  courbes  sont  parallèles^  et  établit  ainsi  les  princi- 
pales propriétés  de  cette  surface;  puis^  en  s'appuyant  sur 
le  principe  des  transformations  homographiques ,  il  en 
conclut  que  les  propriétés  trouvées,  dans  le  cas  particu- 
lier considéré,  sont  tout  à  fait  générales. 

Le  troisième  livre  est  consacré  à  la  théorie  des  surfaces 
gaucfies. 

Le  premier  chapitre  renferme  les  principaux  modes  de 
génération,  du  paraboloïde  hyperbolique,  la  nature  de 
ses  sections  planes  et  de  ses  courbes  d'ombre» 

Le  second  chapitre  contient  la  théorie  générale  des  sur- 
faces gauches. 
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Le  plan  tangent  d'une  surface  gauche  n'étant  pas  le 
même  tout  le  long  de  la  génératrice,  on  est  obligé^  pour  le 
construire, de  recourir  aux  paraboloïdes  de  raccordement. 

Si  l'on  considère  un  plan  P  quelconque  passant  par 
une  génératrice  G  d'une  surface  gauche,  ce  plan  touche 
toujours  la  surface  en  un  point  M  de  cette  génératrice. 

Si  le  plan  P  tourne  autour  de  la  droite  G,  le  point  M 
se  déplace  sur  cette  droite^  il  existe  une  relation  très^ 
simple  entre  l'angle  décrit  par  le  plan  P  et  la  longueur 
parcourue  par  le  point  M. 

Soient  deux  droites  quelconques  A  et  B,  a  et  i  les 
points  où  ces  deux  droites  sont  rencontrées  par  leur  plus 
courte  distance.  Un  plan  quelconque  passant  par  la  droite 
A  coupe  B  en  un  point  m,  et  Ton  voit  facilement  que  la 
tangente  de  l'angle  que  fait  ce  plan  avec  le  plan  passant  par 
A  et  par  ab  est  proportionnelle  à  bm.  Quand  le  point  m 
est  en  b^  cet  angle  est  nul  ;  quand  le  point  m  est  à  Tin^ 
fini,  cet  angle  est  droit. 

Supposons  maintenant  que  nos  deux  droites  A  etB 
soient  deux  génératrices  infiniment  voisines  d'une  sur- 
face gauche.  Le  point  a  est  ce  qu'on  appelle  le  point  cen- 
tral de  la  génératrice  A.  Le  plan  qui  contient  A  et  a6  se 
nomme  le  plan  central  ;  enfin  on  appelle  obliquité  d*un 
plan  passant  par  la  génératrice  A  l'angle  de  ce  plan  avec 
le  plan  central.  Alors,  comme  le  point  m  devient  le 
point  de  tangence  M,  on  peut  dire  que  la  tangente  de 
l'obliquité  d'un  plan  tangent  est  proportionnelle  à  la 
distance  du  point  de  contact  au  point  central.  lie  rapport 
de  ces  deux  grandeurs  est  égal  à  l'angle  des  deux  géné- 
ratrices, divisé  par  leur  plus  courte  distance^  [*)  on  lui 
donne  le  nom  de  paramètre  de  distribution. 

Les  points  centraux  des  diverses  génératrices  forment 

O  I  ■   ■         I    I  1  ,  I  ■    I  ■  .1  '■  —— — •        I     ■ 

(*)  Ces  théorèmes  sont  dus  à  M.  Ghasies.       P.  •  i 
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une  courbe  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  ligne  de 
siriction. 

On  appelle  sommets  d'une  surface  gauche  les  points 
singaliers  où  deux  génératrices  consécutives  se  rencon- 
trent. Si  le  sommet  s'éloigne  à  Pinfini,  la  génératrice 
nir  laquelle  il  se  trouve  prend  le  nom  d!  arête  * 

Toute  ligne  d^ombre  if  une  surface  gauche  passe  par 
chaque  sommet,  etj  est  tangente  à  la  génératrice^  croit 
il  suit  que  les  arêtes  d'une  surface  gauche  sont  asym-- 
ptotes  de  toutes  les  courbes  d'ombre. 
Ces  théorèmes  sont  dus  à  M.  de  la  Gournerîe. 
Les  derniers  chapitres  l'enferment  l'étude  des  princi- 
paux conoïdes,  de  Thyperboloïde  k  une  nappe,  et  du  biais 
passé.  Enfin  Touvrage  se  termine  par  quelques  notions  sur 
la  déformation  des  surfaces  gauches. 

«  L'étude  des  différentes  formes  que  peut  prendre  une 

D  surface  donnée,  lorsqu'on  la  suppose  flexible  etînexten- 

»  sible,  est  en  général  un  problème  difficile;  mais  il  se 

))  simplifie  beaucoup  pour  les  surfaces  gauches  lorsqu*on 

»  exige  que  les  génératrices  restent  droites.  D'après  cette 

»  condition,  la  déformation  ne  peut  résulter  que  de  plis 

»  faits  le  long  des  génératrices.  Une  génératrice  G'  tourne 

»  autour  de  la  génératrice  voisine  G  en  décrivant  une 

»  aire  qui  appartient  à  un  hyperboloïde  de  révolution. 

»  La  position  relative  des  deux  génératrices  n'est  pas 

»  modifiée,  et  par  conséquent  la  valeur  du  paramètre  de 

»  distribution  de  G  n'éprouve  pas  d'altération,  et  le  point 

»  central  reste  le  même.  » 

On  conclut  de  là  ces  deux  théorèmes  dus  à  M.  Bour  : 

H  est  toujours  possible  de  déformer  une  surface  gauche 

de  manière  à  rendit  ses  génératrices  parallèles  à  celles 

d'un  cône  donné  ou  à  un  plan . 

Quand  on  déforme  une  surface  gauche,  l'angle  de 
contingence  de  toutes  les  .sections  perpendiculaires  à 


] 
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une  même  génératrice  varie  précisément  de  la  quarX" 
tité  dont  on  augmente  ou  dont  on  diminue  V angle  de 
contingence  correspondant  du  cône  directeur. 

En  résumé,  tous  ceux  qui  veulent  étudier  sérieuse- 
ment la  géométrie  descriptive  doivent  consulter  le  nou- 
veau traité,  où  se  trouvent  réunis  méthodiquement  les 
principes  de  la  géométrie  générale,  jusqu^ alors  demeu- 
rés épars  dans  divers  ouvrages  et  dans  de  nombreux 
recueils. 

Mais  ce  que  nous  avops  surtout  admiré  dans  ces  leçons 
de  géométrie  descriptive,  c'est  la  méthode  d'enseigne- 
ment suivie  par  M.  de  la  Gournerie,  méthode  q[ui  con- 
siste à  raisonner  toujours  d'une  manière  générale  sans  £aL- 
tiguer  Tattention  par  des  détails  inutiles.  Cette  façon 
large  d'exposer  les  choses  dans  toute  leur  simplicité  fait 
immédiatement  comprendre  le  véritable  esprit  des  mé- 
thodes, et  développe  l'intelligence  des  élèves  en  leur  lais- 
sant voir  à  côté  de  chaque  question  étudiée  toutes  celles 
qui  s'y  rattachent.  Giioft. 


Die  Eléments  der  Mathematik  . . . .  Eléaieuts  de  Mis- 
THÉMATiQUEs^  par  M.  Richard  Baltzer,  professeur  an 
Gymnase  de  Dresde.  2®  partie  :  Planimétrîe,  Stéréo- 
métrie^ Trigonométrie.  Leipzig,  1862.  i  vol.  in-8  de 
38a  pages. 

L'auteur  de  la  Théorie  des  Déterminants^  dont  il  a  été 
rendu  compte  dans  le  dernier  volume  des  Nouvelles  An^ 
nalesy  M.  Baltzer,  vient  de  faire  paraître  la  seconde  par- 
tie de  son  savant  ouvrage  sur  les  mathématiques  élémen- 
taires. Nous  y  trouvons,  condensé  dans  un  mince  volume, 
un  cours  complet  et  détaillé  de  géométrie  élémentaire  et 
de  trigonométrie,  rédigé  d'après  un  nouveau  plan,  et  où 
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Tauieur  s'est  placé  au  point  de  vue  élevé  de  la  Géométrie 
moderne. 

C!oininençons  par  donner  un  aperçu  du  contenu  de  ce 
traité,  qui  se  divise  en  troislîvresayant  pour  objets  res- 
pectifs la  Planimétrie  (Géométrie  dans  le  plan),  la  Sté^ 
réométrie  (Géométrie  dans  l'espace)  et  la  Trigonométrie, 

I. 
Géométrie  dans  le  plan  (i3a  pages). 

§  1.  Notions  fondamentales .  —  Les  premières  no- 
tions de  la  Géométrie  se  rapportant  à  des  objets  indéfinis- 
sables qu'il  s'agit  plutôt  de  montrer  que  de  déterminer 
par  des  énoncés  rigoureux,  nous  ne  trouvons  aucun  in- 
couYénient  sérieux  à  parler,  dès  le  début,  du  nombre  des 
dimensions  des  diverses  espèces  de  figures.  Nous  eussions 
préféré  cependant  que  l'auteur  n'eût  prononcé  que  plus 
tard  les  mots  de  longueur  d'une  ligne  courbe  ou  d'aire 
d'une  surface  courbe,  ces  notions  reposant  sur  des  théo- 
rèmes à  démontrer,  sans  lesquels  elles  ne  peuvent  être 
bien  comprises. 

Les  définitions  de  la  ligne  droite  et  du  plan  sont  dis- 
cutées avec  un  soin  que  Ton  n'est  pas  habitué  à  rencon- 
trer dans  nos  traités  de  Géométrie,  et  qui  montre  à  quel 
degré  M.  Baltzer  s'est  pénétré  de  l'esprit  de  rigueur  des 
Anciens. 

Il  est  un  seul  point  sur  lequel  nous  regrettons  d'être  en 
complet  désaccord  avec  l'auteur  :  c'est  au  sujet  de  sa  dé- 
finition de  l'angle  et  des  conséquences  qu'il  en  tire,  d'a- 
près Bertrand  (de  Genève),  pour  éviter  d'introduire, 
dans  la  théorie  des  parallèles,  l'axiome  connu  impropre- 
ment sous  le  nom  de  postulatum  d'Euclide.  Remplacer 
cet  axiome,  d'une  évidence  intuitive,  par  une  démonstra- 
tion fondée  sur  des  définitions  difficiles  à  saisir  et  sur 
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des  considéra  lions  un  peu  vagues  d'infinis  de  dilTérents 
ordres,  n'est-ce  pas  faire  naître  dans  Tesprit  du  lecteur 
plus  de  doutes  qu'on  ne  lui  en  ôte?  Telle  a  toujours  été 
Topinion  soutenue  dans  les  Nouvelles  jinnales  par  le 
savant  rédacteur  qu'elles  viennent  de  perdre^  telle  est 
encore  Topinion  des  géomètres  qui  font  le  plus  autorité 
en  ces  matières  (*).  Nous  faisons  des  vœux  pour  que 
M.  Baitzer,  dans  la  prochaîne  édition  de  son  livre,  mette 
sa  théorie  à  Tabri  des  objections  auxquelles  elle  resie 
toujours  sujette,  malgré  tout  le  talent  qu'il  a  mis  à  la 
perfectionner. 

M.  Baitzer  établit,  dans  la  notation  des  segments  de 
lignes  et  des  aires  de  triangles,  la  convention  des  signes 
dont  la  première  idée  est  due  à  son  illustre  maître, 
M.  Mœbius.  D'après  cette  convention,  on  a,  pour  toute 
position  du  point  A  sur  la  droite  BC  ou  dans  le  plan  BCD, 
les  relations 

BC  =  BA  4-  AC, 
BCD  =  BCA -H  CDA -+- DBA. 

On  sait  combien  cette  règle  des  signes  est  utile  dans  les 
démonstrations  de  la  Géométrie  supérieure.  Elle  sert  aussi 
à  formuler  plus  simplement  un  grand  nombre  de  propo- 
sitions de  la  Géométrie  élémentaire. 

§  2.  Des  angles  des  figures  rectilignes.  —  Théorie 
des  parallèles,  somme  des  angles  d'un  polygone,  etc. 

§  3.  Des  côtés  des  triangles,  —  Relations  entre  les 
côtés  et  les  angles  opposés.  Positions  relatives  de  deux 
cercles.  Tangentes. 

§  4.  Des  figures  inscrites  ou  circonscrites  au  cercle, 
' —  Ce  chapitre  contient  un  grand  nombre  de  propositions 
intéressantes  et  très-simplement  démontrées. 


(•)  Vores  Duhamel,  Tiailé  de  Calcul  infnUésimàl  L  l*»"  p.  19. 
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§  5.  Égalité  des  triangles, —  M.  Ballzer,  à  rexcnipli; 
d'Ëuclide,  appelle  égales  et  semblables  les  figures  supej" 
posables  ou  jouissant  de  Végalité  proprement  dite,  et 
égales  celles  que  nous  appelons  ordinairement  équiva^ 
lentes*  Nous  conserverons,  dans  ce  qui  va  suivre,  les  dé- 
nominations  inégalité  et   (V équivalence ,  avec    le    sens 
qu'on  leur  attache  dans  les  traités  français  modernes. 
§  6.  Des  div^erses  espèces  de  quadrdatères, 
§  7.  Égalités  des  figures,  —  L'auteur,  par  analogie 
avec  ce  qu'il  fera  plus  tard  en  traitant  de  la  similitude, 
introduit  la   considération   du  point  que  Ton  pourrait 
appeler  centre  d'égalité,  lequel  est  un  point  commun 
a  deux  figures  égales.  Il  distingue  Tégalité  de  même  sens 
de  régalité  de  sens  contraire  (symétrie),  qui,  dans  le  cas 
des  figures  planes,  se  ramène  à  la  première  par  le  retour- 
nement du  plan.  Propriétés  des  polygones  réguliers. 

§  8.  Angle  coupé  par  un  système  de  parallèles.  — 
Théorie  des  lignes  proportionnelles.  Division  harmoni- 
que, etc. 

§  9.  Équii^alence  des  parallélogrammes  et  des  trian- 
gles. —  Carré  de  l'hypoténuse.  Théorèmes  de  Pappus, 
de  Varîgnon,  etc.  Aire  d'un  polygone. 

§  10.  Mesure  des  aires,  —  Quadrature  des  aires 
planes  en  général. 

§   11.  Similitude  des  triangles, 

§  12.  Similitude  des  figures,  —  Deux  figures  sont 
semblables  lorsque  tous  leurs  points  sont  déterminés, 
par  rapport  à  deux  bases  données,  par  deux  systèmes  de 
triangles  semblables  chacun  à  chacun.  Eléments  homo- 
logues à  eux-mêmes  (centres  de  similitude).  Similitude 
de  deux  cercles. 

§  13.  Cyclométrie,  —  Détermination  approchée  du 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  Notions  sur  la 
courbure. 
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§  1  -4.  Produits  et  carrés  de  lignes  droites.  —  Puissance 
d'un  point  par  rapport  à  un  cercle.  Lignes  d'^ale  puis- 
sance (axes  radicaux).  Pôles  et  polaires.  Faisceaux  de 
cercles.  Théorème  de  Ptolémée,  etc. 

§  15.  Périmètres  et  aires  des  figures. —  Maximum  de 
Taire  des  figures  isopérimètres. 

IL 

Géométrie  dans  V espace  (129  pages). 

§  1.  Intersection  des  plans  et  des  droites.  — Droites  et 
plans  parallèles.  Surfaces  réglées,  etc. 

§  2.  Angles  et  distance  des  plans  et  des  droites.  — 
Projections,  etc. 

§  3.  Cône^  cylindre  et  sphère.  —  Leurs  sections  cir- 
culaires, etc. 

§  4.  Géométrie  de  la  sphère.  —  L'auteur  fait  ressor- 
tir avec  soin,  dans  ce  chapitre,  le  principe  de  dualité 
(  triangles  polaires,  etc.  )  et  les  analogies  et  les  différences 
entre  les  propriétés  des  figures  sphériques  et  celles  des 
figures  planes. 

§  5.  Angles  solides^  prismes ,  figures  perspectives. 
— T  Collinéation  (homographie).  Projection  stéréogra- 
phîque,  etc. 

§  6.  Tétraèdre  et  parallélépipède  (*).  —  Égalité  et 
similitude  des  figures  dans  l'espace. 

§  7.  Des  polyèdres.  —  Théorème  d'Euler  (ou  plu- 
tôt de  Descaries)  sur  le  nombre  des  sommets,  des  faces 
et  des  arêtes  d'un  polyèdre.  Polyèdres  réguliers,  semi- 
réguliers,  étoiles,  etc. 

§  8.  Cuhature  des  prismes  et  des  pyramides.  —  Théo- 
rèmes de  Monge,  de  Mœbius,  de  Steiner. 

(*)  El  non  fjarallélipipèdc. 
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§  9.  Cubature  de  la  sphère  et  d  *  autres  solides.  — 
TliéoFème  :  Si  une  surface  réglée  quelconque  est  coupée 
par  deux  plans  parallèles  suivant  deux  courbes  fermées, 
le  volume  du  segment  compris  entre  ces  plans  est  égal  à 
la  moyenne  arithmétique  entre  les  cylindres  de  même 
hauteur  qui  ont  pour  bases  les  sections  parallèles,  di- 
minuée de  la  moitié  du  cône  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  celles  de  la  surface  réglée,  et  qui  a  son  som- 
met sur  Tun  des  plans^  sa  base  sur  Fautre.  On  en  déduit 
simplement  le  volume  du  tronc  de  pyramide,  etc. 

§  10.  uâires  du  cylindre,  du  cône  et  de  la  sphère. 

§  11.  Centres  de  gravité  des  figures.  —  Cette  théo- 
rie, dont  Fauteur  fait  connaître  de  nombreuses  applica- 
tions à  la  géométrie,  est  établie  d'une  manière  purement 
géométrique,  sans  rien  emprunter  aux  principes  de  la 
statique. 

m. 

Trigonométrie  (ii 4  pages). 

Cette  partie  de  l'ouvrage  forme  un  traité  très-dé veloppé, 
où  l'auteur  s'est  toujours  préoccupé  de  donner  à  ses  ré- 
sultats la  plus  grande  généralité  possible.  Les  nombreux 
exemples  numériques  qu'on  y  rencontre  sont  calculés  à 
Faide  de  tables  logarithmiques  à  quatre  décimales. 

§  1 .  Du  sinus.  —  Applications  aux  triangles,  etc. 

§  2.   Du  cosinus,  —  Applications  aux  triangles,  etc. 

§  3.  De  la  tangente  et  de  la  cotangente.  —  For- 
mules pour  la  résolution  des  triangles.  Problème  de 
Pothenot,  etc. 

Ç  4.  Goniométrie.  —  Ce  chapitre  contient  les  pro- 
priétés des  fonctions  circulaires  démontrées  par  les  pro- 
cédés généraux  de  la  nouvelle  Géométrie,  ainsi  que  les 
formules  les  plus  importantes  relatives  aux  triangles,  aux 
quadrilatères,  etc. 

Ann.  de  Èîathémat.f  a"  série,  t.  II.  (Mars  i863.  )  9 
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§  5.  Tngonoméliie  sphénque.  —  Les  formules  delà 
trigonométrie  sphérique  sont  étendues,  d'après  M.  Mœ- 
bius,  au  cas  des  triangles  dont  les  côtés  surpassent  un 
demi-cercle.  —  Théorèmes  de  Lexell,  de  Legendre,  etc. 

§  6.  Polygonométrie  et  Polyédrométrie.  — •  Ce  cha- 
pitre renferme  le  développement  d'importantes  proposi- 
tions, dont  la  plupart  ont  été  indiquées  dans  les  dernières 
sections  de  la  Théorie  des  Déterminants..  —  Au  moyen 
d'un  principe  fondamental ,  déjà  établi  au  n°  3  du  §  i8  de 
ce  dernier  ouvrage,  on  déduit,  de  chaque  relation  poly- 
gonométrique ,  un  relation  polyédrométrique  correspon- 
dante. 

§  7,  Des  Propriétés  projectiles.  — On  trouve  dans  ce 
chapitre  une  excellente  introduction  à  Pétude  des  travaux 
des  inventeurs  de  la  Géométrie  nouvelle,  de  MM.  Pon- 
celet,  Mœbius,  Ghasles,  Steiner,  etc. 

D'après  cette  analyse,  bien  incomplète,  on  voit  quelle 
richesse  de  matériaux  renferme  ce  remarquable  traite. 

Un  des  plus  éminents  services  que  M.  Baltaser  ait 
rendus  par  cette  publication,  c'est  d'avoir  cité,  pour 
chaque  proposition,  les  noms  des  auteurs  auxquels  elle 
est  due.  Ces  indications  historiques  sont  faites  avec  la 
consciencieuse  érudition  qui  rend  si  précieuses  les  notes 
placées  au  bas  des  pages  de  la  Théorie  des  Déterminants. 

Dans  sa  préface,  M.  Baltzer  va  au-devant  d'une  objec- 
tion que  Ton  avait  déjà  faite  à  la  première  partie  de  son 
cours,  lorsqu'elle  a  paru  il  y  deux  ans.  Un  livre  où 
les  matières  sont  aussi  serrées  et  traitées  de  si  haut  ne 
serait  guère  accessible  à  un  commençant,  livré  à  lui- 
même  et  doué  seulement  d'une  intelligence  ordinaire. 
Mais  l'intention  de  Fauteur  n'a  pas  été  de  composer 
un  traité  pour  les  lecteurs  privés  du  secours  d'un  mai- 
tre,  ou,  comme  on  dit  en  Allemagne,  fur  den  Selbstun* 
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tenicht.  Il  n'a  pas  voulu  nou  plus  rédiger  une  suite  de 
leçons  que  le  maître  n^aurait  plus  qu*à  développer  dans 
Tordre  où  elles  se  succèdent.  Son  but,  en  com|K)sant  un 
traité  oà  tout  le  monde  trouvera  à  s'instruire,  a  été  de 
classer  méthodiquement  les  matières  qui  pourront  faire 
le  sujet  de  renseignement,  et  que  le  professeur  devra 
présenter  dans  Tordre  qui  lui  semblera  le  plus  convenable 
et  le  mieux  approprié  aux  besoins  de  ses  élèves;  et  à 
.  ceux-ci  il  offre  en  même  temps  un  résumé  substantiel  et 
précis  des  leçons  qu'ils  auront  suivies. 

Nous  pensons  que  Tauteur  a  complètement  réussi  dans 
cette  utile  entreprise,  et  nous  ne  doutons  pas  que  son 
livre  ne  soit  accueilli  avec  empressement  par  tous  les  lec- 
teurs familiers  avec  la  langue  allemande.  Il  serait  bien  à 
désirer  que  la  publication  dVne  édition  française  aidât 
bientôt  cet  ouvrage  i  se  répandre  dans  notre  pays,  où 
Ton  trouve  si  peu  de  traités  élémentaires  qui  soient  en 
rapport  avec  les  progrès  de  la  Géométrie,  progrès  aux- 
quels les  savants  français  ont  tant  contribué  ! 

Nous  pourrions  citer  encore  un  grand  nombre  d^exccl- 
lents  ouvrages,  publiés  récemment  à  Tetra nger,  et  qui , 
faute  d^une  traduction,  resteront  inconnus  en  France. 
Jadis  les  savants  de  TEurope  entière  se  servaient  tous  de 
la  même  langue,  et  les  productions  scientifiques  circu- 
laient dans  tous  les  pays  où  chacun  comprenait  et  écrivait 
le  latin.  Aujourd'hui  chacun  écrit  dans  sa  langue  mater- 
nelle, et  nous  sommes  loin  de  considérer  comme  un  pro- 
grès cette  tendance  ultra-nationale ,  dont  les  effets  sont  si 
peu  en  harmonie  avec  Télan  général  qui  porte  les  peuples 
modernes  à  lier  entre  eux  un  comiûerce  plus  intime.  Pour 
se  tenir  au  courant  des  travaux  qui  se  font  hors  de  son 
pays,  l'homme  de  science  doit  consacrer  beaucoup  de 
temps  &  s'initier  aux  langues  des  nations  savantes,  et ,  à 
mesure  que  le  mouvement  scientifique  pénètre  chez  un 

9- 
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nouveau  peuple,  c^est  un  nouvel  idiome  à  étudier.  Au- 
trement, on  est  obligé,  pour  imprimer  des  traductions 
d'un  livre  dans  les  diverses  langues ,  de  faire  trois  ou 
quatre  fois  les  mêmes  frais  qu^a  coûté  la  publication  pri- 
mitive. De  là  résulte  que  peu  dWvrages  sont  traduits , 
et  parmi  ceux  qui  ne  le  sont  pas,  très-peu  sont  connus  à 
l'étranger.  Si  Leibniz  et  les  Bemoulli  avaient  écrit  en 
allemand,  qui  sait  combien  de  temps  Finyention  du  cal- 
cul infinitésimal  eut  mis  à  parvenir  en  France! 

Nous  ne  demanderions  pas,  toutefois,  que  tous  le» 
livres  de  science,  sans  distinction ,  fussent  rédigés  en 
latin.  Mais  si,  d'un  côté,  il  nous  semble  avantageux  que 
les  traités  élémentaires,  destinés  à  populariser  les  décou- 
vertes, soient  écrits  en  langue  vulgaire,  afin  de  ne  pas 
ajouter  la  difficulté  de  la  traduction  à  celle  du  sujet f 
d'autre  part,  il  serait  bien  à  souhaiter  que  les  savants, 
dont  les  publications  doivent  recruter  leurs  lecteurs  dans 
tous  les  pays,  se  décidassent  à  revenir  à  la  langue  de 
Newton,  d'Euler  et  de  Gauss^  dont  l'emploi  a  si  puissam- 
ment contribué  à  répandre  le  nom  de  ces  grands  Lommes 

hors  de  leur  patrie. 

HoiJEL , 

Prx>fesseur  à  la  Facullé  des  Science» 
de  Bordeaux. 


ANALOGIES  DU  TRIANGLE  ET  DO  TÉTRAÈDRE. 
CERCLE  DES  NEUF  POINTS,  SPHÈRE  DES  DOUZE  POINTS 


Triangle. 

1.  Soient  ABC  un  triangle,  a,  |3,  7  les  milieux  des 
côtés  BC,  AC,  AB,  O  le  centre  du  cercle  circonscrit. 
Menons  Oa,  0/3,  O7  et  prolongeons  ces  droites  jusqu'en 
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k^f  B\  C  de  telle  sorte  que 

0A'  =  20a,     0B'  =  20p,     OC' =  207. 

Les  deux  triangles  Â'  B'  C  et  ABC  auront  leurs  côtés  pa- 
rallèles et  seront  égaux,  mais  inversement  situés. 

2.  Si  l'on  fait  sur  le  triangle  A'B'  C  la  même  opéra- 
tion que  sur  le  triangle  ABC,  on  retrouvera  ce  dernier 
triangle.  Il  y  a  donc  entre  ces  deux  triangles  une  sorte  de 
réciprocité  :  nous  dirons  qu'ils  sont  conjugués* 

3.  Les  mêmes  lettres  désignant  les  points  homologues 
des  deux  triangles  conjugués,  O  est  le  point  de  concours 
des  hauteurs  de  A'B'C  et  O'  le  point  de  concours  des 
hauteurs  de  ABC, 

4.  Les  triangles  ABC,  A'B'C,  a^y  sont  semblables 
deux  à  deux  et  ont  respectivement  pour  centres  de  simi- 
litude : 

ABC,  A'  B'C,  le  milieu  M  de  00'; 

ABC,  «Py,  le  centre  de  gravité  G  de  ABC  ; 

A'B'C,  a^,  le  point  O  centre  du  cercle  circonscrit 
àABC. 

D'après  un  théorème  connu,  les  points  O,  G,  M  sont 
en  ligne  droite;  mais  O,  M,  O'  sont  aussi  en  ligne  droite; 
donc  O,  G,  O'  sont  en  ligne  droite.  Par  conséquent  : 

Le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle,  le  centre 
de  grauité  et  le  point  de  concours  des  hauteurs  sont  trois 
points  en  ligne  droite. 

5.  Le  point  O',  considéré  comme  appartenant  au  trian- 
gle ABC,  a  pour  homologue  le  point  O  dans  le  triangle 
a^y^  car  O'  et  O  sont  les  points  de  concours  des  hauteurs 
dans  ces  deux  triangles.  Donc,  puisque  G  est  le  centre 
de  similitude  et  que  le  rapport  de  similitude  est  a,  on 

aura 

0'G  =  20G. 
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6.  Le  point  M,  milieu  de  OO',  eat  le  centre  du  cercle 
circonserit  au  triangle  a^y.  En  effet,  de 

2  6 

on  conclut 

OG  =  I  QiVl  =  I  (OG  -h  GM)y 

d'oà 

OG  =  2GM. 

Donc  le  point  M  est,  dans  le  triangle  ajSy,  Iliomolbgue 
du  point  O  dans  le  triangle  ÂBC.  Mais  O  est  le  centre  do 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  Donc^  etc^ 

7.  Le  point  M  est  aussi  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  a'^'y'  égal  au  triangle  a^y.  Il  en  résulte  que 
les  six  points  a,  |3,  y,  a',  jS'^,  /  sont  sur  un  même  cerde. 

8^.  Les  points  a  et  a^  étant  homologues  dans  les  demc 
triangles  ABC  et  A'^B'C^  ta  droite  aa^  passe  par  le  point 
M' qui  est  son  milieu.  Mais  si  A^  est  la  perpendiculaire 
abaissée  de  A  sur  le  c6té  BC,  le  triangle  a'pa  étant  rec- 
tangle en  f^,  on  aura 

M/7  =  Ma  =  Ma'', 

et  le  point  p  sera  encore  siu*  la  circonférence  du  nmuéra 
précédent.  De  là  résulte  que  : 

i^  Les  milieux  a,  jS^  y  des  côtés  d^un  triangle^  2à^  ks 
milieux  a',  (3',  y^  des  portions  des  hauteuts  comprises 
entre  les  sommets  et  le  point  de  concours  des  hauteurs^ 
3^  les  pieds  p^  q^  r  des  liauteurs^  sont  neuf  points  situés 
sur  une  même  circonférence* 

Le  centre  de  cette  circonférence  est  au  milieu  de  la 
droite  qui  joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  point 
de  concours  des  hauteurs. 
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Le  rœfon  de  ùette  cù^conférence  est  la  moitié  du  rayon 
dtt  cercle  circonscrit  au  triangle  proposé. 

Cette  dernière  partie  résulte  de  ce  que  le  rapport  de 
similitude  des  triangles  ABC  et  a^y  est  a. 

Tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent. 

ï  (*) .  Soient  ABCD  un  tétraèdre,  a,]3,  y,  î  les  centres  de 
gravité  de  ses  faces.  Si  les  quatre  hauteurs  se  rencontrent 
en  un  même  point,  on  peut  démontrer  que  les  perpendi- 
culaires élevées  aux  faces  par  les  points  a,  (3,  y,  $  se  ren- 
contrent en  un  certain  point.  Soit  O  ce  point. 

Cela  posé,  menons  Oa  et  prenons  sur  la  même  direc- 
tion OA'  =:  30a,  et  opérons  de  la  même  manière  relati- 
yement  aux  autres  faces  :  nous  obtiendrons  les  sommets 
d'un  tétraèdre  A'  B'  CD'  égal  au  proposé,  mais  inver- 
sement situé.  Les  faces  homologues  ABC,  A'  B'  C^  etc. 
sont  parallèles. 

n  (♦*).  Si  l'on  fait  sur  le  tétraèdre  A'  B'  C  D' la  même 
(^ration  que  sur  ABCD,  on  retrouvera  ce  dernier  té- 
traèdre, n  y  a  donc  entre  ces  deux  tétraèdres  une  certaine 
réciprocité  qui  nous  engage  à  leur  donner  le  nom  de  t^- 
traèdres  conjugués. 

in.  Les  mêmes  lettres  désignant  les  points  homolo- 
gues, le  point  O,  point  de  concours  dés  normales  me- 
nées aux  faces  de  ABC  par  les  centres  de  gravité  de  ces 
faceS)  est  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  tétraèdre 
A'B'C'D',  et  réciproquement  le  point  O',  où  se  rencon- 
trent les  normales  élevées  en  a',  |3',  y\  i'  aux  faces  du 
dernier  tétraèdre,  est  le  point  de  concours  des  hauteurs 
du  premier. 


(*)  A  démontrer. 
("**)  A  démontrer. 
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IV.  Les  tétraèdres  ABCD,  A'  B'  C  D',  ajSyJ  sont  sem- 
blables et  leurs  centres  de  similitude  sont  respective- 
ment : 

Pour  ABCD  et  A'  B^  C  D',  le  milieu  M  de  00'^ 

Pour  ABCD  et  a(3y5,  le  centre  de  gravité  G  de  ABCD  ; 

Pour  A'  B'  C  D'  et  apyJ,  le  point  O. 

D'après  un  théorème  connu,  les  points  M,  G  et  O  sont 
en  ligne  droite^  mais  O,  M  et  O^  sont  aussi  en  ligne 
droite;  donc  il  en  sera  de  même  pour  les  points  O,  G  et 
O'.  Ainsi  : 

Dans  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent^ 
le  point  de  concours  des  normales  menées  aux  faces  par 
leurs  centres  de  gra\fité^  le  centre  de  grav^ité  du  tétraèdre 
et  le  point  de  concours  des  hauteurs  sont  trois  points  en 
ligne  droite, 

V.  Le  point  O',  considéré  comme  appartenant  au  té- 
traèdre ABCD,  a  pour  homologue  le  point  O  dana  le  té- 
traèdre oL^yà^  car  O  et  O^  sont,  dans  ces  deux  tétraèdres, 
les  points  de  concours  des  hauteurs.  Donc,  puisque  G  est 
le  centre  de  similitude  des  tétraèdres  ABCD  et  a^y$  dont 
le  rapport  de  similitude  est  3,  on  aura 

0'G  =  30G. 

IV  bis  (autre  analogue  du  nP  4).  Soient  p^  q^  r,  s  les 
projections  des  sommets  du  tétraèdre  ABCD  sur  les  faces 
opposées,  points  qui  sont  aussi  les  projections  du  point 
O'  sur  ces  faces.  Nommons  K  le  centre  de  la  sphère  cir- 
conscrite et  co  la  projection  de  K  sur  la  face  BCD  ou  le 
centre  de  la  circonférence  circonscrite  à  BCD.  On  sait 
que  dans  le  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent,  la 
projection  d'un  sommet  sur  la  face  opposée  est  le  point  de 
concours  des  hauteurs  de  cette  face.  Donc  les  points  p^  a 
et  0)  sont  en  ligne  droite  (n^  4).  Par  conséquent  les  point» 
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0',  G,  K  ont  leurs  projections  en  ligne  droite  sur  une 
face  quelconque  du  tétraèdre.  Donc  ces  trois  points  sont 
en  ligne  droite.  Ainsi  : 

Dans  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent, 
le  point  de  concours  des  hauteurs  (O'),  le  centre  de  gra- 
vité du  tétraèdre  (G)  et  le  centre  de  la  sphère  inscrite 
(K),  sont  trois  points  en  ligne  droite. 

VI.  Le  point  M,  milieu  de  00',  est  le  centre  de  la 


sphère  circonscrite  au  tétraèdre  a(3y5.  En  effet,  puisque 


PCL 


(n-  4), 


on  aura 


00' 
KO  = =  OM, 

2 

et  puisque  G  est  le  milieu  de  OM,  on  aura 

KG  =  3GM. 

Donc  le  point  M  est  dans  le  tétraèdre  ai^y^  Thomologue 
du  point  K  dans  le  tétraèdre  proposé,  et  par  suite  M  est 
le  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  oL^yd. 

VII.  Le  point  M  est  aussi  le  centre  de  la  sphère  circon- 
scrite au  tétraèdre  ol' ^' y' ^'  qi\î  est  égal  au  tétraèdre 
«Pyî.  Il  en  résulte  que  les  huit  points  a,  [3,  y,  J,  a',  /3', 
y',  5'  sont  sur  une  môme  sphère. 

VIII.  Les  points  a  et  a'  étant  homologues  dans  les 
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deux  tétraèdres  conjugués  ABCD,  A'B^C'D',  la  droite  qlJ 
passe  par  le  point  M»  et  comme  le  triangle  a!  pa  est 
rectangle  en  p,  on  aura 

Donc  le  point  ;:;  est  sur  la  sphère  du  numéro  précédent. 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Dans  un  tétraèdre  ABCD  dont  les  hauteurs  se  ren- 
contrent : 

1^  Les  centres  de  grai^ité  cl^  (3,  y,  d  des  faces ^  a®  les 
points  a',  (3',  y',  5'  placés  aux  deux  tiers  des  droites  qui 
vont  de  chaque  sommet  au  point  de  concours  des  hau- 
teurs^ 3^  les  pieds  p^  q^  r^  s  des  quatre  hauteurs,  sont 
douze  points  situés  sur  la  même  sphère» 

Le  centre  de  cette  sphère  est  au  milieu  de  la  droite  qid 
joint  le  point  de  concours  des  hauteurs  au  point  de  con- 
cours des  normales  menées  à  chaque  face  par  son  centre 
de  grai^ité. 

Enfin  le  rayon  de  cette  sphère  est  le  tiers  du  rayon 
de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  proposé.       P. 


SUR  UNE  QUESTION  RELATIVE  A  U  GÉOMÉTRIE 

DE  L ESPACE^ 

Pae  m.  Abel  TRANSON. 


L'article  de  M.  Baehr,  ci'dessus,  p.  35,  m'engage  à 
revenir  sur  la  question  proposée  au  concours  d'agr^a- 
tion  de  Tannée  i849* 

Il  s'agissait  de  trouver  la  condition  pour  que  des  droi- 
tes, issues  des  différents  points  d'une  surface  donnée  S, 
avec  des  cosinus  de  direction  exprimés  par  les  fonctions 
X,  Y,  Z,  soient  normales  à  une  même  surface. 
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La  condition  indiquée  par  M.  Dieu  (  rappelée  ci-des- 
sus, p.  47)  UK  parait  manquer  de  généralité.  En  efTet,  elle 
exige  que  la  fonction  différentielle  Jidx+Ydy-^Zdz 
satisfasse  à  la  condition  connue  d'intégrabilité.  Or>  en 
étudiant  les  propriétés  d'un  ensemble  de  di'oites  menées 
de  tous  les  points  de  Vespace  suivant  une  loi  continue^ 
j'ai  montré  ailleurs  [*)  qu'il  existe  une  infinité  de  sur- 
âices  satisfaisant  à  la  condition  du  concours  de  i849) 
c^est-à-dire  au  moyen  desquelles  les  droites  en  question 
86  groupent  en  systèmes  normaux  à  des  surfaces  déter- 
minées; et  cela  sans  que  les  fonctions  X,  Y,  Z  soient 
assujetties  à  aucune  condition,  notamment  sans  que  la 
condition  d'intégrabilité  doive  être  satisfaite. 

D'ailleurs  je  m'empresse  d'ajouter  que  M.'  Dieu  lui- 
même  a  donné  dans  son  travail  [Nouvelles  Annales  y 
t.  XI,  p.  66-70)  la  vraie  condition  des  surfaces  S  sous  1â 
forme  (i) 

qui)  développée,  devient  l'équation  linéaire  aux  difleren* 
tielles  partielles 


(dY       dZ\  (dZ       u.^.  .w.       ..- 


elz  I  djr         dx 


de  sorte  que  si  F=:  o  est  l'équation  de  l'une  des  surfaces 
demandées,  la  fonction  F  doit  satisfaire  à  la  condition 


\d%        djjdx         \dx        dz  )  dy 


/dX  _  dj\  dF^ 
\  djr         dx)  dz 


=  0. 


Telle  est  l'unique  condition  des  surfaces  S  dont  Texis- 


(*)  iournal  de  l'École  Polytechnique,  XXXVIIl*  cahier. 


i^^„^ 
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tence  en  nombre  illimilë  se  trouve  ainsi  démontrée.  Mais 
M.  Dieu  ne  s'arrête  pas  i  développer  la  condition  (i)  ]  ri 
la  suppose  à  tort  relative  exclusivement  i  quelque  forme 
particulière  de  Téquation  des  surfaces  S.  Cependant  la 
condition  à  laquelle*  il  s'arrête  finalement  ne  demeure 
vraie  que  sous  la  réserve  d'être  énoncée  comme  il  suit  : 

Si  le  trinôme  'Kdx  -hYdy-h1*dz  satisfait  à  la  con^ 
dition  d'intégrabilité,  il  faut  que  le  facteur  propre  à  le 
rendre  intégrable  soit,  en  vertu  de  V équation  de  la  sur» 
face  donnée  y  une  fonction  de  V  intégrale. 

C'est  alors  un  théorème  dont  la  démonstration  repose 
sur  une  propriété  remarquable  du  facteur  d'intégrabilité 
de  la  fonction  différentielle  Xcio:  -4-  Y  Jy  +  Z tir,. savoir 
que  fA  étant  ce  facteur,  U  étant  l'intégrale  et  F  une  fonc- 
tion satisfaisant  à  la  condition  (2) 

dY      iiZ\dF       IclZ       rfX\  d? 


dz        dy  I  dx        \  dx         dz  )  dy 

\dy        dx  ]  dz 


=  o 


|!A  est  nécessairement  une  fonction  de  U  et  de  F. 

Imaginons  en  effet  qu'on  ait  porté  dans  fx  les  valeurs 
de  x  ely  tirées  des  équations 

U  =  y  (4?,  y,z),     Y  =  -^  (x,  j,z), 

il  est  aisé  de  voir  que  }x  ne  contiendra  plus  z^  c'est-à-dire 
que  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  z  sans  faire  varier  U 
ni  F  sera  nulle. 

Cette  dérivée  ainsi  définie  est 

(d^  \  d^  dx       dfi  dy       d^L 
dz  I        dx   dz        dy   dz        dz 
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dans  laqaelle  37-  et  -^  seront  tirées  des  deux  équations 

dV  dx       rfU  dy       rfU 

1 1.  H =0, 

dx  dz        dy  dz        dz 

d¥dx       rfF  ^       dF^ 
dx  dz        dy  dz        dz 

Or,  on  pourra  remplacer  dans  la  première  les  quantités 

dJ3    d\5    d\}  ,  .  ,  .  11      V    V   ry 

— >  -7-5  --r-  parles  quantités  proportionnelles  A,  i,  i^, 

et  alors,  si  Ton  a  ^ard  à  la  condition  d'intégrabilité 


(dJi       dZ\  ^        /dZ       dX\  ^^       /dX       €lY\  ^ 

aussi  bien  qu'à  Féquation  ci -dessus  (2)  qui  assujettit  F, 

on  reconnaîtra  aisément  qije  les  valeurs  de  —  et  ~  sont 
respectivement  égales  à 

dY  ^dZ  dZ       dX 

dz         dy  dx         dy 


f 


dy        dx  dy         r/.r 


di 


lesquelles  étant  reportées  dans  la  valeur  de  (  -^  j  don- 
nent un  résultat  qui  est  identiquement  nul  d'après  les 
conditions  auxquelles  doit  satisfaire  le  facteur  d'intégra- 
bilité. 

Revenons  maintenant  à  la  surface  requise  par  le  con- 
cours de  1849*  ^^  ^^^^  V^^  ^^  l'équation  de  cette  sur- 
face rend  le  facteur  d'intégrabilité  une  fonction  de  l'in- 
tégrale lorsque  le  facteur  d'intégrabilité  et  par  suite 
l'intégrale  existent;  c'est  que  dans  tous  les  cas,  c'est-à-dire 
que  le  facteur  existe,  ou  non,  la  surface  demandée  est  de 
celles  qui  satisfont  à  l'équation  (2). 
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Théorème  à  démontrer» 

Lorsque  plusieurs  forces  situées  dans  un  même  plan 
tournent  ensemble  d'un  même  angle  autour  de  leurs 
points  d'application  respectifs,  on  sait  que  la  résultante 
tourne  du  même  angle  autour  d'un  point  fixe  qu'on  ap- 
pelle centre  des  forces.  C'est  une  généralisatioa  de  la 
propriété  du  centre  des  forces  parallèles. 

Supposons  maintenant  qu'une  première  force  P  tourne 
dans  le  plan  commun  en  demeurant  tangente  à  un  cercle 
fixe  de  rayon  r;  qu'une  seconde  force  P'  tourne  du  même 
angle  en  demeurant  tangente  à  un  autre  cercle  r\  et 
ainsi  des  autres.  La  résultante  de  ces  forces  tournera 
aussi  d'un  même  angle  autour  d'un  cercle  facile  à  déter- 
miner. 

1®  Le  cercle  directeur  de  la  résultante  aura  pour 
centre  le  point  qui  serait  le  centre  des  forces  P  si  les 
rayons  de  leurs  cercles  respectifs  s'évanouissaient;  a®  il 
aura  le  même  rayon  que  si  tous  les  cercles  directeurs  des 
forces,  en  conservant  leurs  rayons,  devenaient  concen- 
triques. 

Ce  théorème  conduit  à  la  question  suivante  :  Soit  un 
ensemble  de  forces  situées  dans  un  même  plan  et  tour- 
nant simultanément  du  même  angle  en  demeurant  tan- 
gentes à  des  courbes  directrices;  leur  résultante  tournera 
du  même  angle  en  demeurant  tangente  à  uqe  certaine 
courbe  qu'on  appellera  la  directrice  i*ésultante»  Et  si, 
dans  une  situation  particulière  du  système,  on  considère 
les  cercles  osculateurs  des  directrices  composantes,  au- 
ront-ils avec  le  cercle  osculateur  de  la  directrice  résul- 
tante les  mêmes  relations  de  position  et  de  grandeur 
qu'auraient  des  cercles  directeurs  composants  avec  un 
cercle  directeur  résultant? 
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En  cas  d'affirmative,  il  serait  intéressant  d'illaslrer  le 
théorème  par  quelque  exemple  où  la  directrice  résultante 
serait  déduite  des  directrices  composantes. 


lÉTHOM  POUR  TROUVER  ifiQUATION  DE  LA  DÉVELOPPÉE 

DE  L'ELLIPSE; 

PAaM«L.  TAILLIER, 

Professeur   de  Mathématiques. 


Considérons  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  AOA'  de 
l'ellipse,  dont  le  centre  est  O.  Soient  M  un  point  de  ce 
cercle,  N  le  point  correspondant  de  Tellipse;  x\  y  les 
coordonnées  de  N,  et  cf  Tangle  MOA.  On  a 

x'  z^a  cosf     et    j  =  6  sîn  ^ . 

L'équation  de  la  normale  au  point  (x'^y)  est 
b^  xf  y  —  a^y  j?  -h  c'  x^ y*  =  o, 

ou,  en  remplaçant  x\  y*  par  leurs  valeurs, 

(i)  hy  cos f  —  <wr  sin y  -h  c*  sin y .  cosy  =  o. 

Pour  avoir  le  lieu  des  intersections  successives,  il  faut 
éliminer  cf  entre  l'équation  (i)  et  sa  dérivée.  En  divisant 
cette  équation  par  cosf ,  elle  devient 

hj  —  ax  taogf  -h  c* sinf  =  o, 
et  sa  dérivée  donne 

CIX 

— h  c*  cos®  =  o  ; 

cos*  f  ^ 


d'où 

'  ax 


COSq»  =  .     , 
^         *  c* 
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En  divisant  Téquation  (i)  par  sinf ,  on  a 

by  cot  y  —  «X  -h  c*  cosy  =  o, 
et  de  la  dérivée  on  lire 

Substituant  à  sîncf  et  cosf  ces  valeurs  dans 

sin*<p  -4-  cos'y  =  I, 
il  vient 

Cette  méthode  ne  peut  être  employée  pour  Thyperbole  -, 
mais  pour  avoir  Féquation  de  la  développée  de  cette 
courbe,  il  suffira  de  changer  i*  en  —  J*  dans  l'équa- 
tion (â)  ;  on  a  ainsi 


m- 


'i'  =■• 


QUESTION. 


647.  Sur  toutes  les  tangentes  à  une  ellipse,  et  à  partir 
de  leurs  points  de  contact,  on  porte  une  longueur  con- 
stante :  on  demande  Téquation  du  lieu  des  extrémités  de 
ces  droites.  Examiner  la  forme  du  lieu  représenté  par 
cette  équation,  et  expliquer  les  circonstances  particu- 
lières que  l'on  rencontre  lorsque  la  longueur  constante 
se  réduit  à  zéro.  (Mqutard.) 
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SOLUTIONS  DES  OUESTIONS  608  ET  637 

(  Toir  V  série,  t.  1*%  p.  80,  et  t.  II,  p.  84)  ; 

Par  m.  HARANG» 

Élève  en  mathématiques  spéciales  du  lycée  de  Douai 
(classe  de  M.  Painvin  ). 


Question  608» 
Énoncé,  —  Posons 

(i)   K  =  4(^^— 4W+3c')(ô/— 4cc+3rf»)— (/ï/— 3!^^-4-2C£/)% 

(2)  H  =  6^  —  «c, 

(3)  l  =  ae  —  ^bd-\-3c\ 

(4)  J  =  ace  -H  2  hcd  —  ad^  —  eh^  —  c^. 

Alors 

(5)  ^/^y=.4HP-i2£iIJ-a»K. 

(MiCHAEL    ROBERTS.) 

Prenons  la  dérivée  de  (i)  par  rapport  à  f  : 

U^\  =  2(«^  —  4ôriH-  3c')  b-^{a/—  3be  -f-  7.cd)a, 

ou 

-  I  — r  )  =  2^1  —  a  (qf —  3be  ^  7.cd), 

Elevons  au  carré  : 
i^^y==46'P— 4a^I(a/-3ô^+2crf)+«'(«/-3ôtfH-2f£/)». 

Il  faut  donc  démontrer  que 

4^îp  —  4^01  (fl/—  3be-h'icd)  -f-  a'{qf—  3 ôe  H-  ncdy 

=  4HP— 1 2£ïIJ— fl'[4l(ô/— 4  <^^+3  ^')]+«' («/--3  Ôe-4-2C€/)». 

Ann.  de  Mathémat.^  1^  série,  t.  11.  (Avril  i863.  )  i  O 


(  '46) 

En  supprimant  le  lerme  commun  a*  {af — 3ic4-2crf)', 

et  en  remplaçant  H  par  sa  valeur  J'  —  ac^  cette  égalité  se 

réduit  à 

—  ^abl{a/'-^'^be -^  7.€d) 

=  —  ^acV  —  I2rt  ÏJ  —  «*[4l  ( */—  ^ce  4-  3^*)], 
ou 

Substituant  à  I  sa  valeur  ae  —  i^hd-\-  3c',  il  vient 
6(^7/— 3/;^-f-2crf)  r=  nc^— 4  Z»cr/4-3c3-4-3J -f /î(*/— 4<r<?-^3«/'), 

d'où 

J  =  ace  -f-  2  ^rrf  —  ad^  —  eb^  —  c*. 

Ce  qui  est  vrai  d'après  Téqualion  (4). 

Question  637. 

ÉwoNcÉ.  —  Les  quatre  faces  d^un  tétraèdre  ABCD 
passent  chmcune  par  un  point  fixe^  les  trois  côtés  AB, 
AC,  CB  de  l'une  des  quatre  Jaces  sont  assujettis  à  rester 
chacun  sur  un  plan  fixe:  trouver  le  lieu  géométrique  du 
sommet  y  D,  du  tétraèdre  y  opposé  à  cette  face. 

Ce  lieu  est  en  général  une  surface  du  troisième  degrés 
qui  se  réduit  à  un  cône  du  second  degré  quand  les 
quatre  points  fixes  sont  situés  sur  un  même  plan. 

(R.  Salmon.) 

Je  prendrai  pour  plans  de  coordonnées  les  trois  plans 
fixes.  Les  équations  des  côtés  AB^  AG,  GB.  situés  dans 
CCS  plans,  sont  alors, 

/  z  =  o, 

AB }  jr  Y 

a        o 


\ 
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X  =  o 


AC 


a        c  1 


X  =  o 


9 


l^D  ••«••• 


-  +   -7-  I  =  O 


Soient  (a,  6,  y),  (a,,  S,,  y,),  (^„  Sj,  y,)»  («*»  ^s»  7»)' 
les  coordonnées  des  quatre  points  fixes.  Le  plan  CD  A 
aura  pour  équation 

X         z 

-H I  -f-  >^  =  o. 

a        c 

Il  doit  passer  par  le  point  (ai,  £i,  yi),  donc 

h  -^ I  -h  X6,  =  o, 

a         c 

d'où 


«. 
L'équation  du  plan  CDÂ  est  donc 

(i)       -  (6,x  — a, /)  +  -(€,«  — 7,  j')+  y  —  6,  =  o. 

cl  C» 

De  même,  Téquationdu  plan  BCD,  passant  par  la  droite 
BC  et  par  le  point  (o^s  y  -^^t  ^  ys)»  ser.a 

(a)        tC^'J"  —  6,j:)-h-  («jZ— -7,.r)  -+-  .r  —  a,  =  O; 

et  le  plan  BDA  aura  pour  équation 

(  3)        -  ('/j.r  —  ttsz)  -f-  T  (73  J  ~  63Z)  -h  2  —  73  =  O. 


lO. 
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Les  quatre  points  A,  B,  C,  (a,  6,  y)  sont  dans  un  mè 
plan,  on  a  donc 


^  o  O  1 

o  ^  O  I 

o  o  c  i 

a  6  Y  I 


o. 


c'est-à-dire 


(4) 


a         6         7 


a 


Pour  avoir  l'équation  du  lieu  cherché,  il  suffit  d'c 
miner  -?  j?  -entre  les  équations  (i),  (a),  (3),  (4); 
lieu  aura  donc  pour  équation 


{g,.!?  — a,/)  o 


(6.3  — 7«r)    (J 

G  Z 


6.) 
73 


—  I 


ce  qui  représente  une  surface  du  troisième  degré  (**). 


{*)  L'équation  (4)  s'obtient  immédiatement  en  observant  que  le  f 

ABC  a  pour  équation 

X      jr      z 
-.-h--4----i  =0, 
abc 

et  que  le  point  (a,  /3,  */)  est  sur  ce  plan.       P. 

{**)  11  reste  à  prouver  que  le  lieu  se  réduit  à  un  cône  du  second  d€ 
quand  les  quatre  points  donnés  sont  situés  dans  un  même  plan.     P. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  639^ 


Pae  m.  Léon  LHUILLIER, 
Elève  à  Nancy. 


Enoncé.  —  TrouK^er  sur  la  surface  d'un  paraboloïde 
hyperbolique  le  lieu  gé omet n que  d'un  point  tel,  que  les 
lieux  génératrices  rectilignes  menées  par  ce  point 
fassent  un  angle  donné. 

Cas  particulier  où  l* angle  donné  est  droit. 

Soient 


et 


les  équations  de  deux  génératrices  rectilignes  menées  par 
un  point  de  la  surface. 

Si  Ton  représente  par  f  Tangle  donné,  et  par  a,  &, 
a',  b'  les  coeflicients  angulaires  des  projections  de  ces 
génératrices,  la  condition  de  Fénoncé  se  traduit  par 
l'équation 

aa'  -+-  ^^'  H-  I 

cosç  =  — =====1  • 

\la}  -h  6'  4-  1  v/fl"  4-  ^''  +  I 

Or,  on  a 

s'p'  V  p  s'p'  V  r' 

Ih  condition  devient  donc 


ros<p 


v'(4V+/<M-//)(4fL'H-/,+/»') 


oa 

Substi  tuant  dans  cette  équation  à  À  et  u  les  valeurs 

-^  +  ^=  et  -=T= -^  il  vient 

\P       \P'       \P       \P 

Cette  dernière  équation  simpliliée  en  \ertu  de  la  relatioD 

y^        Zr 

7  =  J^»  qu>  est  satisfaite  pour  lous  les  points  du 

lieu,  devient 

i  =(4'+/' -/»')'• 

Les  points  clierchés  sont  donc  à  l'intersection  du  para^ 
boloide  et  du  cylindre  hyperbolique  représenté  par 
Téquation  précédente. 

Dans  le  cas  particulier  où  Tangle  donné  f  est  droit, 
Téquation  (i)  se  réduit  à(4x-+-/>  — ^)=o;  elle  repré- 
sente un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  paraboloïde,  et 
qui  coupe,  par  conséquent,  la  surface  suivant  une  hyper- 
bole. Si  p  =:  p\  ce  plan  devient  le  plan  tangent  au  soui-^ 
met;  le  lieu  des  points  communs  à  ce  plan  et  au  parabo- 
loïde  se  forme  des  deux  génératrices  rectiligncs  menées 
par  le  sommet  de  la  surface. 

Dans  lous  les  cas,  le  plan  ^x  H-  /?  —  ^'  =  o  est  le  lieu 
géométrique  des  sommets  des  trièdrcs  tri  rectangles 
circonscrits  au  paraboloïde.  11  sufûl,  pour  s'eu  assurer, 
d^ajouter,  en  tenant  compte  des  relations  qui  expriment 
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que  irois  plans  sont  rectangulaires,  les  équations  des  trois 
plans  tangents  de  la  forme 

4«cos'a-f-4/cosacos6  4-  42COSacos7  =  /?'cos'7  —  /?cos'6. 
Oa  trouve  aisément  ^x  =^  p'  —  p, 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  646; 

Par  m.  Margellin  NOBLOT, 
Élève  du  lycée  de  Lyon. 


EsoMCÉ.  — Par  un  point  (a,  6)  dnplan  d'une  ellipse 
à^y*  -4-  i*x*  =  a'i*,  on  peut,  en  général,  mener  quatre 
droites  qui  coupent  cette  courbe  sous  un  angle  donné  â 
différent  de  o  ;  trouver  V équation  du  système  de  ces 
quatre  droites. 

Soient  A  la  tangente  de  Fangle  J  ;  m  le  coefficient  angu- 
laire d'une  droite  menée  par  le  point  (a,  &)\x^j  les  coor- 
données du  point  où  elle  coupe  Tellipse  sous  Tangle  d  :  pn 
aura 


(') 

A= : 

I  —  /// 

b'x' 

(î) 

Y  — 

6=/iî(X-. 

-«)> 

(3) 

r  — 

•6  —  m  (x  — 

-«), 

(4) 

rt'^2  _^  ^î 

x'  =  «»ô'. 

Les 

équations 

(i)et(3) 

donnent 

X  . 

n^ 

(A  — /m)(6- 

-  ///  a  ) 

[a^- 

-  b^)  f/ià  —  a 

m^  —  b 

V 

b^ 

(ni^-hl)(fJ 

—  ///  a  ) 

ï' 


En  remplaçant  jr,  y  par  ces  expressions  dans  Tcqua- 
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tion  (4),  il  vieni 

(S  —  moLy  [à'{b.  —  mY  +  b^  (w  A  +  i)»] 


ou,  parce  que  m  =  — , 


a 


équation  du  quatrième  degré  homogène  par  rapport  à. 
Y  —  S,    X  —  a,   qui    représente    le  système   de  qualrer 
droites,   réelles   ou   imaginaires,  menées  par  le   point 
(a,  S),  et  coupant  Tellipse  sous  l'anglei  donné  d. 
Quand  A  =  o,  l'équation  (5)  se  réduit  à 

(6X  —  a  Y)'  =  r7»(Y  —  ^Y  4-  6'(X  —  Qt)% 

elle  représente  alors  le  système  des  deux  tangentes  me- 
nées du  point  [(Xy  S)  à  Tellipse. 

Note  du  Rédacteur.  —  La  même  question  a  été  ré- 
solue d'une  manière  semblable  par  M.  Gustave  Harang, 
élève  en  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Douai 
(classe  de  M.  Painvin). 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  638  ET  639; 

Par  m.   E.   HANS, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot). 


Question  638. 
Soient  M  un  point  du  lieu;  O  le  centre  de  Thypcrbo- 


(  '53  ) 

loïde,  et  OIVI  =  a^  Je  prends  pour  axe  des  x  la  droite 
OM,  pour  axes  des  j^  et  des  z  les  axes  de  Tliyperbole  con- 
juguée*, Téquation  de  la  surface  sera 

L 'intersection  de  Thyperboloïde  par  le  plan  x  =  a'  est 

b' 
le  système  des  deux  droites  j=  zh  -7-  z  5  ces  deux  droites 

devant  faire  un  angle  constant  Y,  on  a 

<')  ^^"^'^  =  c'-  ^  b'-' 

Prenons  maintenant  pour  axes  de  coordonnées  les  trois 
axes  de  l'hyperboloïde,  et  nommons  x^j^  z  les  coordon- 
liées  du  point  M,  rapporté  à  ce  nouveau  système.  En 
désignant  par  a,  b^  c  les  demi-axes  de  Thyperboloïde,  ou 
aura 

rt'a  4-  ^'2  —  c'»  =  «2  ^  Z»'  —  c\      a^  =  j:2  H-  j»  -f-  i\ 

d'où 

(2)  c''  —  b'^  =  x^  -h y  -+■  z'  —  (fi^  +  6'  —  c^) . 

Le  parallélipipède  construit  sur  les  demi -diamètres 
conjugués  a  même  volume  que  celui  qui  est  construit 
sur  les  demi-axes^  sa  base  est  b^c\  et  sa  hauteur  est  la 
distance  de  Forigine  au  plan  tangent 

rX        rY        zZ 


a'  b'  c' 


Cette  hauteur  a  donc  pour  expression 


\/: 


r' 


a'  "^  /;♦  "^  a' 


(  i54  ) 

Ûonc 

b'c' 


abc  =  it: 


d'où 

Remplaçant,  dans  réquation  (i),  i'c'  et  c'*  —  i'*  par 
leurs  valeurs  (3)  et  (a),  il  vient 


2a 


(4)  tangV  =  - 


y  a'        b*       c* 


Le  lieu  cherché  est  donc  déterminé  par  l'intersection 
de  rhyperboloïde  et  d'une  surface  du  quatrième  degré 
que  réquation  (4)  représente. 

Quand  l'angle  donné  V  est  droit,  Téquation  (4)  se  ré- 
duit à 

x^-^X*  -h  z?  —  (a'-f-  b^'-c^)  =  o, 

et,  dans  ce  cas,  le  lieu  est  déterminé  par  l'intersection  de 
rhyperboloïde  et  d'une  sphère. 

On  voit  à  priori  qu'il  n'y  aura  de  lieu  réel  qu'autant 
que  Tangle  donné  ne  surpassera  pas  le  plus  grand  angle 
formé  par  deux  des  génératrices  du  cône  asymptote. 

Question  639. 

La  solution  de  ce  problème  se  déduit  de  celle  du  pro- 
blème précédent.  En  effet,  on  obtient  l'équation 

9.p        9.  q 

du  paraboloïdc  hyperbolique,  en  transportant  l'origine 


(  i55  ) 
au  sommet  {x  =  —  a,  j^  =  o,  s  =  o),  de  14iy|>crboloïëe 

jr'       ^  _  £  _ 


faisant  tendre  a  vers  Tinfini,  et  posant 

lira  — =  /?,       lira— =  a. 
a  a 

Dans  le  cas  de  Phyperboloïde,  le  lieu  appartient  à  la 
surface 

(tangV)[x*H-^'-|-«'  —  (a*  4-  6'  — c^)] 


Transportant  Torigine  au  sommet,  cette  équation  de- 
vient 

(tang V)  [(x  —  ay-\-y^ 4-  ^s'  —  (fl*  -h  ^'  —  c')] 
Elevant  au  carré  et  simpliGant 

^  \ii»  ^  ^«       c*        /i'        «V 

Divisant  les  deux  membres  par  a', 

(tang'V)     ^ 2x h  — 

^  \  a  a        a  j 

,b'    C*    l     ^      ,  c^    ,       rb'  ,      o  ^-    c^  ^  ,   b'    c' 

^  a    a    a^         ^ b"^        ^  c'  a    a  a  ^    a    a 

Pour  a  =  00  , 

b^  t*  A=       w        f2       n 


•       —        • 


--/',       --7.       ^=-'      p=- 


î 


(  -56) 
l'équatioQ  se  réduit  à 

r  l 

et  elle  représente  un  hyperboloïde.  Le  lieu  cherché  est 
donc  déterminé  par  l'intersection  de  cet  hyperboloïde  et 
du  paraboloïde  donné. 

Lorsque  l'angle  V  est  droit,  Téquation  (i)  donne 

(— 2X — p  H-  ^)  ==  o, 

équation  qui  représente  un  plan  parallèle  au  plan  des  j^z. 
Dans  ce  cas,  le  lieu  est  une  hyperbole.  Si  on  a  de  plus 
p  =  y,  le  lieu  se  compose  de  deux  droites. 


THÉORÈME 
SUR  LES  CONIQUES  INSCRITES  DANS  IIN  QUADRILATÈRE; 

Par  m.   pain  vin. 


Soient  S,  S',  S'',  trois  coniques  inscrites  dans  un 
quadrilatère  ^  on  mène  une  tangente  quelconque  à  la 
conique  S  5  puis  par  les  points  P'  et  P^,  Q'  et  Q'^  oii  cette 
tangente  rencontre  respectii^ement  les  coniques  S'  et  S'^ 
on  mène  encore  des  tangentes  à  la  première  conique  S  ; 
le  lieu  des  intersections  M  de  ces  tangentes  se  compose 
de  deux  coniques  inscrites  dans  le  même  quadrilatère. 

Tel  est  l'énoncé  du  théorème  que  je  vais  démontrer. 

i .  Si  A,  B,  C  représentent  des  fonctions  linéaires  ho- 
mogènes des  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point,  l'équation 

A'  =  T-  -h  -  ^ 

A  p 

OÙ  X  Cl  fx  sont  deux  constantes  liées  par  la  relation 


(  >57  ) 
représente  une  conique  inscrite  dans   un   quadrilatère 
ayant  pour  diagonales  les  droites 

A  =  o,     B  =  o,     C  =  c), 

el  pour  côtés  les  droites 

/  A  +  B4-C  =  o, 

\  A4-B-C  =  o, 

l  '  j  A  —  B  H-  C  =  o , 

(  A  —  B  —  C  =  o . 

Cherchons,  en  effet,  l'enveloppe  de  la  courbr^  en  regar- 
dant 1  comme  un  paramètre  variable,  on  trouve 

(  A»  4-  B^  —  C» )^—  4  A'  B'  1=0 , 

ou 

(A4-B-hC)(A-hB  — C)(A  ~  B +C)(A  —  B  —  C)  ==  o. 
2.  Ceci  posé,  soient 

B'       C 

(S)  A'=  — -h  — ,      on      X4-fA=i, 

(i)  {(S')         A'=5^-f-j.      où      /2-h/  =  i, 

B»       O 

(S")  A^=---^--,        011       /<.4.X-.=:| 

les  équations  des  trois  coniques  S,  S',  S''. 
La  droite 

(,,  A  =  B!i^^-hC^, 

où  f  est  un  paramètre  arbitraire,  représente  une  tangente 
quelconque  à  la  conRjue  S  ^  car  si  Ton  remplace  A  par 
cette  valeur  dans  la  première  des  équations  (i) ,  on  trouve 
un  carré  parfait. 

Un  point  quelconque  P'  de  S',  et  un  point  quelconque 


(  i58  ) 
P'Me  S''  seront  rcspeclivenienl  donnés  par  les  équations 

l  —  =  y'^  sin  a ,  l  —•  =  \//'i  sin  a, , 

(3)  P'<  _  P"| 

1  T"  =  N^^  c^Sa,  /  --  ;=3  V^  COSflti  : 

\  A  \  A 

a,  GTi ,  sont  deux  constantes  arbitraires;  les  équations  des 
deux  coniques  sont  évidemment  vérifiées  par  les  coor- 
données des  points  P'  et  P'^ 

Exprimons  maintenant  que  ces  deux  points  sont  sur  la 
tangente  (  a)  à  la  conique  S,  ce  qui  conduit  aux  conditions 

//N  VA  .      .       V^ 

(4)  I  =--=sina  sinw  4- -pcosacosç, 

\/\  •      Vf* 

(5)  I  =--=:-sina,smç-|--^cosa,co5f . 

VX  s/il 

Or,  les  équations  de  deux  autres  tangentes  quelconques  à 
la  conique  S  seront 

(b)  A=-pSin  II  H — pcostt, 

B     .  C 

(7)  A=--=:Sin«,  H =.COSf/,. 

S/I  s/fi. 

Exprimons  que  la  première  passe  par  le  point  P',  et  la 
seconde  par  le  point  P'',  nous  aurons  les  deux  nouvelles 
conditions 

/o.  s/h    ,         .  sfk 

(0)  I  = —sm  II  sm  a -4--^ cos  M  cosa, 

s/\  v/f* 


(^j  I  =;=-— .sm«,siOa4H ^;;^0Siei|  ODSai. 

y/\  v> 

L'équation  du  lieu  des   points  d'intersection  des   tan- 
gentes (6)  et  ^7)  s'obtiendra  en  élimiaanl;  les  indaler- 


\ 
\ 


(  '59) 
minces  a,  oti ,  u,  Uj ,  et  f  entre  les  six  «kpiations  (4)»  (5), 

{«)»(7).(8)i(9)- 

3.  Pour  effectuer  cette  élimination,  tirons  de  (4  )  6t  (8) 
les  valeurs  de  sina  et  cosa,  et  ajoutons  la  somme  des 
carrés;  opérons  de  même  sur  ai,  a  Taide  des  relations 
(5)  et  (9);  on  obtient  ainsi  les  deux  égalités  suivantes 
qui  ne  renferment  plus  que  f ,  u  et  Ui  : 

on  a  supprimé  les  facteurs  1  ? )  1  (  '^ *  1  ?  qui,  éga- 
lés à  zéro,  donneraient  la  tangente  primitive  (a)  ;  les 
lieux  géométriques  correspondants  sont  évidemment  les 
coniques  S'  et  S^^ 

Maintenant  éliminons  (f  entre  les  équations  (10)  et  (i  i)^ 
pour  cela,  ayant  égard  aux  formules 


a        1  -f-  CCS  a         .     fl        I  —  cos  a 

_  = ,     sm»  -  =  i 

22  22 


j'écrirai  d^ abord  les  relations  (10)  et  (11)  sous  la  forme 
suivante  : 

cos((p  — «)=  r--  +  Mcos(ç4-a)4-^-+-^-i, 

Développons  les  cosinus  et  ordonnons  par  rapport  h  sin  c^ 
et  cos  (f ,  nous  trouvon  s 

Îa  sin  ff  sin«  +  b  cos  <p <»»  «  =  c , 
# 
ff,smfStnf/,-f-  t>,cosçcos«,  =  c, , 


(  '6o  ) 


après  avoir  pose 


a  =: 


(.3) 


h=    ;-i; 


Â  +  7-^'' 

0\         — 

-  +  ii 

A.       X, 

t,- 

A,        *. 

Â  +  7-'' 

c,  = 

A,        *, 

—  -r  ^-  -T-  -h  ï 


-:-  -H  -^ I- 


Résolvons  les  équations  (12)  par  rapport  à  sin  cp  et  cos  cy  -, 
puis  ajoutons  la  somme  des  carrés  ^  on  obtient  la  relatior» 
suivante  entre  u  et  i/j  : 

!(a^,sin/icostf|  — £i|^sintf,cosfi)^ 
=  (a,csintfi  —  £ic,siDtf)'+  (^c,  cosa  —  ^,  ccosw,)*. 

Or,  si  Ton  remarque  que  les  produits  flfti ,  a^h'^ 
aci ,  ai  c , . . . ,  sont  de  la  forme 


(i5) 


aib=p — /?,,      c,a=/ï  —  «,,      biC=m  —  /w,  ; 


la  relation  (i4)  deviendra 

\psm{u  —  ii|)-h/»,sin  («4-  a,)]^ 
=  [« ( sin w,  —  sio « )  -h «,  ( sin  « -f-  sina,  )  ]' 
-|-[/w  (costt — cosw,)  -+-  /7i,(cos/£  -|-cosw,)]*; 
ou  eniin 

r     .    u  —  u,        Il  —  w,  .    M  H- w,         «H-/f,  "P 

I  /^sm cos \-P\  sm cos 1 

La  2  '  2  2     J 

(ib)/==     /isin cos w,sin cos 1 

)       L  ^'  ^  2  2      J 

r      .    «  —  a,    .     i/-htt,  u—Ui         a-t-a,!» 

-I- 1  /w  sin sm /w,  cos cos I  • 

I  2  2  2  2     J 

La  question  se  trouve  donc  ramenée  à  Télimination  de 
u  et  r/,  entre  les  équations  (6),  (7)  et  (16). 


(  i6»  ) 

Eln  éliminant  successivement  les  quantités  C  et  B,  les 
équations  (6)  et  (7)  se  ramèneront  à  la  forme 

.     /mH-mA  B  /if—aA 

im)  { 

A         /w+^A          C          /a  — a, 
A  cos     1  =  -=  cos  ( 

\     2     /       Vp        V     ^ 
De  là  on  déduit,  sans  difficuké, 


(18) 


/tt4-w,\           C                   /a— w,\        A 
cos  I  I  =r =  ;      cos  1 1  =  — , 


R  et  H  étant  des  quantités  qui  ne  renferment  aucune  in- 
déterminée, et  définies  par  les  égalités 

„,      B^       C^ 

A  f* 

(>9)  ]  B.       c^ 

Het  R  entrent  d'ailleurs  dans  les  expressions  (18)  avec 
des  signes  quelconques  complètement  indépendants. 

La  substitution  des  valeurs  (18)  dans  la  relation  (16) 
nous  conduit  à  Téquation  du  lieu  cherché,  savoir  : 

/     xf    .«  BCT      r    RC         ABl»     r     RB  ACT 

4.  Développons  cette  dernière  équation,  en  rempla- 
çant R'  par  sa  valeur  (  19) ,  nous  trouvons  : 

B^  C*       B'  C^ 


(^0  i ~  ^P''^  '»*-'";)-  "Y"  (P'—  ''?-^-'"')/  =o- 


A^C»      .        .  .V       A'B^ 

RABC , 

— — -(/ww,-f-/ï/î,  -hppi) 

y/lu 

Ann.  de  Blathémat.,  2^  série,  t.  II.  (Avril  i863).  II 


(  »6.  ) 
Or,    je    vais    démoiiirer    d'abord    que     le    coeffieieDi 
(  w///,  -h w/ii  -i-ppi)  de  R  esi  nul  ^  et  je  ferai  voir  ensuite 
que  le  premier  membre  de  l' équation  restante  se  décom- 
pose en  deux  facteurs  de  la  forme 

A' -. 

5.  Pour  arriver  simplement  à  ce  résultat,  je  remarque 
que  les  six  constantes  m,  w,  p  5  m^ ,  /îi ,  /?i ,  dépendent, 
par  l'intermédiaire  des  /i,  a,  ^  b^b^^  c,  Ci ,  de  trois  con- 
stantes arbitraires  seulement,  savoir  A,  h  et  h^  ;  il  est  donc 
iaiportant  de  faire  ressortir  le  plus  possible  cette  dépen- 
dance. 

Des  égalités  (  i5)  je  conclus 

fini  ^zbc^-^byCy      iin^=caf^Ctay       2/?  =rû^,  4-/?,^, 

Or,  les  relations  (i3)  donnent 

«-+-^=2,  fl,  -1-^1=2, 

X  l 

(23)  (  «  /'i 

u        2(1  — >)  pt  I  —  X 

<7  4-t=:2V=- 7-  >       fl, -+-C,  =  2  ^  =:  2   — — -• 

A-  î  — à  A,  I  — /i, 

Du  premier  groupe  (  23  )  on  déduit 

ia  :^!l  —  b, 
4(.-*)' 

et  du  second, 

l  <7,=  2— é,, 
(25)  ^^  Jl^^' 


4(«-*.) 


\ 


(  i63  ) 
Posons  alors 

(^)  (*  =  .-?. 

les  égalités  (24)  et  (a5)  nous  donneront  d'abord 

a  =  i+B, 


(*7)  .         .     ^ 


puis,  en  galant  les  valeurs  de  X  : 

(28)  3rî-p.c'=(p-^.)(»--PP.)- 

D* après  celte  notation,  les  valeurs  des  constantes  m, 
f},  p,  7111,  /i|,  ^1,  fournies  par  les  équations  (22),  seront 

2/w  =c,  -h  c  —  (Pc  H-  p,c), 

2/W,=  C,  —  C {^Ct  —  p,c), 

i.n:==zc  -+  c,  -h(P^, -f-p,c), 
2/1,=  — (c—c)  —  (pr,  —  p,r), 

/^-i— pp., 

/>.=  P  — p.; 


1^9) 


<!t,  en  outre.,  la  relation  (a8)  pourra  s'écrire 
'3o)  ^c\^^,c^  =  pp,, 

6.  Ces  préparations  étant  effectuées,  calculons  d'abord 
la  quantité  (w/Wj  H-  /i/i,  -h  p/^i).  On  a  : 

4(w//i,  -f-  ««.  H-  pp^)  =  cj  --  c2  -H  p'cj  —  pjf2 

-2(pcî— p^c'J-cî-hc^'-pVÎ-hpJr^ 

k  second  membre  est  évidemment  nul-,  donc 
(29  his)  /w/?/,  -I-  /î/ï,  -f.  /7/;,  =  o. 


1 1. 


{  '64) 
Si  maintenant  on  pose 


3 

K 


A^  =  X,     M=/>'-+-/ii^--/ïJ 
(3.)  /   T=^'      ^  =  P^^m\^n^, 

-=Z,      P  =  nJ  —  m»  — «2; 

Tëquation  (ai)  prendra  la  forme 

(32)  /?»X^  H-  /w^Y*  +  «'Z^  —  MXY  —  NXZ  —  PYZ  =  o. 

La  décomposition  en  carrés  nous  donnera,  en  premier 
Heu, 

(33)  (2/?^X  —  MY  —  NZ)^  —  Mf  Y»  —  NJ/»—  2P,YZ  =  o, 

après  avoir  posé 

IMî  =  M»  — 4/>»/w% 
N;=rN'- 4/^/1% 
P,  =  MN  +  2fi^P. 

Continuant  la  décomposition,  nous  trouvons  enfin 

/  (2/?»X  — MY  — NZ)» 

j  -.^M.Y  +  -Zj   -H jjjj Z'=o. 

Or,  il  arrive  ici  que 

(36)  pj=:xm;in;. 

On  a,  en  effet,  d'après  les  formules  (34)) 

(37)  pj— m;n;=(mn+2/?*p)«— {M^-.4/>'/w')(N'— 4/>»/i»)5 

en  ayant  égard  aux  valeurs  des  M,  N,  P  (3i),  on  aura 


(  '63) 
succcssiyeinenl  : 

PÎ-~M,N,  _  pj^j^  _,_  ^2p2  4.  ,,,2^1  ^  ,,2M'  —  ^p'm^n- 
=  /?î  MN  -f-  /w'N» -f-  /ï'M*  —  (  w'  -h  «')  MN 

-f-/?'(P'— 4/w»«') 

=  /?JMN -f- (M  —  N)(»^M  — //i^N) 

et  enfin 

—  p^  [m^m]  -h  n'n]  ^  m^ n]  —  mj/î') 
(38)   ïli:^^=}—p\{m'm]-^n'n]^m'n'^m\n\)     J. 

—  2(m/if,-f-/i/i,)  (/w/i-f-/Wi/»,)(m/i,+  m,/i) 
Or,  les  relations  (2g)  et  (3o)  nous  donnent 

mn  -h  m^ni^zr  pcc^, 
mrii  -f-  w,  «  z=:  —  /?,  cr,  ; 

(le  là  on  conclut 


(4o) 


m^m]  H-  /l'/ij  =  p*p]  —  2i?i/?t,/2/ii, 
/w^/i*  H-  mj/ij=/?^c'cj  —  aiif/?t|/t/i,, 

(iiî/w,-f-/i/i,)  (/lî/i, -f- w,/t)  (m/i-4-  /w,/i,)  =:  /^'/>ît''<'J 


En  substituant  ces  valeurs  dans  Texpression  (38),  on 
constate  immédiatement  Tégalité  annoncée^  savoir 

Si  Ton  a  égard  à  cette  dernière  relation,  Féquation  (35) 
donne  les  deux  suivantes,  en  remettant  pour  X,  Y^  7^ 


(  >66) 
leurs  valeurs  (3i), 

M  — M,    B»       N  — N,    C' 

A   ;^=  •  —  H-  ^^^^^-^  •  —  9 

A'  = •  -  H --i  .  -  ; 

^  p^  A  2/?'  |t 

équations  qu'on  peut  écrire  sous  cette  forme  plus  simple, 
en  faisant  usage  des  relations  (34)  • 

A»  =z . B*  H •  C^ 

(il)  < 

1  A'  = B*  H •  C 

(  X(1V1--M.)         ^^(N~î^.) 

Ainsi  se  trouve  démontrée  la  première  partie  du  théorème 
énoncé  :  le  lieu  géométrique  se  compose  de  deux  co- 
niques. 

Memarque,  —  Dans  tous  ces  calculs,  j'ai  supposé 
Pi  = -I- Ml  N,  ;  il  suffit  d'un  peu  d'attention  pour  voir 
que  cette  restriction  n'influe  aucunement  sur  les  consé- 
quences que  je  veux  en  tirer;  les  valeurs  particulières  de 
m,  II,  p, . . . ,  pourront  seules  indiquer  si  l'on  doit  prendre 
P,  = -h  Ml  JNi  ou  Pi  =  —  Ml  Ni . 

7.  J'ajouterai  que  les  deux  coniques  (4i)  sont  inscrites 
dans  le  quadrilatère  auquel  sont  inscrites  les  coniques 

S,  8S  S^ 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ail 
pour  la  première  conique 


.     —  ■   ■  ■  »  1  ■  ■  »  ^m  I  _ 


2W  2/1 

^t  pour  la  seconde 

—— — — — -  -^  „         —  i 

'xm^  2  /<' 


(  «e?  ) 

Or,  ces  deux  conditions  entraînent  l'existeDcc  simultanée 
des  deux  relations 

(42)  \ 

nous  allons  vérifier  ces  deux  égalités. 

Je  remarque  d'abord  que  les  équations  (29)  donnent 

ou,  en  remplaçant  c|  par  la  valeur  déduite  de  Téqua- 
tion  (3o), 

Mais,  d'après  les  équations  (24)  ^t  (^6),  on  a 

41       ' 

nous  arrivons  ainsi  à  la  première  des  relations  suivantes  : 

la  seconde  se  déduit  de  la  première  en  ayant  égard  aux 
égalités  (39)  et  à  la  condition  X  -f-  (ix  =;  i .  Multiplions  ces 
dernières  relations  respectivement  par  jumwi,  Xw/Zj,  et 
ajoutons,  il  vient 

ou,  d'après  Féquation  (29  his)^ 

(44)  ^'^''«1  H-  fx///2/«;  =:=  >.fxi>V'î. 

8.  Ceci  posé,  la  première  des  égalités  (4*-^)  qu'il  s'agit 
de  vérifier  devient,  en  remplaçant  M,  N,  P  par  leurs  va- 
leurs (3i), 
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OU,  en  vertu  de  la  relation  (44)? 

(45)  p^lln^-h  yim')  -^  m^n^  —  liip' p]  =  o. 

Substituons  à  X  et  ^  leurs  valeurs  (43)9  nous  trouvons, 
réduction  faite, 

/?  (  /w,  «  -f-  /w/i,  )  -\^  pi\ rnn  -f-  m,  /i,  )  =  o  ; 

or,  le  premier  membre  est  nul  par  suite  des  relations  (Sp). 
Passons  à  la  seconde  des  égalités  (42).  Elevons  au  carré 
le  premier  membre  et  ayons  égard  aux  relations  (34)  et 
(36),  puis  à  la  première  des  égalités  (4^)  qui  vient 
d'être  vérifiée;  on  obtient 

(H/i^M  -f-  fA/w»N)»—  4/?'/n=^/i»[X«»H-  f*/w*H->fii(«2  -h  «')  —  ^f*;'!]» 

ou 

4/w'/î'[//t'/i*—  (X  w»  -+-  \t.m^)p^  -}-  V/^^A^n» 

quantité   évidemment    nulle    d'après    l'égalité    démon* 
trée  (4S)* 

Ainsi  se  trouve  complètement  établi  le  théorème  sui- 
vant : 

Théorème  I.  —  Soient  S,  S',  S''  trois  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère  -,  on  mène  une  tangente  quelcon- 
que à  la  conique  S;  puis^  par  les  points  V  et  V'y  Q'  et 
Q",  où  cette  tangente  rencontre  respectis^ment  tes  co- 
niques S'  et  S" y  on  mène  encore  des  tangentes  à  la  pre- 
mière conique  S;  le  lieu  des  intersections  de  ces  tangentes 
se  compose  de  deux  coniques  inscrites  dans  le  même 
quadrilatère. 

Je  vais  maintenant  déduire  de  cette  analyse  plusieurs 
conséquences. 

9.  Si  Ton  suppose  que  la  conique  S'^  coïncide  avec  la 
conique  S',  auquel  cas  on  a 
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et,  par  suite, 

///,  =  0,     M  =  />'4-/»%.  M,=:/?2  — /w% 

/>.=ro,      P==—  (/it'4-/»^),      P,  =:iy  — /w^){/?'  -ri'); 

les  deux  coniques  (4i)  se  réduisent,  l'une  à  la  conique  S, 
et  l'autre  à 

\p^  a  p^ 

d'où  ce  théorème,  cas  particulier  du  précédent  : 

Théorème  II.  —  Si  S  et  Sf  sont  deux  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère,  et  quon  mène  une  tangente  quel- 
conque à  S  ;  puis,  que  parles  points  d'' intersection  de  cette 
tangente  ai^ec  la  conique  S'  on  mène  des  tangentes  à 
la  première  conique  S  :  le  lieu  des  intersections  de  ces 
tangentes  sera  une  conique  inscrite  dans  le  même  qua-- 
drilatère, 

10.  Considérons  un  système  de  coniques  homofocales 


df2  r^ 


si  Ton  pose 


p«        (p^-c^) 


i; 


CI  c         ^ — I 


cette  équation  prend  la  forme 


î.V(i:Zl)  =  .... 


c'est-à-dire  que  des  coniques  homofocales  sont  toutes 
inscrites  dans  un  même  quadrilatère  ^  les  sommets  de  ce 
quadrilatère  sont,  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre, 
les  deux  foyers  réels  et  les  deux  foyers  imaginaires  de  la 
conique  ^  deux  des  diagonales  de  ce  quadrilatère  sont  les 
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axes  communs  à  toutes  ces  courbes,  la  troisième  diago- 
nale (c  =  o)  est  à  Tinfini.  Le  théorème  que  je  viens  de 
dëmoutrer  est  donc  applicable  à  ce  cas  particulier,  et  nous 
pourrons  dire  : 

Théorème  III.  —  Trois  coniques  S,  S',  S"  étant  homo- 
focales,  si  Von  mène  une  tangente  quelconque  à  laco- 
nique S,  et  que^  par  les  points  d'intersection  de  cette 
tangente  auec  les  coniques  S'  et  S'',  on  mène  de  nou- 
vielles  tangentes  à  la  première^  le  lieu  des  intersections 
de  ces  tangentes  se  composera  de  deux  coniques  homo- 
focales  auec  les  premières. 

On  aurait  un  théorème  semblable  pour  le  cas  encore 
plus  particulier  de  trois  cercles  concentriques. 

11.  Dans  les  calculs  précédents,  les  lettres  A,  B,  C 
représentent,  comme   nous   Tavons   dit,   des  fonctions 

linéaires  et  homosènes  de  a:,  r,  z:  -7  -  étant  les  coordon- 

^  ^  z     z 

nées  d'un  point.  Supposons  actuellement  que  -*9  -9  au 

lieu  de  désigner  les  coordonnées  d'un  point,  soient  les 
paramètres  ou  les  coordonnées  d'une  droite.  En  d'autres 
termes,  au  lieu  d'interpréter  les  calculs  que  nous  venons 
de  faire  dans  le  système  des  coordonnées-point,  interpré- 
tons-les dans  le  système  des  coordonnées  tangeutiellcs. 

Dans  ce  dernier  système  : 

Les  équations  (1)  représenteront  trois  coniques  circon- 
scrites à  un  même  quadrilatère  dont  les  sommets  seront 
les  points  représentés  par  les  équations  (I)',  l'équation  (2) 
représente  un  point  quelconque  I  situé  sur  la  conique  S; 
les  équations  (3)  donnent  les  coordonnées  des  tangentes 
respectives  T' et  T'^  aux  coniques  S' et  S"^  les  relations  (4) 
et  (5)*soiit  les  conditions  pour  que  les  tangentes  T^  et 
T"  passent  par  le  point  1-,  les  équations  (6)  cl  (7)  repré- 
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scnteot  deux  points  quelconques  M'  et  M''  situés  sur  ia 
omique  S;  les  relations  (8)  et  (9)  eicpriment  :  la  pre- 
mière, que  le  point  M^  est  sur  la  tangente  IT^;  la  seconde, 
que  le  point  M''  est  sur  la  tangente  IT'^  Les  équations 
(6)  et  (7)  donnent  donc  les.  coordonnées  d'une  droite 
passant  par  les   points  d'intersection  avec  la  conique  S 
des  tangentes  menées  respectivement  à  S'  et  S'M'un  point 
quelconque  I  de  S,  Par  conséquent  Téquation  (21),  qui 
est  une  relation  entre  les  coordonnées  d'une  quelconque 
(le  ces  droites,   en  sera  la  courbe  enveloppe,  et  cette 
courbe  enveloppe  (^i)  ou   (41)   se  composera  de  deux 
coniques  circonscrites  au  même  quadrilatère. 
Nous  sommes  ainsi  conduits  au  théorème  suivant  : 

Théobeme  IV.  —  Trois  coniques  S,  S',  S''  étant  cir- 
consentes  à  un  même  quadrilatère ,  si  dUin  point  quel- 
conque  \  de  S  on  mène  des  tangentes  YT'  et  YT"  respec- 
tifement  aux  coniques  S'  et  S'^,  et  que  M'  et  M^  soient 
les  intersections  de  ces  langmtes  av^ec  la  conique  S, 
l'enveloppe  des  droites  M' M''  se  compose  de  deux  coni- 
ques circonscrites  au  même  quadrilatère. 

Ce  dernier  théorème  est  connu  depuis  longtemps. 
M.  Poncelet  l'a  démontré  analytiquement  pour  le  cas  de 
trois  cercles  ayant  une  corde  commune  [^applications 
à* Analyse  et  de  Géométrie  y  p.  3i4à  347),  et  Ta  étendu 
au  cas  de  trois  coniques  à  l'aide  des  principes  de  la  mé- 
thode projective. 

12.  Du  premier  des  théorèmes  que  je  viens  de  démon- 
trer, on  peut  déduire  plusieurs  conséquences  relatives 
à  l'inscription  des  polygones.  Je  ne  citerai  que  celle-ci  : 

TBÉORÈMâ  V.  —  Soient  S,  Si,  Sj, . . . ,  S„,  (n  -f- 1)  co- 
niques inscrites  dans  un  même  quadrilatère  ^  imaginons 
un  polygone  A  Aj  Aj.  .  .A„A  dont  les  n  premiers  som- 
mets A,,  Aj,.  .  . ,  A„  sont  assujettis  à  rester  respect  ire- 
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ment  sur  les  n  coniques  Sj,  St,.  . .,  S»  et  dont  tous  les 
côtés  sont  constamment  tangents  à  la  conique  S;  si ron 
déforme  ce  polygone  en  consentant  toujours  les  mêmes 
conditions  et  le  même  mode  de  construction^  le  sommet 
libre  A  de  ce  polygone  décrira  une  conique  inscrite  dam 
le  même  quadrilatère. 

La  déduction  de  cette  propriété  est  facile.  Cousidé- 
rons,  par  exemple,  cinq  coniques  S,  Si,  Ss,  Ss,  S^]  A^  As 
étant  une  tangente  quelconque  à  S,  le  point  de  rencontre 
i  des  deux  tangentes  A^i  et  A^i  décrira  une  conique  in- 
scrite dans  le  même  quadrilatère,  d'après  le  premier  théo- 
rème. As  As  étant  une  tangente  à  S,  et  le  point  i  se  trou- 
vant sur  une  conique  également  inscrite,  le  point  de 
rencontre  h  des  deux  tangentes  ih  et  As  A  décrira  aussi 
une  conique  inscrite  dans  le  même  quadrilatère.  Enfin, 
As  Al  étant  une  tangente  à  S,  le  point  h  se  trouvant  sur 
une  conique  inscrite^  le  point  de  rencontre  A  des  deux 
tangentes  h  A  et  Ai  A  décrira  une  conique  inscrite.  C'est 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 


NOTE  SIIR  LES  ROULETTES; 

Par  m.  J.  SACCHI, 

Professeur  au  lycée  de  Porte-Neuve  (Milan). 


1 .  Soient  :  CM  une  courbe  qui  roule  sans  glisser  sui^ 
la  convexité  d'une  autre  courbe  CgM,  en  transportant  dan^ 
son  mouvement  le  point  O  et  Taxe  Oz  invariablement 
liés  à  la  courbe  C; 

CqO  la  roulette  engendrée  par  le  point  O;  et  CiMi  la^ 
podaire  de  la  courbe  C,  (lieu  géométrique  des  projection^ 
orthogonales  du  point  O  sur  l<>s  diverses  tangentes  à  Ism 
courbe  C)  ; 
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0M|,  MN  des  perpeudiculaîres  i  la  taugeiiie  commune 
aux  courbes  C,  Ct  au  point  M  ; 


ON  une  tangente  à  la  rouletle  Co;  et  OP,  une  perpen- 
diculaire à  la  tangente  Pi  M,  à  la  courbe  podaire  Ci  *, 
BAz  un  axe  fixe. 
Que  Ton  nomme  : 

OM  =  r,  OMi  =  p,  0Pi=/7i,  MN  =  N; 

5,  5o,  5i,  Sf  les  arcs  correspondants  des  courbes  C,  Co, 
Cl,  Cs,  ayant  respectivement  leurs  extrémités  variables 
aux  points  M,  O,  Mi,  M; 

R,  R^,  Rt,  Rt  les  rayons  de  courbure  de  C,  C^,  Ci,  Cj 
aux  points  M,  0,Mi,  M; 

|0,  jo^j,  pi  les  rayons  de  courbure  des  développées  de 
C,  Ce,  Cl  aux  points  correspondants  à  M,  O,  M|  ; 

û),  a,  «1  les  angles  que  les  droites  r,  p,  pi  forment 
avec  Oz] 

y-i  «05  ^«  l^s  angles  que  les  droites  Oz^r^p  forment 
avec  Taxe  BAz. 

On  suppose  que  tous  ces  angles  soient  évalués  de  ma- 
nière qu'ils  croissent  avec  les  arcs  des  courbes  auxquelles 
ils  se  rapportent. 
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2.  Dans  un  mouvement  très^petit,  pendant  leqocl  nu 
élément  de  la  courbe  C  vient  en  contact  avec  un  élément 
égal  de  la  courbe  Cj,  base  de  la  roulette,  le  point  O  dé- 
crira autour  du  point  M  un  petit  arc  circulaire  00,^ 
ayant  le  rayon  r^  l'angle  MO  5  prendra  une  nouvelle  po- 
sition MOi  -Zi,  et  l'angle  OMOi  sera  égal  à  l'angle  des  cô- 
tés Oz,  Oi^i,  c'est-à-dire  égal  à  (7-+-/^) — 7,  en  dési- 
gnant par  lÂ  r accroissement  très-petit  de  7.  Donc,  la 
droite  t  sera  normale  à  la  roulette  en  O;  de  plus,  on  aura 

— -  =  /•,  et,  en  passant  à  la  limite,  -7-^  =  r.   Elu  dési- 

gnant  au  moyen  d'un  accent  les  dérivées  par  rapport  à 
une  variable  quelconque,  on  a  : 

(«)  <  =  n', 

relation  très-simple,  ot  fondamentale  dans  la  théorie  des 
roulettes. 

3.  En  prenant  les  dérivées  des  équations  évidentes: 

a»  =  7  —  w,      a,  =  7  —  a  ; 

substituant,  dans  ces  dérivées,  à  7'  sa  valeur  donnée  par 
l'équation  (1);  et  observant,  de  plus,  que  par  la  nature 
du  mouvement  s^  =  5,  et  qu'en  général 

(a)  ,;.=±^,    «'=±^, 

formules  dans  lesquelles  on  prend  le  signe  supérieur  si 
l'arc  croît  avec  l'angle,  et  le  signe  inférieur  dans  le  cas 
contraire,  on  aura  : 

•  '  R  ^  R. 


(3) 

*'.             I             *. 

'        "(i-B^)'       ' 

d'où 

(4) 

-■'         f'         '\ 

IV'                \     ..               I>       / 
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De  cette  dernière  équaiion  on  tire 

rN  RR, 


Au  moyen  de  ces  relations  on  peut  facilement  con- 
struire L,  et  par  suite  Bq. 

Si,  dans  la  première  des  équations  (3),  on  remplace  - 
par  sa  valeur  —  i  on  obtient  : 


s 

dùà         I  I 

flso         r        Ro 

relation  due  à  M.  Catalan  {^Nouv^,  Ann,^  t.  XV,  p.  102). 

4.  On  sait  que  pour  la  courbe  podaire  on  a  les  équa- 
tions 

s' 
;5)  /,  =:ra'=:r-, 

ei  que  les  deux  angles  que  les  droites  rct  p^  forment  avec 
p  sont  égaux  ;  par  conséquent  : 

w  —  a^a  — ai,      ou  bien     a^ — a^rr  a — a,. 

En  prenant  la  dérivée  de  cette  dernière  équation,  et  de 
l'équation  ««î^)^ — oc,  eu  égard  aux  relations  (i),  (2), 
(5)  et  à  5]  =  5,  on  obtient 


et 

De  ces  relations  on  déduit  : 

/^^  2 î '—J?l/^_! ^ 

^'^  R.       Ku       7*~rAu..       7'^' 
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égalité  remarquable,  qui*,  avec  Féquation  (4)9  fournit  la 
relation  suivante,  entre  les  rayons  de  courbure  des  quatre 
courbes  C,  Co  Ci,  Cs,  et  la  normale  N  de  la  première  : 

(8)  N(2R.-R,)  =  R(R.-R,|f-^). 

5.  Eu  supposant  que  la  base  C9  soit  une  droite,  on  aura 
—  =  o,  et  les  équations  (6),  (7),  (4),  (8)  donnent 

Ro 


I         1  1 


(9)  ■%=^.  7=û:-r: 

La  première  de  ces  relations  est  due  à  M.  Steiner  (Nou- 
i^elles  Annales^  t.  XVIII,  p.  342),  et  la  seconde  donne  le 
théorème  suivant  : 

Le  rayon  vecteur  i^ciproque  d'une  courbe  plane  est 
égal  à  la  différence  des  rayons  tvciprogues  de  courbure 
de  la  podaire  et  de  la  roulette  de  la  même  courbe, 
la  podaire  étant  déterminée  par  rapport  au  point 
origine  des  rajons  vecteurs^  et  la  roulette  étant  à  base 
rectiligne  et  engendrée  par  le  même  point. 

Substituant  dans  la  première  des  équations  (10)  les 
valeurs  connues 

r*  r/ 

(n)  N  =  -,     R  =  -y, 

P  P 

on  a 


p'  =  \-,]  R.. 


équation  qui  donne 


(  1 2)  -j-  =  Ro  cosao,     en  ayant     p  =  r.sina». 
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Posant  ^r*  —  p^  =  ^'  ^^  désignant  par  un  accent  la 
dérÎTée  relative  à  a^  on  sait  que 

(l3)  p'=zq,      //zzzryR. 

Et,  des  équations  (2),  (9),  (  5),  on  tire  les  suivantes  : 


r  ,         r 


lesquelles ,  au  moyen  de  la  formule  connue  R'„  =  p,. .  «'„, 
donnent 

Maintenant,  des  équations  (10),  (11)9  on  déduit 
Ro  (r»  — /?R)  =  r\     R,  (ar^  — /?B)  =  H; 

et,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  a,  et  en  ayant 
égard  aux  relations  (i3),  ((4))  on  obtient 

r«po  -  /?pR J  — yRRj  (3r  -  R«)  r=  o, 
r«p,— /^pRj  — 37RR?  (r~R,)=o. 

Éliminant  p^  q^  r  des  quatre  dernières  équations  et  de 
Téquation  q^  =  r*  —  /?',  on  a  les  deux  relations  suivantes 
entre  les  rayons  de  courbure  des  trois  courbes  C,  Co,  Ci, 
ei  de  leurs  développées  : 

|Rf  Ro"*"R;\R.  Ro/  R\R.  Ro/    W.  Ro/         "^^ 

J;""r:;/  "*■  Vr;""  R"oj  \R.  "r;/  ■"^'  vr^-To]  =''• 

Soit  a'^p  =  r^+*  Téquation  de  la  courbe  mobile^  cette 
équation  représente  une  des  lignes  suivantes  :  circonfé- 
rence^ droite^  lemniscate  de  Bernoulliy  hyperbole  cquila^  . 
^ire,  cardioïde^  parabole,  caustique  par  réflexion  de  la 
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parabole,  les  rayons  incidents  étant  perpendiculaires 
Vaxe,  etc.  ;  selon  que  Ton  donne  a  m  les  valeurs  : 

I  I  I 

I,   —I,   2,   — 2,  -» 1  — ô»  <^^c. 

2  2  O 

(Voir  Noux^elles  Annales,  t.  XIX,  Bulle tin^  p.  Sg.) 
On  aura,  d'après  les  équations  (lo),  (ii), 

N            ^         /?/  H-  j          „             'w       « 
K  = ,      Ro= r,     R,  = R,; 

//l  -h  I  /?!  2//1  -t-  I 

et  par  conséquent,  en  ayant  égard  aux  équations  (i4)) 


'•=( 


m 


7/W  +  I 


les  deux  premières  donnent  une  règle  facile  pour  con- 
struire les  rayons  R  et  Ro  ^  et  en  plaçant  les  deux  derniè- 
res valeurs  dans  les  équations  (i5),  on  obtient 

La  seconde  des  deux  relations  précédentes,  dans  le  cas 
particulier  m  = ^  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  la  rou- 
lette est  la  chaînette  engendrée  par  le  foyer  d'une  pa- 
rabole, donne  le  théorème  de  M.  Lamarle,  démontré 
aussi  par  M.  Mannheim  (Nouifelles  Annales  y  t.  XVIII, 
p.  375). 

6.  Quand  la  base  de  la  roulette  est  une  droite  et  que 
le  rayon  Ro  est  donné  en  fonction  de  «05  on  obtient  les 
équations 

?(/^»  '•)  =  ">     +(/'o,  ao)  =  o 
de  la  courbe  mobile  et  de  la  roulette  au  moyen  des  rela- 
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lions  (la)  et  de  la  formule  connue 


aa 


0 


Si   Ton  connaît  Téquation  9(/?,  '')  =  o,  on   trouve 
promptement  l'équation  différentielle  de  la  roulette,  en 

posant  dans  cette  dernière  p  =-y<)  ''=/  ;v-* 

Réciproquement,  si  dans  l'équation /  (y,    •^  J  =  o  de 
la  roulette,  on  pose 

on  aura  l'équation  cf  (p,  r)  =  o  de  la  courbe  mobile. 
Par  exemple,  soit 

En  tirant  la  valeur  de  x  et  prenant  la  dérivée,  on  a 

et  au  moyen  des  relations  (i6)  : 

(a*—  b'')  p^  =  a^r'—  b*, 

équation  d'une  épicycloïde  rapportée  au  centre  du  cercle 
fixe. 

De  même,  en  prenant  pour  équations  des  roulettes 

jr  =r  mx  —  b,      J*^=  ^ax  -j-  b^, 

on  trouve 

r  =  y///i'  4-  I  .yp,      r^  =z  p"^  -\-  n^, 

La  première  de  ces  équations  représente  la  spirale  lo- 
garithmique rapportée  au  point  asymptotique  ;  et  la  se- 


(  '  8"  ) 
ronde  représeiile  une  développante  du  cercle,  rapportée 
au  centre. 

7.  Si  Ton  suppose  que  la  base  Ct  de  la  roulette  soil 
égale  à  la  courbe  mobile  C,  on  aura  Rt  =  R,  et  les  équa- 
tions (6),  (7),  (i4)  donneront  : 

De  plus,  en  nommant  pot  Ço^  ''0;  Pi^  qu  ^fi  '^s  droites 
analogues  à  /?,  </,  r,  et  qui  se  rapportent  aux  courbçs  Co 
et  Cj,  en  prenant  l'origine  en  un  point  Ot,  on  obtient 
aisément 

et  ces  relations,  dans  le  cas  où  les  points  O  et  Og  sont 
scmblablement  placés  à  Tégard  des  deux  courbes  égales 
C,  Cj,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  ^t  =  /'j  ^s  =  (]^  f^t  =  ''? 
donnent 

I   r^  I 

(17)  r=--î,     p-zzz-ro. 

En  substituant  ces  valeurs  à  r,  p  dans  Téquation 
ç  (p,  r)  =  o  de  la  courbe  mobile,  on  a  celle  de  la  rou- 
lette. 

Les  formules  (17)  font  connaître  (voir  l'ouvrage  cité 
dans  les  Noin^elles  Annales^  t.  XIX,  p.  33)  que  la  rou- 
lette est  semblable  à  la  podaire  de  la  courbe  mobile,  et 
est  aussi  égale  à  la  courbe  nommée  par  M.  Quctelet, 
caustique  secondaire  de  la  courbe  mobile,  le  point  lumi- 
neux étant  celui  qui  engendre  la  roulette. 

Par  conséquent,  sachant  (ouvrage  précité)  que  les  po- 
daires  prises  par  rapport  à  V origine  des  courbes  sui- 
vantes : 

Circonférence,  origine  en  un  point  quelconque  5  spirale 
logarithmique,  origine  au  point  asymptotiquc  5  hyperbole 


(  «8i  ) 

èquilatère^  origine  au  centre*,  épicy cloïde ^  origine  an 
centre  du  cercle  fixe  ;  e///]p5e,  origine  a  l'un  des  foyers  5 
parabole,  origine  au  foyer,  ou  bien  au  sommet,  etc., 

Sont,  par  ordre,  ces  autres  lignes  : 

Conchoïde  circulaire^  spirale  logarithmique^  lemnis- 
cate  de  Bernoulli^  épifrochoïde,  circonférence^  droite^  ou 
bien  cissoïdede  Diodes ,  etc.. 

On  pourra  immédiatement  conclure  quelle  est  la  rou- 
lette engendrée  par  l'origine  de  l'une  des  premières  cour- 
bes, lorsque  cette  courbe  roule  sur  une  courbe  qui  lui  est 
égale. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  637 

Par  m,   Eugène  BELTRAMI. 


L'énoncé  de  la  question  est  le  suivant  : 

Les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  passent,  chacune, 
par  un  point  fixe^  les  trois  côtés  de  l'une  des  quatre 
faces  sont  assujettis  à  rester,  chacun,  sur  un  plan  fixe; 
trouver  le  lieu  géométrique  du  sommet  du  tétraèdre 
opposé  à  cette  face. 

Ce  lieu  est,  en  général^  une  surface  du  troisième 
degré ^  qui  se  réduit  à  un  cône  du  second  degré  quand 
les  quatre  points  fixes  sont  situés  sur  un  même  plan . 

R.  Salmojn. 

Soient  11  =  o,  t/  =  o,  w  =  o,  les  équations  des  trois 
plans  fixes  dans  lesquels  doivent  se  trouver  les  c6tés  de 
l'uDe  des  faces  du  tétraèdre-,  (a'o,  j^o?  z^)  le  point  par 
lequel    doit    toujours    passer    le    plan    de    cette    face^ 

(^lî  Jij  ^1)5  {^«5  J8  5  -z*)'  (^3'  /8,  «3)  les  trois  autres 
points  fixes.  Nous  désignerons  ces  quatre  points  par 
(o),  (i),  (2),  (3),  respectivement.  Soient,  enfin,  M|,  ^'j,  w,, 


{   '8.  ) 
les  valeurs  de  m,  i',  w  correspondantes  aux  points  (i),  (2), 
(3),  respectivement. 

Cela  posé,  désignons  par 

A X  -h  Bj  4-  Cz  4-  D  =  o 

l'équation  du  plan  de  la  face  qui  passe  par  le  point  (oj. 
L'équation  du  plan  de  la  face,  passant  par  le  point  (1), 
sera  de  la  forme 

Aa:  -h  Bj  -h  Cz  H-  D  -h  >  «  :i=  o, 

et  comme  cette  dernière  équation  doit  être  satisfaite  par 
les  coordonnées  du  point  (i),  on  aura 

Aa:,  -h  B  /,  -h  Cz,  -f-  D  H-  Àa,  =  o. 

En  éliminant  X  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 
pour  le  plan  de  la  face  du  tétraèdre,  qui  passe  par  le 
point  (i),  l'équation 

A(uXi — «1^)4-  B(«7,—  w,  r)4-C(i/z, —  ii,3)H-D(«  —  /i,)  =  o. 

Les  plans  des  deux  autres  faces,  passant  par  les  points  (2) 
et  (3),  sont  représentés  par  des  équations  analogues.  En 
éliminant  A,  B,  C,  D  entre  ces  trois  équations  et  l'équa- 
tion 

Axo  -+■  B  ro  -h  Czo  -h  D  =  o, 


on  obtient  pour  le  lieu  cherché  Téquation 


{«) 


Xq                    y^  Zq  I 

tiXi  —  UtX  M/,  —  Uijr  uzx  —  UxZ  u  —  u, 

pj"2  —  ^2^0  vy^  —  v^y  vz-i  —  Cja  »>  —  p, 

wx^  —  w^x  tvy^  —  w^y  tvz^-^  w^Z  w  —  fVa 


o. 


D'où  Ton  voit  immédiatement  que  ce  lieu  est  du  troisième 
ordre. 


•       {  '83  ) 
On  peut  transformer  Téquation  précédente  en  celle-ci  : 


(î) 
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o 

.  «'a 
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icxi       uy\       uzx 
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Puis,  en  posant 


A=: 


•^3        Xz 


2u 

«3 


«0 

«a 


(ao  ==  a,  =  a,  =  aj^  i), 


et  en  développant  le  déterminant  (2)  par  rapport  aux  élé- 
ments de  la  première  colonne,  Téquation  (2)  se  transforme 
en  celle-ci  : 
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iww  A  =  w,pcv 


(3] 
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Lorsque  les  quatre  points  (o),  (1)^  (2),  (3)  sont  dans  un 
même  plan,  représenté  par  Téquation 

/?  =  «jr  -f-  hy  -f-  r'z  -f-  <f  =  o, 


(  .84  )     • 
on  a,  comme  on  sait,  non-seulement  A  =  o,  mais  aussi 

d^  dL    .        dùk  d\      , 

-r-:az=z  -—:h  =  — :c  =  ---': d=zhi      (f  =  o,  i,  2,  3, 

dxi  dfi  dzi  doLi  ^ 

et  Téquation  (3)  se  réduit  à 


n\ H  /la h  ^3  —     /?  =  G. 


Par  suite  le  lieu  se  décompose  dans  le  système  formé  par 
le  plan 

/7  =  0 

et  par  la  surface  du  second  degré 

//, \r  hi V  hi  —  =0. 

Cette  surface  est  évidemment  un  cône  circonscrit  au 
irièdre 

//  =  O,      i'  =  o,      tv  :=  o. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  637 

Par  m.  GR....  (Poitiers.) 


Soient  :  ^o?  J^0  9  ^0  l^s  coordonnées  du  point  fixe* 
de  la  face  opposée  au  sommet  libre;  Xi,yi,  ^1  ;  Xt,  Xs) 
z^\  •^39^*39  ^s  celles  des  trois  autres  points  Cxes; 

X  =  fl,  X  4-  ^1  j  -h  <?i  2  4-  «^1, 
Y  =  fl,  ar  H-  6j  ^  -h  Ca  z  -h  c/j, 

Z  =  «3  X  -f-  ^3  7    -4-  C3  Z  -h  ^J  , 

trois  polynômes  qui  égalés  à  zéro  donneront  les  équations 
des  trois  plans  fixes.  Je  représenterai  le  résultat  de  la 
substitution,  dans  un  de  ces  polynômes,  des  coordonnées 


(   i85) 
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Cette  équation  moutre  déjà  que  le  lieu  est  du  troisième 
degré  et  passe  par  les  points  (i),  (2),  (3)  ^  mais  elle  peut 
considérablement  se  simplifier.  Chaque  terme  étant  la 
somme  de  deux  quantités,  il  suffit  de  développer  par 
lignes;  on  obtiendra  ainsi  huit  déterminants  en  prenant 
chacun  des  termes  d'une  ligne  avec  ceux  d'une  autre; 
mais  quatre  de  ces  déterminants  sont  nuls,  comme  ayant 
deux  ou  trois  lignes  égales.  Il  restera 
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II  est  facihî  d'étudier  les  sections  de  celte  surface  par 


X  =  o,     Y  =  o, 


=  o, 


(  '87  ) 
*s  plans  principaux  qui   se  présentent  naturellement 
[ans  le  problème  : 

1®  Par  l'un  des  plans  fixes  donnés^  soit  Z  =  o. 

L'équation  (i)  se  décompose  alors  en 

I      X,     y,     2, 

'    "^2    y-i    ^2 

\     X      y      z 

ce  qui  montre  que  les  droites  résultant  des  intersections 
des  plans  fixes  entre  eux,  et  de  chacun  d'eux  avec  le  plan 
passant  par  le  point  (o)  et  les  deux  points  situés  dans  les 
faces  dont  aucune  arête  n'est  dans  le  plan  considéré,  que 
ces  droites,  dis-je^  sont  sur  la  surface. 
2°  Par  le  plan  (o,  i,  9)  ou 

'    '^0    y^    -'0 

I      .r,     j,      z, 

\     X      y      Z 
On  a  Z  =  o  et  une  courbe  du  second  ordre 


=  G. 


X,Y 


\    X   y    z 
I    Xj  y^  2., 


+  Y,X 


=xy 


I   Xii  y^  z^ 

*  ^i  y-i  ^-2 


I     ^0   ^0    *0 

I     JF     JK      2 

1     '^S   Xi    ^3 

dont  on  connaît  cinq  points  (i,  2  et  les  trois  intersections 
entre  elles  des  traces  des  plans  fixes  donnés  sur  le  plan 
en  question). 

On  peut  aussi  examiner  ce  que  devient  la  surface  dans 
divers  cas  particuliers. 

Particulièrement,  supposons  que  les  quatre  points  fixes 
lonnés  soient  dans  un  même  plan  :  le  tétraèdre  formé 
ivec  ces  quatre  points  comme  sommets  est  nul  ;  par  suite 


(  «88) 


le  déterminanl 

I      .T,     y^ 

I      X,     y, 

«     xi    y-i 

>          ^3        J3 

qui  en  exprime  le  volume  à  un  faeteur  constant  près, 
est  nul. 

Les   trois  autres  déterminants  exprimant,   au  même 
facteur  constant  près,  les  volumes  de  tétraèdres  ayant 
leur  sommet  au  point  décrivant  le  lieu,  et  leurs  bases 
sur  le  plan  des  quatre  points  fixes,  sont  pro[K)rtionnel8 
aux  produits   de  la  perpendiculaire  P  abaissée  de  ce 
point  sur  le  plan  des  points  fixes,  par  les  surfaces  des 
triangles   qui  forment  les  bases  de  ces  tétraèdres.  Je 
désignerai  ces  bases  en  mettant  entre  parenthèses  les  in- 
dices des  sommets;  l'équation  de  la  surface  s'écrit  donc 

P[X,(o,  2,  3)  YZ-f-  Y,(o,  I,  3)XZ-l-Z5  (o,  i,  2)  XY]  =  o. 

On  parvient  à  la  même  équation  en  remarquant  que 
chacun  de  ces  déterminants  égalé  à  o  donne  Téquatiou 
du  plan  des  points  fixes.  Ces  polynômes  sont  donc  égaux 
au  produit  de  la  perpendiculaire  déjà  désignée  par  P  par 
la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  coefficients 
(les  variables,  c'est-à-dire  par 
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et  le  théorème  des  projections  des  surfaces  montre  que  ce 
radical  est  égal  à  (o,  2,  3). 

La  perpendiculaire,  P,  égalée  à  o  donne  le  plan  des 
points  \  et  le  second  facteur  de  Féquation,  une  surface  co- 
nique du  second  degré,  si  les  trois  plans  fixes  se  coupent 


] 


en  un  même  point;  sinon,  il  faut  que  i\in  des  plans  soit 
parallèle  à  Tîntcrsection  des  deux  autres,  et,  en  substi  - 
tuant  à  Z,  X+Y+a,  on  reconnaît  que  la  surface  est 
un  cylindre.  Cette  substitution  n^abaisserait  pas  le  degré 
de  1  équation  générale. 

QUESTIONS. 


648.  On  donne  Téquation  d'une  courbe  en  coordon- 
nées polaires  y*  (p,  oi>)  =  o  ;  considérant  o)  comme  con- 
stante, on  prend  la  dérivée  de  cette  équation  par  rapport 
i  |0  ;  on  élimine  p  entre  cette  équation  et  Téquation 
donnée  :  que  représente,  relativement  a  la  courbe 
f  [p9  (ù)  =  o,  Téquation  résultant  de  cette  élimination? 
Examiner  en  particulier  le  cas  où  Ton  donne  Téquation 
polaire  d'une  circonférence  ou  Téquation  polaire  d'une 
conique  rapportée  à  Tun  de  ses  foyers;  expliquer  les 
circonstances  que  Ton  rencontre  dans  ces  cas  particuliers, 
et  former  des  équations  de  courbes  d'ordre  supérieur  au 
second  qui  présentent  des  circonstances  analogues. 

(Mannheim.) 

649.  On  donne  une  surface  conique  du  second  degré 
sur  laquelle  on  peut  placer  un  trièdre  tri  rectangle*,  on 
sait  qu*on  peut  en  placer  alors  une  infinité;  par  les  trois 
arêtes  de  l'un  de  ces  trièdres  on  mène  des  plans  normaux 
à  cette  surface*,  ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une 
même  droite  dont  on  demande  le  lieu,  lorsqu'on  déplace 
le  trièdre  sur  la  surface  conique.  (Mannheim.) 

650.  On  donne  un  point  P  dans  le  plan  d'une  conique  ; 
on  sait  que  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées de  ce  point  sur  toutes  les  tangentes  de  la  conique  a 
un  point  double  en  P,  Démontrer  que  les  centres  de 
courbure  de  cette  courbe  correspondant  h  ce  point  double 


(  »»«  ) 

sont  à  égale  distance  du  diamètre  qui  contieDi  le  poiut 
P  (*).  (Màjihbeim.) 

651.  Par  deux  points  A,  B  pris  dans  le  plan  d'une 
courbe  de  degré  quelconque,  on  décrit  une  circonférence; 
on  fait  le  produit  des  distances  du  point  A  à  tous  les 
points  d'intersection  de  cette  circonférence  et  de  la  courbe 
donnée;  on  fait  le  produit  analogue  pour  le  point  6  :  le 
rapport  de  ces  produits  est  constant,  quelle  que  soit  la 
circonférence  passant  par  les  points  A  et  B. 

(Lagueere.) 

652.  Soient  P  et  P'  deux  polyèdres  convexes,  sem- 
blables et  semblablement  placés,  le  premier  intérieur  au 
second.  Prenons  sur  chaque  face  de  P'  un  point  et  joî* 
gnons-Ie  aux  sommets  de  la  face  homologue  du  polyèdre  P: 
nous  formerons  ainsi  un  polyèdre  Q,  à  faces  triangu- 
laires, inscrit  dans  le  polyèdre  P'  et  circonscrit  an  po- 
lyèdre P.  Soit  Q'  un  quatrième  polyèdre  formé  en  joi- 
gnant un  point  pris  sur  chaque  face  de  P  aux  sommets 
de  la  face  homologue  de  P'.  En  désignant  par  P,  P',  Q, 
Q'  les  volumes  des  quatre  polyèdres,  on  aura 


d'où  l'on  déduira 


0         V  P 


p. 


(*)  On  nous  a  fait  remarquer  que  l'existence  de  quatre  séries  de  cercles 
isogonaux  à  trois  cercles  donnés  [voir  p.  96)  avait  été  démontrée  par 
M.  Mannheim  en  i853  {Nouvelles  Annales,  t.  XII,  p.  i  r3).  Dans  cet  article, 
M.  Mannheim  faisait  voir  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  coupent 
trois  cercles  situés  dans  un  même  plan,  sous  un  angle  donné,  est  composé 
do  Pensenible  de  quatre  droites  qui  passent  toutes  par  le  centre  radical 
des  trois  cercles  donnés.       P. 


(  '9'  ) 
653.  Démontrer  la  relation  suivante  : 

(co5*fl-t-cos*^-hcos*c)'  — 4***^'  («  -+-  ^  H-  r) 
X  (cos'fl  cos'ft  -f-  ces* 6  cos'r  -+-  cos'fl  cos'r) 

—  4 cos«  cos b  QO%c  cos  [a  -^  b  -\- c) 
X[cos'/i -+-cos*^-|-C()sV4- cos' (/7-+- ^  H-r)]    ',  =o. 

—  a  cos'  (  a  -H  6  -h  c)  ( cos*  a  -\-  ces'  b  -\-  ces' c  ) 
-\-  4  cos'tf  cos' A  cos'c  4-  8  cosÉf  cos  b  cosr 

I 

X  ces  (a -4-  A  -+-  c) H- cos^  [a  -\-  b  -^  c) 

(Strebor.) 

654.  Démontrer  que  si  (p  (aw)  =  r^  (wj.cost»),  on  aura 
f(tt))  =  cj)(o) ^.  (Valton.) 

655.  Soient  OA,  OB  les  demi-axes  d'une  ellipse  dont 
le  centre  est  O;  ANC  la  circonférence  décrite  du  point  O 
comme  centre  avec  OA  pour  rayon;  MN  une  perpendi- 
culaire à  l'axe  OA,  rencontrant  Tellipse  an  point  M,  et 
la  circonférence  ANC  en  N  -,  P  le  point  où  Tellipse  est 
rencontrée  par  le  rayon  ON,  et  Q  le  point  de  rencontre 
delà  circonférence  et  d'une  perpendiculaire  a  Taxe  OA, 
menée  par  P  :  si  l'on  prend  OR  =  OP  sur  la  direction 
du  rayon  OQ,  la  droite  RM  sera  tangente  à  Tellipse  et 
perpendiculaire  à  OR.  (Sacchi.) 
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BSGHSRGIIES  SiJR  LA  SURFACE  BES  dNKS; 

Par  m.  DURRANDE, 

Profesfveur  au  lycée  de  Moulins. 


I. 

Equation  qui  donne  les  axes  d'une  section  diamétrale 
d'un  ellipsoïde  en  Jonction  des  paramètres  du  plan 
sécant.  —  Théorème  quon  en  déduit. 

Soient  : 

...  .r»        r»        z' 

'  a^        b^        c^ 

Téquation  d'un  ellipsoïde,  et 

(2)  Aj:-f-Bj-4-C2  =  o 

celle  d'un  plan  passant  par  son  centre. 

Cherchons  Véquatîon  d'où  l'on  puisse  déduire  les  demi- 
axes  de  la  section  elliptique  faite  dans  la  surface  par  le 
plan  (2). 

Il  suffit  pour  cela  de  prendre  les  foi^mules  qui  servent 
à  obtenir  l'équation  de  la  courbe  dans  son  plan. 

Voici  le  tableau  de  ces  formules  : 

x=zx'  ces  ç  -+-  jr'  cos  9  sin  <p> 
r=y  sin  (f  — y  cos  0  cos  <fi 
(  «=y  sinO, 

(p  et  d  s'exprimant  en  A,  B,  C  par  les  formules  suivantes  : 


tangf=: — -»  cos0  = 


—  C 
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B  S 

—  A  i/  A^  -4-  B' 

—  B 

V  A'-f-B^ 
Am.  de  MéUhémat.y  3«  série,  t.  II.  (Mai  i863.  )  i  3 


(  ••94  ) 

Si  on  substitue  les  valeurs  de  {x^y^  z)  dans  l'équation 
delà  surface,  Téquatioii  de  la  courbe  d'intersection  prend 
la  forme  Mx*  4-  fxj  -\-  Nj^*  =  i,  et  l'on  sait  que  les  in- 
verses des  carrés  des  demi-axes  sdnt  les  racines  de  l'équa- 
tion 

X'—(M4-N)X-H^ï — y =0. 

C'est  précisément  l'équation  cherchée;  si  l'on  met  à  1b 
place  de  M,  N,  P  leurs  valeurs  en  A,  B,  C,  on  trouve  faci- 
lement que  l'équation  cherchée  est  la  suivante,  dans  la- 
quelle p  désigne  l'une  des  racines  : 

-^s^[ ^^b^^ j=^(  )• 

Je  désigne  par  R  et  R'  les  deux  racines  de  celle  équa- 
tion ;  on  aura  entre  les  racines  et  les  coefficients  les  rela- 
tions bien  connues  : 


1 


I  /A'rt'  +  B^ ^>2 -4- C  c' 


On  peut  se  proposer  de  chercher  l'expression  de  la  dif- 
férence —  —  ^-  Il  suffit  d'élever  au  carré  la  première  des 

relations  précédentes  et  d'en  relrancher  quatre  fois  la 
seconde.  On  trouvera,  en  effectuant  les  calculs  : 


( 


I         I  \  * 
R»       R" 


=  [A'/i»  (^2—  c»)-|-  B^^^  (a^^c^)  4-  Oc^a^—  b^)]^ 
—  4  A'C^a^c^  («'  —  b^)  (  ^'—  c>). 

(*)  Cette  équation  coïncide,  à  la  notation  près,  avec  la  première  équfl 
tion  de  la  p.  970,  t.  Xlt.  (Question  S'jS,  résolue  par  M.  Kessier.)    P. 


(  '95  ) 
Cherchons,  d'autre  part,  les  aiighes  que  fait  le  plan  (2) 
avec  te»  plans  des  sections  circulaires  de  rdlipsoïde.  Ces 
plans  sont  compris  dans  l'équation 


(4)  ex  vV  —  b*±az  \/b^ — c^  =  o; 

on  en  conclut  facilement  que  les  angles  du  plan  (2),  avec 
les  plans  représentés  par  les  équations  (4),  ont  pour  co- 
sinus les  expressions  suivantes  : 

cos  V  = ^ ^ 


cos  V    = ■  ^ 

(1  où  Ton  conclut  sans  peine  : 

b'  S*  sin'  Vsin'  V  =  [A'^^  (^^  —  C)  -h  B*^'  («^  —  C) 

et  par  suite 

(5)  !.«  JL~  /l_l\sinVsinV', 

expression  qui  montre  que  le  produit  des  sinus  des  an- 
gles  qu'un  plan  diamétral  quelconque  fait  avec  les  plans 
des  sections  circulaires  d'un  ellipsoïde  est  proportion- 
nel à  la  différence  des  carrés  des  inverses  des  demi" 
axes  de  la  section  faite  par  le  plan  diamétral  dans  F  el- 
lipsoïde. 

II. 

Définition  et  équation  de  la  surface  des  ondes,  —  Nature 
des  sections  faites  dans  la  surface  par  les  plans  coor- 
donnés, —  Points  singuliers. 

Nous  venons  de  voir  que,  lorsqu'on  coupe  un  ellipsoïde 

i3. 


(  '96) 
par  un  plan  (2),  on  obtient  une  section  elliptique  dont 

les  axes  sont  2R,  2R';  cela  posé  : 

Siy  sur  une  perpendiculaire  ou  normale  au  plan  de 
cette  section^  menée  par  le  centime  et  de  part  et  cP autre 
du  centre,  on  porte  les  longueurs  des  demi^axes  R,  R',  et 
qu  on  fasse  ensuite  mouvoir  le  plan  de  la  section  de  toutes 
les  manières  autour  du  centre,  le  lieu  des  extrémités  des 
longueurs  portées  sur  la  normale  correspondante  est  une 
surface  quon  désigne  sous  le  nom  de  surface  des  ondes. 

Proposorft-nous  de  trouver  réquatîon  de  cette  surface. 

Soient  (x,  y-,  z)  les  coordonnées  d*un  point  de  la  nor- 
male au  plan  (2)  ;  on  a  entre  ces  coordonnées  et  les  pa- 
ramètres du  plan  les  relations 

et  si  Ton  détermine  le  point  (x,  /,  2)  par  la  condition 
qu'il  soit  à  une  distance  du  centre  égale  à  Tune  des  ra- 
cines p  de  Téquation  (3),  on  aura  en  outre  la  relation 

(7)  a-^-+-r'-h«'  =  P^ 

Or,  il  est  clair  que  Téquation  de  la  surface  des  ondes  ré- 
suite  de  réiiminalion  de  p,  A,  B,  C  entre  les  équations 
(3),  (6),  (7).  Cette  élimination  conduit  à  Téquation 

Telle  est  Téquation  de  la  surface  des  ondes. 

Pour  nous  faire  une  idée  de  la  forme  générale  de  la 
surface,  nous  chercherons  la  nature  des  courbes  que  Ton 
obtient  en  la  coupant  par  les  plans  coordonnés. 

Si  l'on  fait  z  z=z  o  dans  Téquation  (8),  elle  prend  la 
forme 

(jr^  -f.  j»  —  c»)  (ya^^  -h  ^\r*  —  aH^)  =  o, 


(  «97  ) 
équation  qui  se  décompose  eu  deux  aulres, 

:r»  -h  J*  =  c2 


I 


.    ,     avec     z=^o. 


lesquelles  représenteut  un  cercle  et  une  ellipse.  Le  cercle  ' 
est  intérieur  à  l'ellipse,  si  a  >  i  >  c. 

Pour  j:  =  0,  on  aura  de  même 

l"  (x'-hz^  ■-  a^)  (  b^y  -h  cH^  —  b'c^)  =  o, 

d'où  l'on  déduit  : 

[  i  \     avec     x  =  o, 

équations  qui  représentent  un  cercle  et  une  ellipse^  mais 
lecerle  est  extérieur  à  Tellipse.  Enfin,  pour  y=o^  on 

trouve  : 

(       a^^z^==  b^       ) 

l  \     avec    x  =  Oy 

équations  qui  représentent  encore  un  cercle  et  une  ellipse 
qui  se  coupent  en  quatre  points,  dont  les  coordonnées 
sont: 


,         là^-^b^  .  /b^  —  c' 

Si  l'on  construit  les  portions  de  ces  courbes  d'intersec- 
tion situées  dans  l'angle  dièdre  des  coordonnées  positives, 
on  aura  une  idée  de  la  forme  générale  de  la  surface  des 

ondes. 

Il  est  clair,  d'après  la  définition  d'où  nous  sommes  par- 
tis, que  la  surface  des  ondes  se  compose  de  deux  nappes 
distinctes.  En  effets  les  sections  diamétrales  de  rdlipsoïde 
ont  leurs  axes  inégaux  ^  la  normale  à  l'une  de  ces  sec- 
tions rencontre  donc  la  surface  des  ondes  en  deux  points 


(  '98  ) 
distincts  situés  de  part  et  d'autre  du  centre  \  les  sections 
circulaires  seules  ont  leurs  axes  égaux,  et  par  suite  les  nor- 
males à  ces  sections  menées  par  le  centre  ne  rencontrenl 
la  surface  des  ondes  qu'en  un  seul  point  de  chaque  côtédu 
*plan  sécant.  Il  n'y  a  donc  que  quatre  points  conununsaux 
deux  nappes  de  la  surface  des  ondes,  et  ces  quatre  points 
sont  les  points  communs  au  cercle  et  à  Tellipse,  traces  de 
la  surface  sur  le  plan  des  zx. 


I 


m. 

Coniques  sphériqucs  et  ellipsoïdales,  —  Nouvelles  défi- 
nitions de  la  surface  des  ondes. 

Théorème.  —  Si  Von  fait  moui^oir  le  plan  d^une  sec- 
tion diamétrale  de  V ellipsoïde  (i),  de  telle  sorte  que  Vun 
des  axes  de  cette  section  reste  constant,  la  normale  tf" 
plan  sécant  décrira  un  cône  du  second  degré.  Et  suit^artt 
que  l'un  ou  l'autre  des  deux  axes  restera  constant^  l^ 
normale  décrira  deux  séries  de  cônes  orthogonaux  ^^ 
homofocaux. 

Soient,  comme  précédemment,  R  et  R'  les  deux  denii' 
axes  d'une  section  diamétrale  quelconque  de  l'ellipsoïde  ? 
si  l'on  fait  mouvoir   le  plan  de  la  section  de  manier^ 
que  l'un  des  axes  reste  égal  à  aR,  les  extrémités  de  c^^ 
axe  devant  se  trouver  à  la  fois  sur  Tellipsoïde, 


et  sur  la  sphère, 


-pî  y7  2^ 

/ï'  o*         c^ 


R2  ^  R2  ^  R- 


cet  axe  décrira  un  cône, 

Ce  cône  est  un  de  ceux  que  M.  Chasles  désigne  sous  le? 


^Cf    / 


J: 


nom  de  cônes  conjoints.  (Voir  Journal  de  Liout^ille^ 
tin,  p.  43i.)  Il  résulte  des  belles  propriétés  démou- 
Irées  par  le  savaot  géomètre,  que  le  cône  (9)3  constam- 
ment pour  plan  tangent  le  plan  de  la  section  diamétrale 
loi-mème;  par  suite  la  normale  à  ce  plan  décrit  le  cône 
supplémentaire  du  cône  (9),  c'est-à-dire  le  cône  représenté 
par  l'équation 

Et,  en  vertu  de  la  réciprocité  des  propriétés  des  cônes 
supplémentaires^  le  plan  tangent  au  cône  (10)  est  le  plan 
mené  par  la  normale  et  par  le  second  axe  de  la  section. 

Si  on  laisse  constant  le  second  axe  R'  de  la  section  dia- 
Qdétrale,  la  normale  décrira  le  cône 

leqael  a  pour  plan  tangent  le  plan  conduit  par  la  nor- 
^nale  et  par  le  premier  axe  R  de  la  section  diamétrale. 

Donc  les  plans  tangents  aux  cônes  (10)  et  (1 1),  suivant 
Xine  arête  commune,  se  coupent  à  angle  droit-,  donc  les 
deux  séries  de  cônes  (10)  et  (11)  sont  telles,  que  chacun 
des  cônes  de  la  première  coupe  orthogonalement  chacim 
c3e  ceux  de  la  seconde,  et  réciproquement. 

De  plus,  tous  ces  cônes  sont  homofocaux;  en  effet, 
leurs  cônes  supplémentaires  étant  des  cônes  conjoints, 
JM.  Chasies  a  fait  voir  qu'ils  ont  tous  leurs  sections  cir- 
culaires parallèles  aux  sections  circulaires  de  rellipsoïde; 
donc  tous  les  cônes  représentés  par  les  équations  (10) 
et  (ij)  ont  pour  lignes  focales  les  normales  aux  sections 
circulaires  de  rellipsoïde. 

Théorème.  —  Les  deux  séries  de  cônes  (10)  et  (11) 
coupent  la  surface  des  ondes  suivant  deux  séries  de  co- 


(  aoo  ) 

niques  sphériques  et  ellipsoïdales^  qui  sont  aussi  des 
courbes  orthogonales. 

Les  points  de  la  surface  des  ondes  qui  se  trouvenlà 
une  distance  du  centre  constante  et  égale  à  R  sont  sur 
la  sphère 

mais  il  résulte  de  la  définition  de  la  surface  que  ces  poinls 
sont  aussi  sur  le  cône  (lo),  lieu  des  positions  de  la  nor- 
male au  plan  diamétral  de  la  section  dont  Fun  des  aies 
est  égal  à  R.  Donc  le  cône  (lo)  coupe  la  surface  des  ondes 
suivant  une  courbe  représentée  par  les  deux  équations 


(12)  J         fl^x»  ^V» 


cH^ 


o. 


Cette  courbe  est  une  conique  sphérique.  Il  est  d'ailleurs 
facile  de  voir  que  Télimination  de  R  entre  ces  deux  équa- 
tions reproduirait  Téquation  de  la  surface  des  ondes. 

Si  Ton  donne  à  R  toutes  les  valeurs  depuis  R  =  c  jus- 
qu^à  Jl  =  a,  on  voit  que  la  courbe  représentée  par  les 
équations  (la)  donnera  tous  les  points  de  la  surface  des 
ondes.  Or  à  cette  courbe  en  rjépond  iine  tracée  sur  Tel- 
lipsoule  et  qui  est  fournie  par  Tinterseclion  de  la  même 
sphère  et  du  cône  supplémentaire  du  cône  (10).  Si  ou 
convenait  d'appeler  coniques  sphériques  supplément 
t aires  celles  qui  résultent  de  Tintersectioii  d'une  même 
sphère  par  deux  cônes  supplémeiitaii*es,  on  pourrait  don- 
ner de  la  surface  des  ondes  une  nouvelle  définition  fort 
simple  et  qui  permettrait  d'obtenir  immédiatement  son 
équation.  On  pourrait  dire  que  : 

La  surface  des  ondes  est  le  lieu  des  coniques  sphériques 
supplemeniaires  des  coniques  sphériques  tracées  sur  la 
surface  de  f ellipsoïde. 

Tandis  que  le  cône  (10)  cotipe  Tune  de5  nappes  de  la 


(  ^oi  ) 
surface  des  ondes  auivaot la  courbe  (  1 2) ,  il  coupe  la  seconde 
nappe  suivant  une  courbe  représentée  par  les  équations 

^2j./2  ^1^1  c^^n 

mais  R'  est  une  quantité  variable.  On  peut  mettre  ces 
équations  sous  une  autre  forme.  Nous  savons  qu'il  existe 
entre  R  el  EL^  des  relations  qui  expriment  que  ces  deux 
quantités  sont  les  racines  de  Téquatiou  (3).  Si  dans  ces 
relations  on  substitue  à  A,  B,  C,  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  normale  au  plan  diamétral,  on  aura 


2 


b^)z 
1 

Y 

(ï31  \ 

R^R'^  -  — ^ — '-' — 1. 

à^ x^ -\' b"^  y"^ -Jf  c' z^ 


De  la  seconde  de  ces  deux  équations,  en  y  mettant  les  coor- 
données [x' yy\  z')  du  point  de  la  normale  qui  est  à  une 
distance  R^  du  centre,  on  tire 

a}b'^c^ 

et  si  on  désigne  le  second  membre  par  P',  on  voit  que  le 
cône  (10)  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  qui  est  en 
naême  temps  sur  rellipsoïde 

t'n  sorte  que  les  équations  de  cette  second^  courbe  sont 

(•4)  )  ^'2  yfi  2'2 

_j : 1 . r-=o. 


pfi^b^C^^        P'2—  rt'C^  P'2-_a2^2 

Réciproquement,  si  (x,  /,  z)  est  Texlrémité  du  rayoi^ 
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vecteur  variable  el^  (x\  jr\  z*)  celle  du  rayon  constant, 
ces  points  décriront  les  courbes  suivantes  : 

a'x'  +  b'y'-i-c'z'  =  P', 
(i5) 


x'  r'  2* 


o, 


(i6)  I       a-'a:''  ^V^  c'z'* 

D'où  il  résulte  qu^un  même  point  de  la  surface  des  ond^^ 
se  trouve  à  la  fois  sur  une  conique  sphérique  (12)  et  siir 
une  conique  ellipsoïdale  (i 5). 

Il  est  bien  facile  de  voir  que  ces  deux  courbes  se  cou- 
pent orthogonalement. 

En  effet,  la  tangente  à  la  courbe  sphérique,  au  point 
(Xjjf  -z),  est  perpendiculaire  au  rayon  de  la  sphère  (12)  , 
ou  à  Farête  commune  des  deux  cônes  orthogonaux  (lo) 
et  (11)^  elle  est  donc  perpendiculaire  au  plan  tangent  k 
ce  dernier  et,  par  suite,  à  la  tangente  à  la  conique  ellip" 
soïdale  qui  s'y  trouve. 

Voici  une  démonstration  géométrique,  qui  a  l'avantage 
de  conduire  à  une  autre  propriété  irès-imporianle  de  la 
surface  des  ondes. 

Soient  OA,  OB,  les  deux  demi-axes  d'une  section  ellip- 
tique, ON  la  direction  de  la  normale  :  on  doit  porter  les 
longueurs  OA,  OB  sur  la  normale  pour  avoir  des  points 
de  la  surface  des  ondes.  Occupons-nous  du  point  A.  Soit 
OAi  =  OA.  Menons  au  point  A  la  tangente  AT  à  la  sec- 
tion elliptique  AOB,  et  une  autre  tangente  à  l'ellipsoïde, 
AT',  perpendiculaire  à  la  première. 

Si  l'axe  OA  reste  constant,  il  reste  comme  nous  Tavons 
yu  dans  le  plan  OAB,  et  par  suite  le  point  A  se  meut  sur 
la  tangente  AT  en  décrivant  un  élément  de  conique  sphé^ 
rîque.  Mais  comme  le  mouvement  du  plan  langent  à  un 


(  ^o3  ) 
cône  peut  èlre   considéré  comme  une  suite  de  mouve- 


ments angulaires  autour  de  l'arête  de  contact,  qui  en  est 
Taxe  instantané  de  rotation,  il  en  résulte  que  pendant  le 
Mouvement  de  Taxe  constant  OA,  l'axe  variable  OB  et  la 
normale  ON  se  déplacent  dans  un  plan  BON  perpendi- 
culaire à  OA.  Si  au  contraire  c'est  OB  qui  reste  constant, 
Taxe  OA  et  la  normale  se  déplacent  dans  le  plan  AON, 
cequi  montre,  ainsi  que  nous  l'avions  déjà  vu,  que  suivant 
que  OA  ou  OB  restent  constants,  la  normale  décrit  deux 
cônes  orthogonaux. 

Mais  ceci  prouve  en  outre  que  les  extrémités  des  axes 
eux-mêmes  décrivent  deux  séries  de  courbes  se  coupant 
à  angle  droit;  car  suivant  que  OA  ou  OB  sera  l'axe  con- 
stant, le  point  A  se  déplacera  sur  la  tangente  AT  ou  sur 
la  tangente  A'F.  Examinons  comment  se  meut  le  point 
Aj  qui  lui  correspond  sur  la  surface  des  ondes.  Pendant 
9^6  le  point  A  décrit  un  élément  de  conique  sphérique, 
^  en  est  de  même  du  point  A i,  et  la  tangente  à  ce  dernier 
^t  parallèle  à  OB  et  par  suite  à  AT.  Si,  au  contraire, 
^  ^Xe  OA  est  variable,  le  point  A  se  meut  sur  une  courbe 
9U.Î  a  pour  tangente  AT',  et  le  point  Ai  sur  une  courbe 
S[**i  a  pour  tangente  AiT,,  située  dans  le  plan  AON,  et 
Partant  perpendiculaire  à  AiTj. 


(  ao4  ) 

Ceci  prouve  bien  que  les  deux  espèces  de  coniques  dé- 
crites par  rextrémité  du  rayon  vecteur  de  la  surface  des 
ondes  se  coupent  à  angle  droit.  Mais  on  peut  remarquer 
en  outre  que  la  tangente  AiT^,  qui  est  située  dans  un 
même  plan  avec  la  tangente  AT',  est  perpendiculaire  sur 
cette  dernière.  Si  l'on  considère  une  position  de  OA  infi- 
niment voisine  OA'  dans  le  plan  AON,  et  pareillement 
une  position  OA',  de  O Ai ,  on  remarquera  sans  peine  que 
les  deux  triangles  OAA'  et  0A|  A',  sont  égaux,  et  par  suite 
que  les  deux  tangentes  AT'  et  AiT,  sont  rectangulaires. 

Enfin,  et  c'est  la  conclusion  principale  à  laquelle  je 
voulais  arriver  par  cette  démonstration  géométrique,  on 
voit  que  le  plan  tangent  à  la  sut  face  des  ondes  au  point 
Aj  s^obtient  en  faisant  tourner  le  plan  tangent  à  Vel- 
lipsoïde  au  point  A,  de  90®  autour  de  Vaxe  OB. 

Cette  propriété  est  une  des  plus  importantes  de  la  sur- 
face des  ondes.  (  La  fin  prochainement,  ) 


CORRESPONDANCE. 


M.  Creniona  nous  prie  d'insérer  la  lettre  suivante  que 
M.  de  Jonquières  lui  a  adressée  : 

a  Vera-Cruz,  le  6  février  1 863. 

«  Monsieur, 

»  Vous  avez  eu  la  bonté,  dans  votre  Introduction  à  la 
>)  théorie  des  courbes  planes ^  de  citer  quelques  tbéo- 
V  rèmes  que  j'ai  donnés  dans  un  article  inséré  au  t.  VI 
»  (a®  série)  du  Journal  de  M.  Liou^ille  pour  1861 .  J'ai 
))  l'honneur  de  vous  faire  remarquer  que  plusieurs  de 
})  ces  théorèmes  sont  énoncés  par  moi  en  termes  trop 
))  absolus,  quand  il  s'agit  des  séries  de  courbes  d'ordre  n 


» 
)) 
» 


(  noS  ) 

»  et  d'indice  N.  Les  nombres  qui  figurent  dans  ces  énoii- 
»  ces  sont  absolument  exacts  si,  les  courbes  étant  d'un 
»  degré  quelconque,  l'indice  N  =  i ,  c'est-à-dire  si  la  sé- 
^  rie  est  un  faisceau,  ou  encore  si,  l'indice  N  étant  quel- 
«  conque,  les  courbes  se  réduisent  à  des  droites.  Mais, 
»  pour  n  et  N  à  la  fois  quelconques,  les  nombres  dont 
n  il  s'agit  (sauf  celui  du  théorème  I)  sont  des  limites  su- 
»  périeures  et  non  des  nombres  absolus,  ce  que  j'ai  eu 
tort  de  ne  pas  dire.  Il  faut  donc  ajouter  à  la  plupart 
de  ces  théorèmes  ces  mots  :  en  général  et  au  plus.  Par 
exemple,  l'énoncé  du  théorème  V  doit  se  terminer 
ainsi  :  ...  le  lieu  des  points  d^ intersection  de  deux 
»  courbes  C«,  C„  correspondantes  est  en  général  et  au 
»  plus  du  degré  N  (m  +  n). 

))  Il  en  est  ainsi,  en  particulier,  du  théorème  IX,  que 
»    M.  Bischoff  a  énoncé  le  premier,  sans  restriction  ;  du 
»    moins  il  a  été  énoncé  ainsi  dans  les  Nou\f elles  Annales 
»    de  Matliématiques,  Quand  je  le  lus  dans  le  manuscrit 
*>    de  ce  journal,  j'écrivis    à    l'excellent  et  regrettable 
^>    M.  Terquem  pour  le  prévenir  que  le  théorème  me 
»    semblait  trop  général,  car  il  ne  s'appliquait  pas  aux 
^)    coniques;  aussi  M.  Terquem  ajouta-t-il  une  note  très- 
^>    discrète.  Plus  tard,  il  me  vint  des  scrupules  d'avoir  osé 
^*    suspecter  l'analyse  de  M.  Bischoff,  qui  est  irès-honora- 
^'   blement  connu  dans  la  science,  et  je  préférai  me  sus- 
^*  pecter  moi-môme.  De  là  les  efforts  que  je  fis,  dans 
^*  l'article  précité  du  Journal  de  M.  Ldouv^ille^  pour  me 
^^  mettre  d'accord  avec  M.  Bischoff,  et  notamment  dans 
**  le  §  XI,  où  je  me  livre,  à  Tégard  des  coniques,  à  des 
^^  insinuations  qu'elles  ne  méritent  sans  doute  pas. 

»  J'ai  reconnu,  depuis  lors,  qu'il  eut  été  plus  sage  de 
^^  m'en  tenir  à  ma  première  opinion,  et,  comme  je  ne 
'^  voudrais  pas  que  l'insuffisance  de  ma  rédaction  pût  in- 
^^  duire  en  erreur  de  jeunes  géomètres,  je  m'empresse  de 


(  >«6) 
'.   voQS  la  signaler,  en  tous  antorîsaut,  Monsieur ,  à  faire 
o  dans  ce  bat  Fusage  que  voas  voudrez  de  la  présente 
»  lettre.  » 

Note.  —  Par  la  publication  de  cette  lettre  de  son  sa- 
vant ami,  M.  Cremona  se  propose  de  prémunir  les  jeunes 
lecteurs  de  son  Introduzione  contre  les  défauts  des  énon- 
cés qui  concernent  les  séries  de  courbes  d^indice  quel- 
conque. Une  Note  rectificative  de  M.  de  Jonquières  snr  le 
même  sujet  a  été  insérée  dans  le  XXVI^  Yolumc  du  Jour- 
nal de  M,  Uouville  (février  i863). 


NOTE  SIR  LES  IMAGINAIRES; 

Par  m.  Julbs  SABATIÉ. 


Dans  tous  les  Cours  d'Algèbre  on  a  soin  de  remar- 
quer que  les  nombres  n^atîfs  n'ont  point  de  logarithmes, 
et  Ton  renvoie  aux  livres  d'analyse  pour  y  montrer  que 
Ton  peut  trouver  pour  les  nombres  négatifs  des  loga- 
rithmes réductibles  à  la  forme  générale  des  quantités  ima- 
ginaires, a-hbsj — 1. 

En  trigonométrie,  il  se  présente  aussi  des  fonctions 
impossibles^  lorsqu  en  étudiant  les  fonctions  inverses  on 
tombe  sur  dos  expressions  de  la  forme 

(  I  )  7  =  arc  sin  (  I  -4-  A-^  ) , 

oaril  n'cxisle  point  d'arc  dont  le  sinus  soit  plus  grand 
que  le  rayon. 

Je  crois  que,  jusqu'ici,  ou  s^est  borné  à  dire  que  de  tels 
an's  nVxistent  pas,  négligeant  de  rechercher  si  de  telles 

quantités  ne  sont  point  réductibles  à  la  forme  a  +  ^  >J — i  • 
Ov\  je  vais  démon ti^r  qu^il  en  est  ainsi. 
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Pour  cela  je  ferai  remarquer  qu'une  fonction  quel- 
conque telle  que  (i)  peut  rentrer  dans  la  suivante 


(2)  ^=  arc  sin  V  *  -t-  J^' 

qui  se  prête  mieux  au  calcul. 

Or,  si  maintenant  nous  convenons  d'ëtendre  à  ces  fonc> 
lions  les  règles  ordinaires  de  la  différentiation  (conven- 
tion qui  évidemment  n'a  rien  que  de  permis,  puisque 
ces  mêmes  règles  ont  été  étendues  aux  fonctions  imagi- 
naires), l'expression  (a)  nous  donne  : 

dx 


d,>l\-\-X^ sjx-^r-X^ /— - 


et  par  conséquent 


^' 


. —  r  dx 


en  traitant,  selon  l'usage,  ^ — 1  comme  une  constante.  Or 

xdx 


l^r      r^x-^S/i-^x^  dx       


_    I  Vmh 


dx 


X' 


=/ 


</.(v/iH-.r2  ^  x) 


x-^-  \J  i  -\-x^ 


=  I(j:4-V^i  H-^')' 


"C  sorte  que 

/  ou  arc  sin  ^  i  H-o:'  =  C  —  \/—  i  I  (^u-f-  sfî+x^)* 

"este  à  déterminer  la  constante  arbitraire.  Pour  celafai* 
'ons  a:  =  o  dans  l'égalité  précédente,  et  prenons,  ce  que 

^ous  sommes  libres  de  faire,  la  valeur  positive  de  v^7;  il 
^ient  ainsi 

arc  sin  i  =  C  —  sj — i  l.i  =C, 


(  ao8  ) 
d'où 


C=2A-CT  H <» 

1 


k  étant,  à  rordinaire,  un  nombre  positif,  négatif  ou  iw  ul. 
On  a  donc  en  définitive 

[a)  arcsin  y/i-l-j:*  =  (  2  A-u  H j  —  y/ — i  1  (*-h  y^H-ar^J» 

Avant  d^aller  plus  loin,  il  est  bon  de  vérifier  que  cet: te 
formule  n'est  point  en  contradiction  avec  la  formule  d^s 
logarithmes  imaginaires.  Pour  cela  donnons  à  x  la  va- 
leur zéro,  dans  l'expression  (a),  mais  prenons  la  valets &* 

négative  de  si  i\  il  vient 


arcsm 


in(—  i)  =  (aXci-f  -  j  —  y/— I  l.( — 1), 


mais  on  sait  que 

1  ( —  ï)  =  (2/îcT  -h  ct)  y/ — I. 

On  a  donc 


arc  sin 


in(— i)=f2XcTH j  +(2/icT-hw) 

=r  2  («  -h  A-)  ctH 9 

.2 

résultat  conforme  à  ce  que  l'on  trouve  directement. 
Prenons  encore  la  fonction 


y  =  arc  ces  y^  i  H-  x*. 

Par  des  calculs  identiques  aux  précédents,  on  arrive  à  l 
formule  suivante  : 

(b)        arccos\/i  H-  x'  =  ik'xs  4-  y/ — 1 1.  (.r-h  y/i-|-.r»), 


(  209  ) 
de  sorte  qu'en  ajoutant  (a)  et  (b)  oii  a 


arc  sin  \/i-h^  H-  arc  cos  y^  i  -i-  x'  =  2  (  /  -H  X  '  )  cj  H > 


2 


comme  dans  les  cas  ordinaires. 
En  appliquant  la  même  méthode  aux  fonctions  sui- 

vantes 


arc  sec 


i-^x' 


arc  cosec 


1  -i-x^ 


on  arrive  à  des  formules  analogues  ;  de  telle  sorte  que  les 
arcs  dont  les  sinus  ou  cosinus  sont  plus  grands  que  l'u- 
nité et  les  sécantes  ou  cosécantes  moindres  que   i   sont 

réductibles  à  la  forme  type  a  -f-  i  V'^"  *  • 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  624 

(  Toir  s*  série,  t.  I"%p.  345); 

Par  m.  EuciNE  BELTRAMI. 


Un  angle  trièdre  trirectangle  mobile  a  son  sommet 
^^  un  point  fixe  pris  sur  une  surface  quelcojique  du  se- 
^o/i^  ordre;  le  plan  déterminé  par  les  intersections  de 
*^J  trois  arêtes  av^ec  cette  surface  passe  constamment 
P^^^run  même  point  de  la  normale  issue  du  sommet  fixe 
^•e  V angle  trièdre.  On  demande  le  lieu  de  ce  point,  lors- 
V**e  le  sommet  du  trièdre  parcourt  la  surface  donnée. 

(Mannheim.) 

Soient 

ax^  -h  hy^  -f-  cz'  =  i 


l'équation  de  la  surface,  (jcô,  Jo,  Zo)  un  quelconque  de 
ses  points  ^  on  aura  identiquement 

Ann.  de  Uathémat.^  a^"  série,  t.  II.  (Mai  i863).  l4 
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En  dësigiiant  par  $  la  distance  de  Torigine  au  plau  tau- 
gent  en  ce  point,  les  cosinus  des  angles  que  la  normale 
fait  avec  les  axes  des  x^  y  et  z^  seront  respectivement 

Cela  posé,  concevons  un  nouveau  système  d'axes  ortho- 
gonaux des  ^,  >3  et  C  ayant  leur  origine  au  point  (xo,  yo-z 
Zq)  et  formant  avec  les  axes  primitifs  des  angles  dont  les 
cosinus  sont  indiqués  dans  le  tableau  suivant  : 


? 

Yl 

C 

x 

a, 

OL-l 

«3 

J' 

6. 

6, 

^3 

z 

Vi 

7» 

7» 

En  nommant  X,  (ji,  v  les  cosinus  des  angles  que  la  normale 
fait  avec  ces  nouveaux  axes,  on  aura 


(a) 


>  =  —  ^ (ûa,  JFo  -f-  ^6i/o  -+-  <?7i  «•) , 
V  =  —  5(ôa3Xç4-^63>'o-f-r73»*), 


et  les  équations  des  droites  $,  >3  et  Ç,  rapportées  aux  pre- 
miers axes,  seront  respectivement 


X 


z=Zo-4-g7,,        (   «  =  2o4->372,        l   2=*o-f-Ç73> 

dans  chacune  desquelles  les  variables  des  deux  systèmes 
se  rapportent  au  même  point  de  l'espace. 

Au  moyen  de  ces  équations  et  des  équations  (l)  et  (ii), 
on  trouve,  pour  les  intersections  des  trois  nouveaux  axes 


(U.l) 

avec  la  surface,  les  valeurs  suivantes  de  Ç,  »  et  Ç,  que 
nous  désignerons  par  Ço?  >îo  ^^  l^o' 

(le  sorte  que  réquatiou,  en  ^,  >}  et  (^,  du  plan  mené  par 
ces  trois  points,  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


Or,  l'équation  de  la  normale  étant 


la  distance  Tq  du  point  (xo»  709  -^o)  ^ti  point  d'intersection 
avec  le  plan  (3)  est  donnée  par  la  formule 


K  = 


et  comme  celle-ci  est  indépendante  de  la  direction  des 

droites  ^,  iq  et  ^,  la  première  partie  de  la  question  se  trouve 

ainsi  démontrée. 

Si  maintenant  on  désigne  par  x,  j,  z  les  coordonnées 

Ulativte  aux  premiers  axes)  du  point  que  Ton  vient  de 
^rminer,  on  a 

a-\-b-\-c  a-ho  +  c 


2C2o 
»  =  2, , 


.4. 


d'où  l'on  tire 

a  -i-  b  -h  c  a  -^  b-^c  a+^+c 

—  a  +  b-^c  a  —  b-^c^  a-\~b  —  c 

En  éliminant  Xo,  j^ 09  ^o  au  moyen  de  Téquation  (i),  oif 
obtient  enfin 

a^a^b-^cY     ,      b{a-^b-^cY     ^      cja-^b-ft-cY  ,__ 

équation  du  lieu  cherché,  qui,  partant,  est  une  surface 
de  second  ordre,  ayant  en  commun  avec  la  première  le 
centre  et  la  direction  des  axes. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  287 

(▼olr  t. XIM.  p.  191,  et  t.  XVII.  p.  354)  ; 

Par  m.  Fortunato  PADULâ, 
Professeur  à  Naples. 


Si  l'on  divise  un  polyèdre  homogène  en  tétraèdres  au 
moyen  de  droites  menées  d'un  point  quelconque  M  aux 
sommets  du  polyèdre,  et  si  l'on  suppose  la  masse  de  cha- 
que tétraèdre  réunie  au  centre  de  la  sphère  circonscrite 
à  ce  tétraèdre,  le  centre  de  gravité  de  ce  système  de  points 
matériels  est  toujours  le  même,  quel  que  soit  le  point  M 

(Bellavitis.) 

Soit  Al  As. . .  A„  une  des  faces  du  polyèdre  donnée; 
par  le  point  Ai  supposons  que  l'on  tire  les  diag^a- 
les  Al  As,  Al  A4,. . .,  AiA„_i  :  MAiA^.,  A^  sera  u*  des 
tétraèdres  dans  lesquels  on  aura  décomposé  le  p^yèdre 
donné  :  soit  Cw  le  centre  de  la  sphère  circonsci^te  à  ce 
tétraèdre,  et  Ox,  O/,  Oz  trois  axes  orthogo-^tix.  On 


(  "3) 


nommera  : 


«!>     Pu    7» 


«r     pf>     7r  y  les  coordonnées  des  points 


d' 

•    ■ 

n 


les  distances 


P(u  le  volume  du  tétraèdre  MAiAr~i  Ar. .  . . 


A. 

•  • 

A. 
C 


6) 


M 

OA. 

•  •  • 

OAr 

OM 


lies  coordonnées  Xoi,  /»,  Zf^  seront  déterminées,  comme 
''on  sait,  par  les  équations 

(ot,    _5)x«4.(p.   _/);.^^.(^,   -.«)«^=i(rf;  —n% 


(et. 


2 


-^)*^-*-(^   -Or«+(7r  -'»)^«  =  -K  -^% 


^t  en  faisant 


y 


a, —  6  p,  —  t      yt^u 

«r-i  —  <J  Pf-i  —  ^  7,-1  —  M 

a, J  Pr~^        7r « 

rff  — /!'  pi  —  '         7r— « 

»  "'  ^r'-i  —  «'  Pr-.  —  i    7r-l  —  " 

dr  —  /«'         pr t         7r W 


If  t  U 

ï  a,       p,      7, 

I  ar-i    Pr-i  7r-| 

I  ar         pr        7r 

I  «^         /  U 

'  ^;  p.  7. 

I  d^^t  p,._,  7r-i 

I  d'r        Pr        7r 
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n"  7r-i — « 
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t  dl^x 

•t       dl- 
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s       n*      u 

«t      ^î     7i 

a,_,  d^_tfr-i 

a,      dl    fr 

s        i       n^ 

a.      p.      rfî 

Otr^t    Pr-i  ^r- 

ûr        pr        dl 

OD  obtiendra 


û) 


'W 


2A 


^ûi  


â> 


(U 


ca 


2A 


w 


ca 


2A 


fil) 


OÙ  le  déterminant  Aû,=  ôVû,.  D'ailleurs,  si,  par  tous  les 
sommets  Ai,  Aj,  etc. ,  du  polyèdre  donné,  on  mène  des  pa- 
rallèles à  TaxcOo:,  sur  lesquelles,  à  partir  du  plan  j'ij,  on 
porte  des  dis  lances  proportionnelles  respectivement  à 
d\j  d\^  etc.  (c'est-à-dire,  en  faisant  dl^z^mS^^  égales  à 

5i,  Jj,  etc.),  on  aura  des  points  A',,  A',,  etc.,  que  Ton 
peut  prendre  pour  sommets  d'un  nouveau  polyèdre  P',dont 
les  faces  seront  déterminées  par  les  triangles  A'^  A^_i  AV 
correspondants  aux  triangles  dans  lesquels  on  aura  dé- 
composé les  faces  du  polyèdre  donné.  Soit  M'  le  point 
que  Fou  obtient  de  M  par  la  même  construction,  ou  bien, 
faisant  /»'  =  mv^,  le  point  (i^,  Z,  u)  -^  nommons  t^'^  le  vo- 
lume du  tétraèdre  M'A',  A',._i  A'^,  et  Ton  aura 


=  6m* 


I   nw        t 

U 

I     V 

/ 

U 

I   m$i       p, 

I     //t^r-i     Pr-i 

7« 

7r-l 
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l  s, 
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I     tn$r          pr 

7r 

I     Sr 
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et  par  conséquent 

f 

*« 

m 

2 

ft> 


(ai5) 

is  X  étant  Vx  du  centre  de  gravité  des  masses  réunies 
c  points  C(u,  on  a 


A  =  — > 


3nc  on  obtiendra 

>ii  V,  V  sont  les  volumes  des  polyèdres  P  et  P'. 

Pareillement,  si  l'on  forme  deux  autres  polyèdres  P'' 
et  P^  par  des  constructions  analogues  à  celle  indiquée 
pour  le  polyèdre  P^  on  aura 


(3)  Z  = 


2V 


«nais  les  volumes  V,  V",  V"^  des  polyèdres  P',  P'',  P'^ 
A:ie  dépendent  nullement  de  la  position  du  point  M. 
Donc,  etc. 

Remarques. 

1.  Dans  la  formation  des  déterminants  Ûa»,  il  est  né- 
ocssaire  de  disposer  les  éléments  de  manière  qu'il  en  ré- 
sulte pour  ùk  une  valeur  positive  ou  négative  selon  que 
u  CQtre  positivement  ou  négativement  dans  la  composi- 
te 4u  volume  total  V.  La  disposition  des  éléments  des 

jmiinants  û'u,  A»,  A<u  doit  être  réglée  d'après  celle 

déments  correspondants  de  Aa>.  Et  enfin  pour  chaque 

e  Uta  que  l'on  doit  regarder  comme  négatif  dans  la 

ition  de  V,  il  faut  substituer  au  lieu  du  poids  de 

V(a  une  force  verticale   négative  appliquée  au 
centre  .         ,,    , 

ç.    fl  proportionnelle  a  i/^i. 

oints  A',,  A',,...,  A'n  ne  sont  pas  en  général 


(  2i6  ) 
dans  un  même  plan,  quoique  les  points  Aj,  As,...,  Â. 
soient  les  sommets  d'une  même  face  du  polyèdre  donné: 
donc,  lorsqu'on  divise  le  polyèdre  P  en  tétraèdres,  on  peut 
prendre  le  point  M  d'une  manière  quelconque,  mais  il 
faut  décomposer  chaque  face  toujours  dans  les  mêmes 
triangles,  sans  quoi  les  volumes  V,  V^,  "S"'  ne  resteraient 
pas  constants,  parce  que  les  polyèdres  P',  P'',  P''"  eux- 
mêmes  changeraient,  et  en  conséquence  le  point  (X,Y,Z), 
pourvu  que  l'on  y  considère  des  couples  comme  il  sera  dit 
dans  le  n^  6  pour  un  cas  plus  général. 

3.  Si  le  polygone  Ai  As...  A„  est  inscriptible  dans 
un  cercle,  on  peut  démontrer  que  les  points  A'^,  A',,. . ., 
A'„,  seront  dans  un  même  plan.  Dans  ce  cas  on  peut 
diviser  la  face  Ai  As ...  A„  en  triangles  d'une  manière 
quelconque,  parce  que  la  pyramide  M'A',  A', .  .  .  A'„  du 
polyèdre  P',  correspondante  à  la  pyramide  M  Ai  As...  A^ 
dans  le  polyèdre  P,  restera  toujours  la  même. 

4.  Si  le  polyèdre  P  est  inscriptible  dans  une  sphère, 
on  peut  fixer  à  son  centre  l'origine  des  coordonnées,  et 
Ton  aura  di  =  d^  =  d^  = , . ,  -^  donc  tous  les  sommets 
du  polyèdre  P'  seront  dans  un  même  plan  parallèle  au  plan 
yZy  et  par  conséquent  V=  o  5  on  aura  de  même  V'^=  o, 
V'''  =  o.  Dans  ce  cas,  le  centre  de  gravité  du  système  de 
points  indiqués  dans  la  question  est  le  centre  de  la  sphère 
cîixonscrile  au  polyèdre. 

5.  Si,  au  lieu  de  diviser  le  polyèdre  en  tétraèdres  aya; 
tous  le  même  sommet,  on  le  divise  d'une  manière  qr 
con([ue,  il  est  évident  que  le  théorème  a  toujours  .^' 
pourvu  que  les  tétraèdres  qui  aboutissent  aux  far 
polyèdre  donné  aient  toujours  pour  bases    les  ^ 
triangles  dans  lesquels  ou  aura  décomposé  cha- 

du  {)olyèdre.  La  démonstration  reste  la  mème^       ' 
I»  ,  i»'  étant    les  volumes  de  deux  tétraèdres  ," 

dants  quelconques  dans  les  polyèdres  P,  P' 


(  ^«7  ) 
même 


~~  2  Sf*  2V 


6.  Pour  diviser  chaque  face  du  polyèdre  en  triangles, 
on  pourrait  prendre  dans  le  plan  de  la  face  AiAs* . .  A^, 
que  Fou  considère,  un  point  N,  et  former  les  triangles 
NAiAt,  NAjAs,...,  NA„Ai,  alors  on  aura  le  même 
théorème  et  le  même  point  (X,  Y,  Z)  pourvu  que  Ton  re- 
garde le  point  N  comme  sommet  de  ti  —  2  tétraèdres 
NA,  Aj  As,  NAi  As  A4, . .  . ,  NAj  A„_i  A„  de  volume  nul. 
Dans  ce  cas,  pour  chaque  tétraèdre  NAi  A;._i  A^,  on  aura 
pour  centre  de  la  sphère  circonscrite  un  point  0^.^  situé 
a  Tinfini  sur  la  perpendiculaire  à  la  face  Ai  As» . .  A,» 
âevée  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
Al  Ap_i  A^,  et  le  poids  que  l'on  doit  appliquer  à  ce  point 
Cr.t  est  nul.  Ce  poids  doit  être  remplacé,  comme  on  dé- 
duit des  équations  trouvées  ci-dessus,  par  un  couple.  En 
effet,  la  position  des  points  C  étant  indépendante  des 
axes  des  coordonnées,  supposons  que  Torigine  soit  au 
centre  du  cercle  AiA^_iA,.  circonscrit  au  triangle 
Al  A^_i  A^,  et  son  plan  celui  des  ocy.  Soit  N  la  projec- 
tion du  point  M  sur  la  face  Ai  A,. . .  A^  ou  bien  sur  le 
plan  3CJ,  Nommons  A'^.^j  la  puissance  du  point  N  par 
rapport  au  cercle  Ai  A^^i  Ap_s  :  on  aura,  quel  que  soit 
le  point  Ml, 


m 

A"' 

('     Z      Z 

mais  à  cause  de 

7,— 7r-,  =  7r  =  0, 

di  =  dr-^   =.  dry 

on  a 

I 

«1         Pi 
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ttr-  1      p,._ , 
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«r          Pr 

12      " 
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A"  =  rf? 


=  (rf;-./i^) 
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I     ar        Pr        I 

I    a,        Pi 

I    «r  Pr 


=  rf? 
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«r        Pr  I 


— /l^ 


1    a,      p, 

I    «r-l  pr-l 

I    a,     p,. 


I 


=  —  («>  + Xv-,) 


I    a,        Pi 
I    a,^>.|    pi^i 


donc  on  obtiendra 


Lorsque  le  point  M  coïncide  avec  le  point  N,  on  a 


njiais 


''  =  o,     •'«,  =  0,     »^=oo; 


^'w  ^ca  —  g  ^"  -^'•— »  ^'^  •  ^'^^  '• 


donc,  si  sur  la  perpendiculaire  élevée  sur  la  face 
A,  A,  . . .  A„,  du  côté  extérieur,  on  porte  une  droite 
quelconque  a,  il  y  aura  aux  extrémités  de  cette  droite  uu 

I        /  A|  Ar — I  Ar  •  n'r—i  A|   A|>_|  Ar  •  "r—7  \ 

couple  (^ 62 '    -^ 6Z ')• 

De  même  on  déterminera  les  couples  qu'on  aura  des 
autres  tétraèdres  de  volume  nul ,  et  le  centre  de  gravité 
de  toutes  les  masses  et  des  couples  sera  le  point  (X,  Y,Z) 
déterminé  par  les  équations  (i),  (2),  (3). 

Il  faut  observer  que  dans  la  formule  - — "^"^  '^'    ""    la 

puissance  Âr^_j  est  positive  ou  négative,  selon  que  le 
point  N  est  extérieur  ou  intérieur  par  rapport  au  cercle 
Al  A^_i  A^,  et  que  l'aire  dti  triangle  Ai  A^^i  A^  sera  tou- 


(  aï9  ) 
ours  positive  si  le  polygone  Ai  Af  . .  A„  est  convexe,  et 
n  général  aura  le  même  signe  que  dans  Téquation 

A\    <\ 2  •    •    •  Ajt  — •     2é  a    A{  Af—, I    Ap  m 

Enfin,  poui-ruque  la  droite  a  reste  parallèle  à  elle-même. 
Ml  peut  la  fixer  dans  telle  position  qu'on  voudra,  et  à 
tes  extrémités  agira  toujours  le  même  couple  (*).  Si  le 
point  N  sur  la  circonférence  du  cercle  Aj  A^^i  A^  on 
aura  A"^_8  ^  o,  et  par  conséquent  il  n'y  aura  pas  de 
couple  à  considérer. 

^,  Si  Ton  ne  veut  pas  introduire  les  couples  susdits, 

c^est-à-dire  si  l'on  veut  considérer  seulement  les  tétraèdres 

effectifs  dans  lesquels  on  a  divisé  le  polyèdre,  alors  le 

théorème  aura  lieu  pour  tous  les  systèmes  de  tétraèdres 

que  l'on  peut  former  saus  changer  la  position  des  points  N, 

quelle  que  soit  d'ailleurs  la  manière  de  diviser  le  polyèdre 

en  tétraèdres.  Dans  celte  hypothèse,  les  polyèdres  P', 

P',  F'''  changeront  de  forme  et  de  volume ,  ils  dépendront 

delà  position  des  points  N  dont  les  coordonnées  doivent 

être  introduites  dans  les  formules    trouvées  :    ainsi   le 

polyèdre   P'  aura    pour  faces  les    triangles   N'  A',  A'^, 

î^'A',  A'3, . . . ,  N'  A'„  A',,  etc.,  et  son  volume  sera  égal  à 


ou 


^•'l.^g^^'.. 

I    /i'        t       a 

^;= 

i   h'       b       c 

I    d^r          Pr      Ir 

(*)  C'est  uQd  r^mftrqye  à  fiûi'â  sur  la  tbâorie  du  centre  d'un  système  de 
lorees  paraUèlcs,  que  lorsqu'il  y  a  un  couple  (P,  —  P)  appliqué  à  deux 
points  M ,  N,  si  l'on  mène  une  droite  M' N'  égale  et  parallèle  à  la  droite  MN 
^iNlée  4aB»l«  même  sen»»  od  peut  tjrajispfNrter  le  couple  (P,  — P)  aux 
pointe  U',  N'  sans  changer  la  position  du  centre  du  systèiyie. 


(  aao  ) 
a,  6,  c  étant  les  coordonnées  du  point  N,  et 

A^  =  fl2  4- ^2 -f.  c'. 

Dans  ce  cas,  quand  même  le  polyèdre  P  serait  inscriptible 
dans  une  sphère,  le  centre  de  gravité  du  système  des 
points  Cu  qu'on  obtiendra  sera  en  général  différent  du 
centre  de  la  sphère,  à  moins  que  tous  les  points  N  n'exis- 
tent sur  la  sphère  circonscrite  au  polyèdre,  c'est-à-dire 
sur  les  sections  respectives  produites  par  ses  faces  dans 
la  sphère.  • 


M  CENTRE  DE  GRAVITÉ  BUN  DÉ  A  JOUER  (QUESTION  W) 

(TOir  t.  XIV,  p.  268)  ; 

Par  m.  J.  de  VIRIEU, 

Professeur  à  Lyon  (institution  Sainte-Barbe). 


1 .  Étant  donné  un  solide  homogène  de  forme  cubique, 
on  creuse  sur  ses  faces  des  cavités  toutes  égales  entre  elles 
qu'on  appelle  points,  et  qui  satisfont  aux  conditions  sui- 
vantes : 

Le  nombre  de  points  de  chaque  face  est  inférieur  à  7 
et  varie  d'une  face  à  l'autre  •, 

Deux  points,  soit  d'une  même  face,  soit  de  deux  faces 
différentes,  ne  se  pénètrent  pas 5 

Les  points  d'une  même  face  sont  disposés  de  telle 
sorte,  que  les  projections  de  leurs  centres  de  gravité  sur 
cette  face  ont  pour  centre  de  moyenne  distance  le  centre 
de  la  face  elle-même. 

On  demande  la  position  du  centre  de  gravité  du  solide 
ainsi  obtenu. 

2.  Pour  flxer  les  idées,  nous  supposerons  que  le  solide 
proposé  reposant  sur  un  plan  horizontal,  un  observateui 


(  Î*2I  ) 

€st placée  debout,  dans  son  intérieur,  vis-à-vis  une  face; 
nous  désignerons  par  : 

P,  la  face  horizontale  située  sous  ses  pieds  ; 

P,  la  face  verticale  située  devant  lui  ; 

Ps  la  face  verticale  située  k  sa  droite  ; 

P4  la  face  verticale  située  à  sa, gauche; 

P5  la  face  verticale  située  derrière  lui  ; 

Pe  la  face  horizontale  située  au-dessus  de  sa  tète  ; 

/ii-,  Tis, . .  «^  /itf,  nombres  de  points  de  ces  faces  ; 

p^  rapport  entre  le  volume  du  cube  primitif  et  cclt^î 
d'un  des  points  ; 

d,  distance  de  chaque  face  au  centre  de  gravité  d'un 
de  ses  points  ; 

c,  c6té  du  cube  primitif. 

Les  nombres   tij,.  . .,  /76  étant  distincts  et  plus  petits 
que  7,  on  a 

3.  Rappelons-nous  : 

1^  Que  si  Ton  projette  plusieurs  points  géométriques 
appartenant  à  un  même  plan  et  leur  centre  de  moyennes 
distances  sur  un  plan  parallèle  au  leur,  la  projection  de 
ce  centre  est  le  centre  de  moyennes  distances  des  projec- 
tions de  ces  points  ; 

a°  Que  le  centre  des  moyennes  distances  des  centres 
de  gravité  de  plusieurs  corps  égaux  est  le  centre  de  gra- 
vité du  système  que  forment  ces  corps. 

4.  Il  en  résulte  que  le  centre  de  gravité  du  système 
que  forment  les  points  d'une  même  face  se  trouve  sur  la 
droite  qui  joint  le  centre  de  cette  face  au  centre  de  la 
face  opposée  et  à  une  distance  de  la  première  égale  à  la 
distance  de  cette  même  face  au  centre  de  gravité  de  Tun 
de  ses  points. 

5.  Soient  Pi  le  plan  des  (x.jr)  ;  Pj  le  plan  des  (/ \f  Jj^ 


(    22a    ) 

Pg  le  plan  des  (z.x),  les  demi -axes  des  coc 
nées  positives  étant  dirigés  suivant  les  arêtes  du 
primitif-, 

I,  y;,  ^  les  coordonnées  du  rentre  de   grtTÎté 
cube  ; 

(jr,./i.Z|),  — ,  {x^.y^.z^)  les  centres  de  grarii 
différents  systèmes  que  forment  les  points  de  chaque 
on  a: 
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(  =»-»3  ) 
6.   Au  centre  de  gravité  appliquons  deux  forces  verti- 
cales dirigées  en  sens  contraire  Tune  de  l'autre,  et  res- 
pectivement égales  au  poids  de  la  matière  qui  le  rem- 
plissait. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  centre  de  gravité  cherché 
eftt  le  centre  àt  sept  forces  terticales  : 

L'une,  dirigée  de  haut  en  ba^,  appliquée  au  centre  d«i 
eabe  primitif  et  égale  à  son  poids  ; 

Les  siic  autres  dirigées  de  bas  en  haut,  respectivement 
appliquées  aux  centres  de  gravité  des  différents  systèmes 
que  forment  les  points  de  chaque  face  et  égales  au  poids 
de  la  matière  qui  les  remplissait-,  ces  forces  étant  les 
poids  de  corps  formés  d^une  même  substance  sont  pit^ 
l^rtionnell^s  à  leurs  volumes,  volumes  que  représentent 


D  p 


et  par  conséquent  proportionnelles  aux  nombres 


"ij    '^aj  •  •  •  >   '^e* 


^t  j,  z  représentant  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
cherché  ou  ses  distances  aux  plans  Ps,  P5,  Pi,  on  a,  en 
^ertu  de  la  théorie  des  moments  : 

1  /Î3  —  n^  I  t 
j:±=-.c  -h  — -c  — (î 

2  p  —  21    \2 

2  p  —  2  1  \a  / 

I        /l,  -^  <»,  / 1 

3  =  -  cH -C  ( 

2  />—  21    \2 

7.  Soit  D  la  distance  de  ce  centre  de  gravité  au  centre 
<le  gravité  du  cube  primitif  5  en  posant 

N  =  {/I3  —  «4)'  -H  («5  —  'hY  -h  (/i,  —  n,)\ 


(  ^M  ) 


on  aura 


le  maximum  et  le  minimum  de  D  correspondent  au  max 
mum  de  N. 

8.  Les  points  dont  le  nombre  sur  chaque  face  est  infi 
rieur  à  7  et  varie  d'une  face  à  l'autre  peuvent  être  répa 
tis  de  quinze  manières  différentes  ;  si  Ton  calcule  1( 
quinze  valeurs  correspondantes  de  ra,  on  trouve  : 

Que  sa  valeur  minimum  3  correspond  au  cas  où  i  ei 
opposé  à  2,  3  à  4)  S  à  6^ 

Que  sa  valeur  maximum  35  correspond  au  cas  ou  i  ei 

opposé  à  6,  2  à  5,  3  à  4; 

Cette  dernière  disposition  est  précisément  celle  qi 
existe  dans  le  dé  à  jouer  ordinaire  ]  c'est  la  seule  où 
somme  des  points  opposés  soit  constante. 

9.  Soient  di^. .  ,^ds\es  distances  du  centre  de  gravi 
du  dé  à  jouer  ordinaire,  aux  faces  marquées  i .  2, . . ,  5..i 
les  formules  A,  en  y  posant 

/2,  =  I,  n.j  =  a,  ^/3  =3,  /?4  =  4,  'ïs  =  5,  /îfi  =  6, 

donnent 


dx  ■=.  —  c 

2  p  —  21 

r/j  =  -  c  —  — 
2  p- 


I 
—  c 

2 


21 


p  —  2  1 
I 


2  p  —  21 


d. 


1  3 

2  p  — 


21 


1  5 

-cH 

2  p  —  21 


2  /  p  —  212 

1  .\        o  —  24   r  ô 

2  /        p  —  212       p  —  21 


p  —  21 
3 


-* 


I  -  \        p  —  22  c 

1  j  p 212 

p  —  20    C 


I 


p  21 

I 


d 
^ 


-r  — tî)  = 

2  /        p  —  212  p  —  21 

1  -\       p — 18   c  3       ^ 

2  /       p  —  21    2  p — 21 


Ic-S 


p —  16    C 


21     2 


p 21 


(  '2125  ) 


ÉNONCÉ  DES  QUESTIONS  NON  RÉSOLVES 

Proposées  ibos  les  quinze  premiers  folomes  de  la  première  série 

4es  NoiiYelles  Anoales. 


'  61.  (T.  n,  p.  48.)  Deux  pyramides  convexes  qui  ont 
ks  faces  triangulaires  égales,  cbacune  à  chacune^  et  seni- 
blablemeut  disposées,  sont  égales.  (Catalan.) 

93.  (T.  IV,  p.  aSp.)  Soient  A,  B,  C  les  longueurs  de 

trois  cordes  issues  d'un  même  point  d'une  circonférence 

de  cercle,  6  étant  la  corde  intermédiaire  \  on  a^  comme  il 

est  facile  de  s'en  assurer, 

/\  /\  /\ 

(«)  Asin BC -h  Csin  AB  =  B sm  AC, 

et  la  surface  de  la  sphère;  A,  B  et  C  représentant  trois  arcs 
de  grand  cercle  issus  du  même  point  d'un  petit  cercle  et 
terminés  à  leur  seconde  rencontre  avec  ce  même  petit 
cercle,  on  a  une  relation  qui  ne  diffère  de  la  précédente 
quen  ce  que  les  longueurs  A,  B,  C  sont  rcmplacc'cs  par 

lang  i  A,  tang  ^  B,  tang  ^  C. 

On  demande  s'il  y  a  une  relation  analogue  à  la  rela- 
tion (a)  pour  quatre  cordes  de  la  sphère  qui  seraient 
issues  d'un  même  point  de  la  surface. 

(Par  un  Abonné.) 

119  (*).  (T.  V,  p.  202.)  Une  droite  de  longueur  con- 

^^ànte  se  mouvant  entre  deux  droites  fixes  données  dans 

1  espace,  chaque  point  de  la  droite  mobile  décrit  une  el- 

^^pse  :  toutes  les  ellipses  sont  dans  des  plans  parallèles  \ 


C*)  Cette  question  a  été  traitée  par  MM.  Vauqaelin  et  Wœstyn,  t.  V, 
^'  SiCi.  Nous  n'en  reproduisons  Ténoncé  que  pour  Tintelligence  de  la 
^ Gestion  suivante. 

ilim.  de  BUthémat ,  i^  série,  (.  11.  (Mai  i863.)  l5 


(    226    ) 

leurs  centres  sont  sur  la  plus  courte  distance  entre  les 
droites  fixes 5  le  lieu  des  ellipses  est  une  surface  du  qua- 
trième degré  ;  la  droite  mobile  tourne  à  chaque  instant  au- 
tour d'une  droite  de  direction  constante,  perpendiculaire 
aux  deux  plans  parallèles  déterminés  par  les  droites  fixes. 

120.  (T.  V,  p.  '202.)  Etablir,  au  moyen  du  théorème 
précédent,  la  théorie  de  Taxe  instantané  de  rotation  d'un 
corps  solide  se  mouvant  dans  l'espace  d'une  manière 
quelconque. 

i93.  (T.  Vn,  p.  368.)  Trouver  et  discuter  l'équation 
de  la  surface  qui  jouit  de  cette  propriété,  que  la  somme 
des  distances  de  chacun  de  ses  points  aux  faces  d'un 
angle  trièdre  trirectanglc  est  constante. 

240,  (T.  X,  p.  347.)  La  position  d'équilibre  d'un 
corps  surnageant  n'a  lieu  que  lorsque  la  distance  du  cen- 
tre de  gravité  du  liquide  déplacé  au  centre  de  gravité  du 
corps  est  un  maximum  ou  un  minimum,  ou  bien  encore 
lorsque  le  centre  commun  de  gravité  du  corps  et  du  fluide 
déplacé  est  a  sa  plus  haute  ou  plus  basse  position. 

(Clausen.  ) 
245.  (T.  X,  p.  358.)  Soit 

supposons  que  Xi  Xg,  0:3,. . .,  Xn  puissent  prendre  res- 
pectivement mj,  Wj, . . . ,  rrin  valeurs  différentes  5  alors  z 
aura  au  plus  rrii  m^, , ,  m^  valeurs  différentes  ;  mais  il 
peut  en  avoir  moins.  Dans  quel  cas  ? 

251.  (T.  XI,  p.  1 14-)  Placer  les  huit  premiers  nom- 
bres sur  une  même  ligne,  de  telle  sorte  que  la  différence 
de  deux  quelconques  de  ces  nombres  ne  soit  pas  égale  à 
la  différence  de  leurs  rangs  dans  cette  ligne.  Combien 
exis  te- l-il  de  dispositions  de  ce  genre?  i  75824^3 
est  une  de  ces  dispositions. 


Placer  sur  un  échiquier  huil  remes^  de  mauière  qu'au- 
cune d'elles  ne  soit  en  prise  à  Tune  des  sept  autres.  La 
solution  est  une  conséquence  de  la  précédente. 

(E.    LlOMNET.) 

25â.  En  ôtant  les  doubles  du  jeu  ordinaire  du  domino, 
il  reste  vingt  et  une  pièces.  On  peut  ranger  ces  vingt  et 
une  pièces  sur  une  seule  ligne,  conformément  à  la  règle 
da  jeu.  De  combien  de  manières  cet  arrangement  est-il 
possible? 

317.  (T.  XV,  p.  5a.)  On  donne  sur  un  plan  :  i^  une 
conique  S  ',  a^  cinq  points  fixes  a,  6,  c,  d^  P,  dont  Tun,  â, 
est  pris  sur  le  périmètre  de  la  conique.  On  propose  de 
mener  par  le  point  P  une  transversale  qui  coupe  la  co- 
nique en  deux  points  (réels  ou  imaginaires)  e,  9  situés, 
avec  les  quatre  a,  6,  c,  d^  sur  une  même  conique.  Dé- 
montrer qu'il  existe  en  général  deux  solutions. 

(De    JONQUIÈRES.) 

324.  (T.  XV,  p.  2129.)  Quelles  sont  les  phases  de  la 
terre  et  les  éclipses  de  terre  pour  un  spectateur  placé  dans 
la  lune  ? 

325.  (T.  XV,  p.  aag.)  Soit  une  équation  algébrique 
^  (x)  =9;  tous  les  coefficients  sont  supposés  entiers  po- 
sitifs^ q  est  entier  positif^  t  étaut  un  nombre  entier  posi- 
tif, si  l'on  a 

^(0<^*     y(r-|-i)>^,       faisant       *^=-     s,'^^[^^'\i,^^ 

d-{~h  sera  une  valeur  approchée  de  x  comprise  entre  t  et 
<t  -f-  I  -,  discuter  celte  méthode  d'approximation  donnée 
par  Cardan. 

333.  (T.  XV,  p.  a43.)  Etant  donnée  une  ligne  d'in- 
tersection de  deux  surfaces  de  degrés  m  et  /»,  quels  sont 
les  degrés  respectifs  des  surfaces  formées  par  les  nor- 
males principales,  les  tangentes  de  la  courbe  et  les  axes 
des  plans  osculateurs  ? 

10 


(  ^'-^8  ) 
342.  (T.  XV,  p.  353.)  ABC  est  un  triangle  insent 
dans  le  triangle  abc^  A  est  sur  6c,  B  sur  ac,  C  sur  ab  ; 
trois  courbes  sont  données  dans  le  même  plan  ^  AB  touche 
une  courbe  en  y,  AC  touche  une  deuxième  courbe  en  |3  et 
BC  la  troisième  courbe  en  a  :  on  a,  pour  toute  position 
du  triangle  ABC, 

A7.Ba.Cp  _  flC.^A.cB 
Ap.B7.Ca  ""  ~aB.bC.cA  ' 

A  démontrer  par  des  considérations  de  statique. 

(MÔBIUS.) 


NOTE  SUR  LES  NORMALES  AUX  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE; 

Par    m.    DESBOVES. 


Les  nouveaux  théorèmes  sur  les  normales  aux  sur- 
faces du  second  ordre  peuvent  se  déduire  très- simplement 
de  quelques  équations  générales  (*).  Je  me  bornerai  ici  à 
un  petit  nombre  de  propositions  relatives  à  rellipsoïde. 

Prenons  pour  axes  coordonnés  les  axes  mêmes  de 
l'ellipsoïde ,  et  soient  représentes  ,  pour  abréger,  par 
L,  M,  N,  R,  les  polynômes 

X'         y^         z^ 
{r         0^         c' 

(c'  —  «*)  xz  ^  a^jCfZ — ^.c'zj-r, 
(fl'  —  b^)  xy  -\-  b^y^x  —  à^x^y^ 


C*)  Théorie  nowfelle  des  normales  aux  surfaces  du  second  ordre,  (Mallet- 
Bachelier,  1863).  Nous  rendrons  prochainement  compte  de  cet  ouvrage.  P 


f  ]■ 


•et 


(  2ti9  ) 
set  et  par  /,  m,  n,  r,  des  constantes  arbitraires  :  il  est  facile  de 

Bm   voir  que 

(i)  /L4-/wM-|-/«N-hrR  =  o 

est  l'ëquation  générale  de  toutes  les  surfaces  du  second 
degré  qui  passent  par  les  six  pieds  des  normales  menées 
du  point  (xc/oj  ^o)  à  rellipsoïde. 

D*abordla  surface  (i)  passe  par  les  pieds  des  six  nor- 
males. En  effet,  L  =  o  est  Téquation  de  rellipsoïde,  et 
ou  voit  facilement  que  les  coordonnées  des  pieds  des  nor- 
rnales  partant  du  point  x^^  /©r  ^o  doivent  satisfaire  aux 
équations 

M  =  o,     N  =  o,     R  =  o. 

La  surface  (i)  passe  d'ailleurs  par  trois  points  arbitrai- 
rement choisis^  à  cause  des  trois  constantes--?  y 5  -  arbi- 

»  V  V 

Praires  et  distinctes.  On  a  donc  bien  l'équation  la  plus 
générale. 

applications  de  r  équation  (1). 

Théorème  I.  —  Jamais  les  pieds  des  six  normales 
menées  d'un  point  à  rellipsoïde  ne  peui^ent  être  sur 
une  même  sphère. 

En  effet,  les  coefficients  de  a:*, y*,  z*  dans  l'équation  (i  ) 
ne  peuvent  devenir  égaux  pour  aucune  valeur  des  con- 
stantes. 

Théobème  II.  —  Les  six  noimales  menées  d^ un  point 
à  un  ellipsoïde  se  trouv^ent  toujours  sur  un  même  cône 
du  second  degré,  (  Chasles.  ) 

Il  faut  faire  voir  qu'en  déterminant  convenablement 
/,  m,  /jf,  r,  le  point  (ac  jo?  ^o)  pourra  être  à  la  fois  le 
centre  et  un  point  de  la  surface. 


(  a3o  ) 
La  première  condition  donne  les  trois  équations 


a" 


(2)  {  rnzo  —  rxo  -h  -77-  =  o. 


2  /z« 

WXo  —  W/o  -h  --7-   =  O  . 


Si  on  les  multiplie  respectivement  par  .Tq,  jKo?  ^o>  et 
qu'on  les  ajoute  membre  à  membre,  il  vient 


'"ï+ïi  +  7)='^' 


et,  par  suite,  /  =  o. 

Les  équations  (2)  donnent  alors 


/;/         n  r 

•^0  Xo  ^0 


On  exprime  ensuite,  à  la  manière  ordinaire,  que  le  point 
(a?o?  Jof  ^0)  est  sur  la  surface,  et  l'on  a 


-  /  -f-  /    -4  -f- 


La  condition  est  remplie,  puisque  /est  nul,  d'après  ce 
qui  précède,  et  le  théorème  est  démontré. 

Si,  d'ailleurs,  on  veut  avoir  l'équation  du  cône,  il  suf- 
fira, dans   l'équation  (1),  de  remplacer  /,  m,  n,  r  par 

Théorème  lU.  —  *S/,  d'un  point  quelconque  ^  on  mène 
les  six  normales  à  un  ellipsoïde  et  qu  on  fasse  passer  un 
plan  par  les  pieds  de  trois  quelconques  d^ entre  elles ^  et 
un  autre  par  les  trois  pieds  restants ,  les  coordonnées 
«,185  7  •,  a',  /3',  /  des  pôles  des  deux  plans  sont  liées  par 
les  équations 

oLv'  =  —  a\      pp'  =  —  b\     77'  =r  —  c\ 


{  a3i) 
Théorème  IV .  —  Les  pôles  fies  plans  dont  il  est  ques^ 
tion  dans   renoncé   précédent   se  troux^ent ,  quel  que 
wà  le  point  de  départ  des  normales^  sur  une  même  sur- 
;   face  du  quatrième  ordre  dont  l'équation  est 

(flj  _  i,iY  (aH*y*  —  c'a' fi')  H-  (a^  ■—  c^)'  (a'c'P'—  b'a'y') 
_j-  (^>  _  c^y  (  if^c'a'  —  rt'p'v'J  =  o. 

Théorème  V.  —  Les  plans  qui  ont  leurs  pâles  sur  la 
^utface  précédente  sont  telsj  que  les  normales  qui  ont 
^Gurs  pieds  sur  la  section  correspondante  de  l'ellipsoïde 
•^G  coupent  trois  à  trois  sur  une  même  droite. 

Les  trois  théorèmes  que  nous  venons  d'énoncer  s^éta- 
^lissent  immédiatement,  et  pour  ainsi  dire  sans  calcul,  en 
^<]entifiant  Téquation  (i)  et  la  suivante  : 

Pour  étudier  de  plus  près  le  problème  des  normales 
^menées  des  différents  points  d  une  section  de  Tellipsoïde, 
^u  prend  une  nouvelle  équation  générale  obtenue  comme 
^'équation  (i),  mais  en  choisissant  comme  axes  coordon- 
nés les  axes  mêmes  de  Tellipse  de  section  et  une  perpen- 
diculaire à  son  plan  menée  par  son  centre. 


PROBLfiHES  SUR  LES  SURFACES  RU  SECOND  ORDRE. 
LIGNE  DES  COURRURES  SEMRLARLES. 


Problème  I.   —  Mener  par  le  centra  de  la  surjace 
du  second  degré 

un  plan  représenté  par  T équation 

(2)  ax-hp7-f-72==o,      (a'-4-p'-h  7*=  0» 


(  a3a  ) 
de  telle  sorte  que  la  section  S  soit  une  conique  sem- 
blable à  une  conique  donnée. 

Soient  2E  et    2 F  les  axes  de  la  section   cherchée. 
Comme  cette  courbe  doit  être  semblable  à  une  conique 

E 
donnée,  le  rapport  —  est  une  quantité  connue.  Afin  que 

les  deux  axes  entrent  d'une  manière  symétrique  dans  le 
calcul,  nous  poserons 


F   ■    E  EF 

ou 


(3)  X^  = 


_  (E*-4-F2)' 


£2  F 


1 


Le  paramètre  X*,  qui  définit  l'espèce  de  la  section,  sera 
positif  ou  négatif  selon  que  cette  section  sera  une  ellipse 
ou  une  hyperbole.  En  particulier  on  aura  X'  =  4  dans  le 
cas  d'un  cercle  •,  X*=o,  dans  le  cas  d'une  hyperbole  équi' 
latère  ;  X*  =  00  dans  le  cas  d'une  parabole. 

Pour  exprimer  X*  en  fonction  des  données  du  problème^ 
je  fais  la  projection  S'  de  la  conique  S  sur  le  plan  des  j^^  • 
liVquation  de  celte  projection  sera 

ou  bien 

Si  Ton  nomme  ae  et  a^'les  axes  de  S',  on  aura 

I  (Ap'H-Ba»^  ( A7^-4~  Ca')  —  Ap'  7^ 


_  m:  a- -4-  ACp'-f-AB7» 


a» 


(  a33  ) 
On  aura  donc 


a^ 


^^^   ^    BCa'-hACp^-f-ABv^ 

-^  BCa='-f.ACp»-f.AB7' 

Remarquons  en  passant  que  la  valeur  de  —  -h  7^  ne 

dépend  que  de  a,  ce  qui  donne  le  théorème  :  La  somme 
des  carrés  des  im^erses  des  axes  est  la  même  pour  toutes 
les  sections  dont  les  plans  font  le  même  angle  ai^ec 
l'un  des  axes  principaux  de  la  surface, 

Sî  l'on  représente  par  2e',  2f\  2e'',  2^*"  les  axes  des 
projections  de  la  conique  S  sur  les  deux  autres  *plans 
coordonnés,  on  aura  de  même 


e'V''  = 


BCa^-hACp^4-AB7^ 


gf'2f»2  -_  "y 


BCa^4-ACp^-HAB7' 


^,^..,^(A-4-C~B)p^-f-B 
-^  BCa  -+- ACp^-hAB7= 

e^^^r^=   (AH-B-C)7«4-C 


BCa'4-ACP'-hAB7^ 
Donc,  en  vertu  des  relations  (question  634»,  p.  24) 

2E'-f-  2F^  =  e^  -f-/^  H-  e"'  -¥-/'' -h  e'''  +/"% 
•^ous  aurons 

E»  F*  = -z ^ 

BCa'-+-ACp^-hAB7' 

Aa^^  +  Bp-^-4-C7-' 
BGa2-hACp'-f-AB7^' 
^u  posant 


a 


'2 


=:  I  ~  a^      p'2^  I  — .  p%      7"  =  I  —  7' 


(  ^34  ) 

De  la  on  déduit  ^ — ^.v.r--  »  ou 

(Aa^'  +  Br  +  Cy^)^ 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  cosinus  a,  (i,y, 
qui  déterminent  la  direction  du  plan  sécant,  pour  que  la 
section  soit  semblable  à  la  conique  dont  la  forme  est  dé- 
terminée par  le  paramètre  i*. 

Hemarques.  —  Les  sections  faites  par  des  plans  paral- 
lèles dans  une  surface  du  second  degré  étant  semblables, 
Téquation  (3)  conviendra  à  la  section  faite  par  le  plan 

quel  que  soit  J. 

La  formule  (3)  conviendrait  encore  à  la  section  faite 
par  un  plan  quelconque  dans  Tun  des  deux  parabo- 
loïdes.  Il  suffirait  de  faire  nul  Tun  des  coefBcients  A, 
B,C. 

Problème  H.  —  Tromper  Inéquation  du  lieu  des  dia- 
mètres conjugués  aux  plans  qui  remplissent  les  condi- 
tions du  problème  ï. 

Soient 

(4)  —  zzr-I^f,       (^m^^n^-\-p^=i} 

^  m        n       p 

les  équations  du  diamètre  conjugué  au  plan  (2).  On  aura 

wA        /iB      pC        , — — - — '■ — -• 

=  —-  =  '—  =  sJm'  A.^-i-n*B^-hp'C' . 

a  p  7 

Les  valeurs  de  a,  |3,  y,  tirées  de  ces  équations  et  portées 
dans  l'équation  (3),  donneront 

A-f-B4-C—  -^     i^ 


1 


_^ A^  m^  4-  B'  n'  -h  C^p^ 

ABC   A-'  +  B«' -^C^'  ' 


A'/w'-hB'/î'-f-CV 
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OU  bieix 

[A^(B-l-C)m»H-B^(A  +  C)/i^>+-C^(A-hB);?^p 
■"  ABC(Aw»H-B/2^-4-C/?^)  (A^/w^-fB'/i'H-C^y^^)  * 

Il  suffira  donc,  pour  avoir  le  lieu  demandé,  d'éliminer 
/72,  /2,  p  entre  cette  équation  et  les  équations  (4))  ce  qui 
donne,  en  chassant  le  dénominateur , 

{ABCX»(Aa:'-f-Bj'»-h  Ca*)  (A»a?«H-  B»jr»-hC'z%^ 
=  [A»(B-|-C)^'-hB^(A-hC)r'4-C'(A-|-B)z7, 

m 

équation  d*un  cône  du  quatrième  degré. 

Problème  III.  —  Troiwer  sur  une  surface  du  second 
degré  le  lieu  des  points  qui  ont  des  indicatrices  sem- 
blables (*),  c'est-à-dire  tels,  que  des  plans  parallèles 
aux  plans  tangents  menés  à  la  surface  en  ces  points 
coupent  la  surface  suivant  des  coniques  semblables. 

Ce  lieu  est  évidemment  donné,  pour'  les  surfaces  à 
centre,  par  l'intersection  des  surfaces  (i)  et  (5).  En  ayant 
égard  à  l'équation  (i),  l'équation  (5)  peut  être  remplacée 
par  la  suivante  : 

I  ABCVlA'jj^-t-B'j^'+C^z^) 

'  '   (  =:[A'(BH-C)jr'-|-B^(A-+-C)jr'4-C'(A4-B)2»p. 


Posons 


II  I 

û*  b^  c^ 


La  quantité  placée  entre  crochets  dans  Téquation   (6) 


(')  J'appelle  ce  lieu  liffic  des  courbures  semblables,  parce  que,  pour  deux 
pointe  de  cette  ligne,  les  courbures  de  deux  sections  normales  semblable- 
ment  placées  par  rapport  aux  sections  principales  présentent  un  rapport 
constant. 
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pourra  s'écrire 


en  ayant  égard  à  l'équation  de  l'ellipsoïde 

^'')  7'^i  +  7  =  '- 

L'équation  (6)  prendra  donc  la  forme 

(8)     aH^cn^  (^-+-t:-*-— !  )  =(«' 4- *'-f-«:'—^'—r »—«»)', 

\«*       a*        c*  J  ' 

et  la  ligne  des  courbures  semblables  de  Pellipsôïde  sera 
représentée  par  l'ensemble  des  équations  (7)  et  (8). 
Quand  X  =  2,  Téquation  (8)  représente  une  surface  qui 
touche  rellipsoïde  aux  quatre  ombilics. 

Je  n^examinerai  pas  les  (!as  particuliers  des  hyperbo- 
loïdes  et  des  paraboloïdes,  qui  ne  peuvent  présenter  de 
difficultés  après  ce  qu'on  vient  de  dire.  Je  remarquerai 
seulement  que  le  problème  III  comprend,  comme  cas  par- 
ticulier, les  questions  638  et  639;  car  demander  que  les 
génératrices  rectilignes  d'une  surface  du  second  degré, 
qui  passent  par  un  point  de  la  surface,  fassent  un  angle 
donnée  c'est  demander  que  les  sections  faites  parallèle- 
ment au  plan  tangent  mené  par  ce  point  soient  des  hy- 
perboles semblables  à  des  hyperboles  données.  On  voit 
par  là  qu'une  question  qui  semblait  ne  concerner  que  les 
surfaces  du  second  degré  à  génératrices  rectilignes  s^ap- 
plique  à  toutes  les  surfaces  de  ce  degré,  quand  on  se  place 
à  un  point  de  vue  plus  général.  P. 
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Introduction  a  la  théorie  des  nombres  *,  par  V,-A,  Le 
Besgue^  correspondant  de  Tlnstitut  (Académie  des 
Sciences),  professeur  honoraire  de  la  Faculté  desScien- 
ces  de  Bordeaux,  chevalier  de  la  Légion  d^honneur. 
Grand  in-8  sur  grand  raisin  fin  ;  Paris^  Mallet-Bache- 
lier.  1862.  —  Prix  :  4  francs. 

Cet  ouvrage,  distinct  des  Exercices  d'analyse  numé- 
rique du  même  auteur,  renferme  les  notions  nécessaires 
pour  l'intelligence  des  Mémoires  que  M.  Le  Besgue  se 
propose  de  publier  sur  les  diverses  parties  de  la  théorie 
des  nombres.  Dans  les  six  premiers  chapitres  (p.  i  à  83), 
qui  se  rapportent  à  des  propositions  bien  connues,  les 
démonstrations  ne  sont  qu'indiquées  ou  présentées  som- 
mairement.  Les   théorèmes  relatifs  aux    combinaisons, 
aux  diviseurs  des  nombres,  à  la  recherche  des  nombres 
premiers,  aux  congruences,  sont  donnés  avec  de  nombreux 
corollaires  destinés  à  éviter,  par  la  suite,  quelques  di- 
gressions qui  auraient  rompu  renchainement  naturel  des 
propositions. 

Le  Vn®  chapitre  (p.  84  à  104),  plus  développé,  est  con- 
sacré à  l'importante  théorie  des  résidus  des  puissances, 
théorie  fondée  par  Euler,  et  qui  est  la  base  des  travaux 
de  Gauss  sur  la  résolution  des  équations  binômes.  On  sait 
que  les  restes  des  termes  de  la  progression   indéfinie 

divisés  par  un  nombre  premier  P,  forment  une  suite  pé-> 
riodique  dont  la  période  comprend  au  plus  P  —  1  termes. 
Si  la  période  de  g  comprend  P  — -  i  termes,  auquel  cas 
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on  (lit  que  g  appartient  à  Texposant  P  —  i,  le  nombre^ 
donne,  par  les  restes  de  ses  diverses  puissances,  tous  les 
nombres  inférieurs  à  P;  en  sorte  que  a  étant  un  nombre 
inférieur  à  P,  on  peut  toujours  satisfaire  à  la  congruence 

g'^^a     (mod.  P). 

L'exposant  a  est  ce  que  Gauss  nomme  l'indice  de  a,  et 
M.  Le  Besgue  le  logarithme  modulaire  de  a,  à  cause 
d'une  analogie  évidente  avec  les  logarithmes  ordinaires. 
Jacobi  a  donné  une  table,  le  Canon  arithmeticus^  des- 
tinée à  faire  connaître  les  indices  de  tous  les  nombres 
premiers  inférieurs  à  looo.  M.  Le  Besgue  indique  les 
moyens  de  simplifier  les  tables  de  Jacobi,  ce  qui  per- 
met de  leur  donner  une  plus  grande  étendue  soy»  le 
même  volume. 

Les  frais  d'impression  de  cette  Introduction  ont  été 
avancés  par  M.  le  prince  de  Polignac.  On  doit  vivement 
désirer  que  les  Mémoires  annoncés  par  M.  Le  Besgue  puis- 
sent bientôt  voir  le  jour.  La  Théorie  des  nombres  de  Le- 
gcndre  est  devenue  rare  et  n'est  plus  d'ailleurs  à  la  hauteur 
de  la  science^  P. 


Carl-Friedrich  Gauss  Webke.  OEui^res  deC.-F.  Gadss, 
publiées  par  l'Académie  des  Sciences  de  Gœttingue', 
6  vol.  in-4>  de  5o  à  60  feuilles.  —  Prix  de  chaque  vo- 
lume: 6  thalers  (*). 

Le  P"  volume  de  cette  importante  collection  vient  de 
paraître.  Il  renferme  les  Disquùitiones  arithmeticœ,  avec 
Jes  corrections  et  les  additions  de  l'auteur. 

Les  volumes  suivants  comprendront  : 

II.  Les  Mémoires  sur  l'arithmétique  supérieure  et  en 
particulier  lia  huitième  section  des  Disquisitiones ^ 

(*)  Le  théier  vaut  3f'",7i. 


m.  Les  travaux  d'analyse; 

ÏV.  Mémoires  de  géomëirie  et  théorie  des  moindres 


carres  ; 


Y.  Physique  mathématique; 

VI.  Astronomie  (moins  la  Tf^eoria  niotus  corporum 
cœlcstium)^  dont  Fédition  n'est  pas  encore  épuisée  et  qui 
formera  plus  tard  le  VU®  volume  des  Œuvres  complètes. 

Nous  reviendrons  sur  cette  publication. 


GlORNALE  DI  MatBMATICHE  AD  USO  DEGLI   STUDEINTI    DELLE 

Uhiversita  italiane,  pubblicato  per  cura  deî  professori 
G.  Battaglini,  V,  Jauni  et  N.  TrudL  P'  numéro, 
janvier  i863.  —  Prix  de  rabonnemenl  :  1 4  francs  pour 
ritalie. 

Ce  journal,  qui  compte  parmi  ses  collaborateurs 
MM.  Avena,  Brioschi,  Casorati,  Cremona,  Dorna^  Fer* 
gola,  de  Gasparis,  del  Grosso,  Padula,  Rubini,  Sabato, 
Sannia,  est  publié  à  Naples,  chaque  mois,  par  livraison  de 
32  pages  grand  in-8.  Le  but  des  éditeurs  est  de  venir  en 
aide  à  la  jeunesse  italienne,  en  lui  faisant  connaître  les  tra- 
vaux récents  des  géomètres,  dispersés  dans  de  nombreuses 
publications,  la  plupart  écrites  dans  des  langues  étran- 
gères, et  qu'il  est  très-difficile  de  réunir.  Le  fonds  du 
recueil  se  composera  d'articles  dans  lesquels  seront  déve- 
loppées les  méthodes  modernes.  On  y  joindra  des  notes  sur 
des  questions  spéciales,  les  solutions  de  problèmes  propo- 
sés par  la  rédaction  et  des  articles  de  bibliographie  ou 
d'histoire.  Enfin,  et  c'est  là  uti  signe  du  temps^  on  pro-> 
met  un  dictionnaire  des  termes  nou\^eaux  avec  leur  ex- 
plication. M.  Hoûel  s'est  élevé  avec  raison  contre  la 
multiplicité  des  langues,  qui  rend  si  difficiles  les  com- 
munications entre  géomètres  :  mais  le  mal  est  bien  plus 
grand  qu'il  ne  pense.  Si  l'on  n'y  prend  garde,  nous  ver- 
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roiis  bientôt  Tépoque  où  chaque  auteur,  se  faisant  une 
langue  à  lui,  ne  pourra  être  lu,  compris  et  admiré  que 
par  lui-même  (*). 

Le  premier  numéro  du  journal  napolitain  est  un  excel- 
lent spécimen,  propre  à  montrer  ce  que  Ton  doit  attendre 
du  zèle  et  du  talent  de  ses  auteurs.  En  voici  le  sommaire  ; 

Théorie  élémentaire  des  formes  géométriques,  par 
G.  Battaglini.  —  Théorie  géométrique  des  courbes  du 
deuxième  ordre,  par  V,  Jauni,  —  Exposition  de  divers 
systèmes  de  coordonnées  homogènes,  pariV.  Trudi. — Sur 
une  transformation  des  formes  quadratiques,  par  F.  Brios- 
chi,  —  Démonstration  d'un  théorème  du  capitaine  Faure 
[Nous^elles  Annales^  t.  XX,  p.  i4i)^  par  E»  tïOuidio, 
—  Sur  quelques  propriétés  du  cercle  des  neuf  points, 
par  iV.  Trudi,  (Le  cercle  des  neuf  points  est  tangent  au 
cercle  inscrit  et  aux  cercles  exinscrits  :  théorème  de 
Sleiner)  (**).  P. 


ERRATUM  (p.  23). 


Les  formules  de  la  question  633  sont  fausses.  En  re- 
voyant nos  calculs,  nous  y  avons  découvert  une  faute  de 
signe  d'autant  plus  perfide,  qu'elle  conduisait  à  des  ré- 
sultats fort  vraisemblables.  Nous  regrettons  et  le  temps 
que  nous  avons  perdu  à  cette  question  et  celui  que  nous 
avons  fait  perdre  à  quelques-uns  de  nos  lecteurs.     P. 

(*)  On  peut  juger,  par  la  Géométrie  de  Descartes,  que  des  idées  nou- 
velles ne  demandent  pas  nécessairement  des  termes  nouveaux.  Dans  ce 
mince  écrit  de  120  pages^  on  ne  voit  paraître  aucun  mot  qui  ne  fât  déjà,  à 
cette  époque  (1637),  dans  le  vocabulaire  des  malbématiques. 

{^*)  Jacob  Steiner,  né  à  Utzcndorf  le  18  mars  1796,  mort  à  Berne  le 
i^*"  avril  i863;  un  des  grands  géomètres  de  notre  époque. 
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RAPPORT  SUR  LES  TRAVAUX  HATHËMATIQUES 
DE  M.   0.    TERQliEM; 


Par  m.  CHASLES. 


Lu  devant  le  Conseil  de  la  Société  de  secours  des  Amis  des  Sciences. 


M.  Terquem  (Olry),  né  en  1782,  entra  à  l'École  Po- 
lytechnique en  1801  à  l'âge  de  dix-neuf  ans.  A  sa  sortie 
de  l'École,  en  18049  il  fut  nommé  professeur  de  mathé- 
matiques au  lycée  de  Mayence  ^  et  sept  ans  après  il  passa 
)u  même  titre  à  l'école  d'artillerie  de  cette  ville.  En  1814? 
la  place  de  bibliothécaire  du  Dépôt  central  de  l'Artillerie 
devenait  vacante  par  la  retraite  du  savant  géomètre  Ser- 
vois.  Les  officiers  généraux  que  les  guerres  de  l'époque 
avaient  appelés  à  Mayence,  ayant  apprécié  tout  le  mérite 
et  les  qualités  du  jeune  professeur  de  l'école  d'artillerie, 
le  signalèrent  comme  éminemment  propre  à  remplacer 
Servois.  Il  ne  s'agissait  pas,  en  effet,  simplement  de  pré- 
sider à  la  conservation  d*une  bibliothèque  :  il  s'agissait 
surtout  de  prendre  part  d'une  manière  active  à  toutes  les 
questions  scientifiques  afférentes  au  Comité  de  l'Artille- 
rie. C'est  sous  cette  condition  que  M.  Terquem  obtint  la 
préférence  sur  tous  les  autres  professeurs  aux  écoles  d'ar- 
tillerie, et  fut  investi  des  fonctions  importantes  qui  le 
fixèrent  à  Paris. 

Ces  fonctions,  M.  Terquem  les  remplit  pendant  qua- 
rante-huit ans,  sans  que  l'Administration  ait  jamais  voulu 
appliquer  à  son  égard  les  prescriptions  réglementaires 
qui  obligeaient  de  mettre  à  la  retraite  les  autres  profes- 
seurs aux  écoles  d'artillerie,  à  l'âge  de  soixante  ans. 

On  le  cohçoit  bien  ;  car  les  rares  facultés  de  M.  Terquem 

Ann.  de  Malhémal.,  3«  série,  t.  II.  (Juin  i863.)  l6 
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lui  perinellaieiit  de  s'associer  à  tous  les  travaux  du  Co- 
mité, de  traiter  une  foule  de  questions  renvoyées  à  son 
examen,  et  de  rendre  ainsi  de  grands  services  qu'on  n'ao- 
rait  pu  attendre  de  tout  autre  fonctionnaire.  Par  cette 
coopération  continuelle  et  par  l'aménité  de  son  carac- 
tère, M.  Terqnem  s'est  acquis,  pendant  un  demi-siècle, 
Festime  et  la  haute  considération  des  officiers  les  plos 
éminents  du  corps,  dont  II  eut  le  rare  privil^e  de  voir 
trois  générations  se  succéder. 

Il  possédait  une  érudition  immense,  que  rehaussait  la 
connaissance  de  toutes  les  langues  vivantes  et  anciennes. 
Il  joignait  à  tant  de  savoir  une  modestie  rare  et  uneobli* 
geance  inépuisable  :  aussi  ce  n'est  pas  seulement  au  Corps 
de  l'Artillerie  qu'il  a  rendu  de  continuels  services,  c'est 
à  une  foule  de  professeurs,  à  tous  les  savants  qni  ont  eu 
recours  à  ses  lumières. 

Mais  nous  devons  entretenir  le  Conseil  des  travaux 
personnels  qui  marquent  la  place  de  M.  Terquem  dans 
la  grande  famille  des  hommes  dont  l'existence  est  con- 
sacrée au  culte  des  sciences. 

Une  de  ses  premières  publications,  bien  qu'elle  soit 
une  simple  traduction  de  l'anglais,  mérite  d'être  citée, 
à  raison  de  l'importance  du  sujet  ;  car  elle  renfermait  les 
révélations  les  plus  inattendues  sur  la  culture  des  mathé- 
matiques chez  les  Indiens.  Il  s'agit,  en  effet,  de  Traités 
(V Algèbre  que  des  savants  anglais  rapportaient  de  Cal- 
cutta. 

On  connaissait  déjà,  par  la  publication  des  Recherches 
asiatiques  de  la  Société  du  Bengale,  des  fragments  de 
Traités  d'Astronomie  en  langue  sanscrite,  réputés  d'une 
très-haute  antiquité. 

Quelque  intérêt  que  présentassent  ces  premières  dé- 
couvertes, elles  ne  suffisaient  pas  pour  dévoiler  une  ori- 
gine vraiment  scientifique  ;  caries  peuples  les  plus  anciens 
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ont  en  des  notions  astronomiques  fondées  sur  t'observa-^ 
tîon  des  phénomènes  célestes,  et  qui  n'exigeaient  point 
nécessairement  des  connaissances  théoriques  bien  avan- 
cées. L'existence  de  quelques  Traités  astronomiques  ne 
pouvait  donc  nullement  autoriser  à  penser  que  les  Hin^ 
dous  s^étaient  'occupés  des  Mathématiques  abstraites , 
qu'ils  avaient  connu  Y  Algèbre  et  traité  cette  science  d'une 
manière  originale  et  avec  une  supériorité  incontestable 
sur  les  méthodes  grecques  qui  nous  sont  connues.  C^est 
cependant  ce  qui  avait  eu  lieu.  On  le  voit  par  les  fragments 
empruntés,  sous  les  titres  de  Lilat^ati  et  de  Bija  Ganita, 
des  ouvrages  sanscrits  d'un  géomètre  et  astronome  hindou 
très-célèbre,  nommé  Brahmegupta. 

Ce  sont  ces  documents  précieux  que  M.  Terquem  a 
bit  connaître  le  premier  en  France,  par  une  traduction 
qai  parut  dans  le  tome  in  de  la  Correspondance  de 
l* École  Polytechnique,  en  janvier  1816. 

Quelques  années  après,  M.  Delambre,  dans  son  /fis-- 
tom  de  l'Astronomie  du  moyen  âge,  reproduisit  ces 
documents  historiques.  Plusieurs  savants,  depuis,  Font 
suivi  dans  ces  explorations  de  l'antiquité,  qui  plus  tard  se 
sont  étendues  des  mathématiques  aux  connaissances  phi- 
losophiques et  littéraires  des  Hindous.  On  s'est  accordé  à 
reconnaitre  dans  toutes  ces  parties  du  savoir  humain  un 
cachet  d'originalité  et  un  mérite  réel,  que  faisaient  pré> 
Twr  les  fragments  d'algèbre  dont  nous  venons  de  parler. 

On  peut  donc  dire,  à  l'éloge  de  M.  Terquem,  que  c'est 
lai  qui  a  ouvert  en  France,  dès  18 16,  ce  champ  de  re- 
cherches qui  répandaient  un  jour  nouveau  sur  les  mys- 
tères de  l'ancienne  civilisation  de  l'Orient,  et  qui  ont 
pris  une  très-grande  importance  dans  les  travaux  des 
émdits,  en  Allemagne,  comme  en  France  et  en  Angle- 
terre. 

Quoique  de  telles  recherches  eussent  beaucoup  d'ai- 

16. 
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trait  pour  M.  Terquem,  doué  d^une  érudiiion  vraiment 
encyclopédique,  c'est  à  la  culture  des  mathématiques 
qu'il  s'est  livré  de  préférence,  autant  que  le  lui  permet- 
taient ses  fonctions,  devenues  très-multiples,  au  Comité 
de  r Artillerie,  par  le  plus  généreux  zèle  pour  tout  ce  qû 
était  utile. 

Mais  ces  fonctions,  disons-le  brièvement,  donnèrent 
lieu  à  M.  Terquem  de  ne  point  rester  étranger  aux  ma- 
tières traitées  dans  le  Mémorial  de  VArtillene,  Nous 
citerons,  dans  ce  recueil,  un  travail  sur  quelques  expi- 
riences  chimiques  faites  en  Allemagne  sur  la  poudre  à 
canon  (t.  II,  année  1828). 

Deux  ans  auparavant,  M.  Terquem  avait  donné  une 
traduction  de  l'ouvrage  anglais  de  Hutton  sur  l'artillerie 
(in-4,  1826). 

Plus  tard,  il  publia,  en  collaboration  avec  notre  savant 
collègue  M.  le  colonel  Favé,  un  ouvrage  intitulé  :  Expè- 
îiences  sur  les  Schrapnels,  faites  chez  la  plupart  des 
puissances  de  V Europe,  ouvrage  traduit  de  l'allemand 
et  considérablement  augmenté  par  O.  Terquem  et  Favé. 
Paris,  1847;  îi^-8. 

M.  Liouville  ayant  fondé  en  i836  un  Journal  de  Ma- 
thématiques y  que  les  géomètres  appelaient  de  leurs  vœux 
et  qui  a  rendu  et  continue  de  rendre  de  grands  services, 
M.  Terquem  a  fait  paraître  dans  les  cinq  premiers  vo- 
lumes (de  i836  à  1841)  plusieurs  Notes  et  Mémoires  (au 
nombre  de  onze  ) . 

Sa  dernière  communication  est  intitulée  :  Notice  sur 
un  manuscrit  hébreu  d^ Arithmétique  d^Ibn-Esra,  con- 
sente à  la  Bibliothèque  nationale. 

Cette  Notice  fort  étendue  fait  connaître  un  Traité  d'A- 
rithmétique du  célèbre  auteur  juif  du  xiii®  siècle,  Ibn- 
Esra,  ouvrage  cité  dans  les  bibliographies  maftiématiques* 
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aais  qui  restait  en  quelque  sorte  lettre  close,  étaiii  écrit 
in  langue  hébraïque.  C'est  à  la  demande  de  savants,  dans 
m  moment  où  se  traitaient  certaines  questions  d'histoire 
•cientifique,  que  M.  Terquem  a  consenti  à  se  livrer  à  ce 
ravail  pénible,  que  seul  peut-être  il  était  capable  d'ac- 
x>mplir,  puisqu'il  demandait  des  connaissances  de  deux 
>rdres  différents,  que  l'on  trouve  rarement  réunies  chez 
un  seul  homme. 

Si  ce  fut  là,  comme  nous  venons  de  la  dire,  la  dernière 
communication  de  M.  Terquem  insérée  dans  le  Journal 
de  Mathématiques  de  M.  Liouville,  c'est  que  lui-même 
entreprenait,  peu  de  temps  après  (en  184^)9  de  concert 
avec  un  professeur  renommé,  M.  Gerono,  une  publication 
mensuelle,  sous  le  titre  de  Nouv^elles  Annales  de  Ma- 
thématiques  :  titre  imité  des  Annales  de  Mathématiques 
publiées  (de  18 10  à  i83o)  par  M.  Gergonne  à  Mont- 
pellier. 

Ces  Nouvelles  Annales,  dans  le  modeste  format  de 
l'in-octavo  et  d'un  prix  modéré,  étaient  destinées  surtout 
aux  professeurs  et  aux  nombreux  candidats  aux  Ecoles  du 
Gouvernement  :  Ecoles  Normale,  Polytechnique,  Mili- 
taire, de  Marine,  etc. 

M*  Terquem,  en  excitant  les  jeunes  géomètres  à  des 
recherches  sur  des  questions  proposées,  en  accueillant 
leurs  essais,  en  les  tenant  au  courant  des  faits  nouveaux 
de  la  science,  tant  par  cette  publication  que  par  ses 
communications  individuelles,  rendait  un  grand  service 
aux  éludes  mathématiques. 

Car,  on  ne  peut  se  le  dissimuler;  pour  étudier  avec 
fruit  les  mathématiques,  pour  se  rendre  capable  d'en 
faire,  dans  le  domaine  de  la  science  comme  dans  les  ser- 
vices  publics,  les  applications  qui  leur  sont  propres,  T in- 
telligence des  livres,  même  les  mieux  faits,  ne  sufiit  pas  : 
il  est  indispensable  de  se  livrer  journellement,  comme 
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dans  les  études  littéraires,  a  des  exercices  écrits,  qui  sont 
la  mise  ea  œuvre  des  connaissances  déjà  acquises.  Autre» 
ment  ce  n'est  que  la  mémoire  des  jeunes  gens  qui  s*exerce, 
sans  que  leur  intelligence  se  fortifie,  sans  qu'ils  acquiè- 
rent la  faculté  de  travailler  sérieusement.  Il  faut  donc 
nécessairement  résoudre,  comme  on  dit,  des  problèmes, 
et  en  rédiger  la  solution  dans  les  formes  rigoureuses 
du  raisonnement  mathématique.  Cest  à  ce  travail,  sans 
le({uel  il  n'y  a  pgint  de  fortes  études,  mais  seulement  une 
impression  passagère  d'un  savoir  fugitif,  que  provoque 
l'utile  publication  de  M.  Terquem. 

De  pareils  journaux  de  mathématiques,  d'un  ordre  se- 
condaire au  point  de  vue  de  Timportancea^enlifique  des 
matières  qu'on  y  traite,  ont  toujours  existé,  en  Angle- 
teri^  surtout,  à  côté  des  recueils  destinés  aux  plus  sar 
vantes  productions,  tels  que  le  Journal  àe  M.  Liouville. 

M.  Terquem,  voulant  donner  aux  Nom^elles  jénnaUs 
un  degré  de  plus  d'utilité,  y  joignait  depuis  quelques  an- 
nées un  Bulletin  de  Bibliographie^  d^ Histoire  et  de  Bio- 
graphie mathématiques,  dans  lequel  il  faisait  connaître, 
par  des  analyses  fidèles,  d'anciens  ouvrages  mathémati- 
ques, aujourd'hui  très-rares,  très-peu  lus,  quoique  dus  à 
des  géomètres  dont  le  nom  restera  célèbre  dans  l'histoire 
de  la  science.  Cette  publication  a,  comme  la  partie  prin- 
cipale des  Nou\^elles  Annales,  utie  utilité  réelle. 

Nous  passerons  sous  silence  divers  Mémoires  de  M.  Ter- 
quem, insérés  dans  son  journal.  Mais  nous  devons  signa- 
ler au  Conseil  un  travail  considérable,  qui  a  demandé  à 
l'auteur  plusieurs  années,  et  qu'il  destinait  à  Timpression. 
Malheureusement  un  éditeur  est  difficile  à  trouver  pour 
les  œuvres  mathématiques,  qui  ne  s'adi^ssent  qu'à  une 
classe  très-restreinte  de  lecteurs.  Or,  telle  était  Tœuvre 
de  M.  Terquem;  car  il  n'entreprenait  rien  moins  qu'un 
commentaire  de  la  Mécanique  céleste  dcLaplace.  Le  titre 
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que  l'ftutcur  donnait  à  ce  travail  en  fait  connaître  com- 
plètement Tobjet  : 

Commentaire  perpétuel  sur  le  Traité  de  Mécanique 
céleste  de  Laplace,  où  tous  les  calculs  sont  effectués,  et 
où  Von  s'est  proposé  d^ expliquer  tous  les  passages  diffi^ 
ciles  et  d^éclaircir  les  théories  générales  par  des  expli-- 
cations  particulières  ou  numériques.  On  y  a  joint  des 
Ifotices  bibliographiques  s  r  historique  ou  V analyse  des 
principaux  ouvrages  et  Mémoires  publiés  sur  la  Méca^ 
nique  rationnelle  jusqu'à  ce  jour.  Par  O.  Terquem. 

Le  grand  ouvrage  de  Newton,  le  Livre  des  Principes 
mathématiques  de  la  Philosophie-  naturelle,  auquel  fait 
suite  la  Mécanique  céleste  de  La  place,  a  été  commenté 
par  deux  savants  jésuites,  les  Pères  Leseur  et  Jacquier.  Ce 
commentaire  a  puissamment  facilité  la  lecture  de  Tœuvre 
immortelle  de  Newton,  qui  devait  fixer  la  direction  des 
grands  travaux  mathématiques  du  siècle  dernier.  C'est  un 
commentaire  semblable,  à  Tégard  de  Touvrage  de  La- 
place,  que  M.  Terquem  a  entrepris. 

Le  manuscrit  se  compose  de  seize  cahiers  in-4°. 

Les  cinq  premiers  cahiers  (35o  pages)  se  rapportent 
au  P'  livre  de  la  Mécanique  céleste  y 

Les  cinq  cahiers  suivants  (6  à  lo),  de  790  pages,  au 
IP  livre; 

Puis  quatre  cahiers  (11  à  14)9  formant  a34  P^g^^?  ^^^ 
IIP  livre; 

Enfin  les  deux  derniers  cahiers  (i 5  et  16),  de  47  p^g^s, 
au  VP  livre. 

Ce  manuscrit,  trouvé  par  la  famille  de  M.  Terquem 
dans  ses  papiers^  a  été  offert  par  ses  fils  a  l'Académie  des 
Sciences,  qui  le  conserve.  C'est  ainsi  que  nous  en  avons 
eu  connaissance. 

On  ne  peut  douter  que  ce  commentaire  n'eût  été  extrê- 
mement utile;  car  Touvrage  de  Laplace  est  écrit  avec  une 
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grande  concision,  et  exige  que  Ton  soit  familiarisé  avec 
les  théories  les  plus  relevées  et  toutes  les  ressources  de 
l'analyse. 

Ce  travail  de  M.  Terquem  suffirait  seul  pour  attester   . 
que  son  savoir  mathématique  égalait  en  étendue  son  'éru- 
dition si  variée. 

Il  présente  donc  amplement  les  conditions  que  le  Cou- 
seil  peut  désirer  pour  prendre  en  considération  très-sé- 
rieuse la  demande  qui  lui  est  adressée  par  la  veuve  da 
savant  honorable  sur  la  tombe  de  qui  M.  le  général  de  di« 
vision  de  BressoUes,  au  nom  du  Comité  de  l'Artillerie,  a 
prononcé  ces  paroles  :  «  Cher  Terquem,  avant  de  te  dire 
»  un  suprême  adieu,  laisse-moi  m' abandonner  à  l'élan 
»  de  mon  cœur,  et  répéter  bien  haut  que  tu  fus  le  meil- 
)>  leur  des  hommes  !  » 

Toutes  les  générations  de  professeurs,  dHngénieon 
militaires  et  d'ingénieurs  des  services  publics  ont  connu 
M.  Terquem,  et  applaudiront  unanimement  à  l'intérêt 
que  la  Société  portera  à  la  respectable  compagne  qui  loi 
survit.  Oserons-nous  dire  qu^on  douterait  du  but  réel  de 
la  Société,  si  quelque  entrave  venait  contrarier  les  dispo- 
sitions généreuses  du  Conseil  ? 

Quoique  nous  n'ayons  à  vous  entretenir,  Messieurs, 
que  des  travaux  mathématiques  de  M.  Terquem,  veuillez 
nous  permettre  d'indiquer  une  considération  de  nature  à 
vous  toucher  vivement. 

M.  Terquem,  qui  n'a  jamais  eu  qu'un  traitement  fort 
restreint,  a  vécu  avec  tant  d'ordre  et  d'économie,  qu'il  est 
parvenu  à  établir  cinq  enfants,  dont  trois  fils  :  l'un,  pro- 
fesseur d'hydrographie,  en  résidence  à  Dunkerqiie;  h 
deuxième,  capitaine-commandant  d'artillerie,  décoré  dans 
la  campagne  d'Italie;  le  troisième,  sorti  depuis  peu  de 
l'Ecole  Polytechnique,  et  encore  élève  sous -lieutenant 
d'artillerie  à   l'École  d'application  de  Metz.  Ces   posir 
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tions  honorables  des  trois  fils  de  M.  Terquexn,  celles  aussi 
de  leurs  deux  soeurs,  procurent  une  bien  douce  coiiso- 
lationà  madame  Terquem.  Mais  le  Conseil  ne  s'étonnera 
point  qu'après  les  sacrifices  qu*a  demandés  l'éducation 
d  une  aussi  intéressante  famille,  cette  digne  et  respectable 
dame  reste  sans  autre  ressource  que  la  modique  pension 
assurée  aux  veuves  des  serviteurs  de  FKtat. 

M.  Terquem  avait  un  cœur  bienfaisant  et  généreux  au- 
([uel  Tinfortune  ne  s'adressait  jamais  en  vain.  Aussi  fut-il 
des  premiers  à  applaudir  à  la  noble  inspiration  de  M.Tlie- 
nard  et  à  la  seconder  de  ses  souscriptions  continues. 

n  a  travaillé  toute  sa  vie  avec  une  ardeur  incroyable  et 
une  intelligence  privilégiée.  Ses  facultés  ne  lui  ont  jamais 
fait  défaut  jusqu'au  dernier  jour. 

Le  Conseil  veut-il  me  permettre,  en  terminant,  dV^i 
apporter  une  preuve  qui  m'est  personnelle?  La  dernière 
lettre  qu*il  ait  écrite  m'est  adressée;  elle  porte  la  date  du 
a5  avril,  dix  jours  avant  sa  mort.  Il  s'occupait  avec  pas- 
sion depuis  quelque  temps  des  questions  de  géométrie 
auxquelles  a  donné  lieu  la  forme  des  alvéoles  des  abeilles. 
Il  me  demandait  de  lui  communiquer  Fouvrage  de  Borelli 
De  Motu  animalium,  qu'il  savait  être  dans  ma  biblio- 
thèque. Je  le  cherchais  en  vain.  Je  lui  envoyais  d'autres 
ouvrages,  mais  qui  ne  pouvaient  le  contenter.  J'étais  dé- 
solé de  ne  pas  satisfaire  la  vivacité  de  ses  désirs;  enfin, 
je  trouvai  le  volume  et  m'empressai  de  le  lui  transmettre. 
Cet  ouvrage  ne  renferme  que  des  démonstrations  géomé- 
triques, à  l'aide  de  figures  difficiles  à  suivre  ;  étude  pénible, 
rebutante  même,  et  à  laquelle  nous  ne  sommes  plus  guère 
accoutumés  dans  l'état  actuel  de  la  science,  dont  les  mé- 
thodes reposent  sur  des  considérations  générales  formu- 
lées d'une  façon  plus  abstraite,  empruntée  des  principes 
mêmes  de  l'algèbre.  Mais  ces  difficultés  réelles,  et  souvent 
presque  insurmontables,  n'existaient  point  pour  Tesprit 


(  a5o  ) 

tenace  et  pénétrant  de  M.  Terquem*,  et  deux  jours  après 
avoir  reçu  le  volume,  il  m'écrivait  ce  qui  suit  : 

c(  Vous  m'avez  appris  à  supporter  avec  patience  lei 
»  jours  qu'il  me  reste  encore  à  passer  ici.  L'ouvrage  de 
n  Borelli  est  un  petit  chef-d'œuvre  qui  me  procure  des 
»  heures  délicieuses  :  on  voit  Tavantage  qu'il  y  a  aux 
)>  anatomistes  d'être  géomètres.  Il  est  à  désirer  qu'oa 
»  fasse  sur  le  même  plan  une  nouvelle  édition  de  Vjlrnir 
»  tomie  descriptiv^e  de  Richerand;  ce  serait  une  excel- 
»  lente  acquisition.  Malheureusement  nos  anatomistes 
))  sont  peu  géomètres,  et  nos  médecins  de  faibles  chi- 
»  mistes.  Dieu,  qui  améliore  tout,  amènera  quelque  per- 
»  fection  dans  ces  sciences.  Je  crois  que  TintelligencA 
»  humaine  approche  asymptotiquement  de  Tintelligence 
»  divine.  Espérons. 

»  Je  rendrai  compte  de  cet  ouvrage  dans  mon  £tf/- 
M  letin,,», 

»    Tibi  addictissinuts^ 

M  O.  Terquem.  » 

Le  62/4/35. 
(G.-à>d.,  Le  aS  avril  1862.) 

Note  du  Rédacteur. — Dans  l'article  consacré  à  M.  Ter* 
quem  (voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  81),  nous  avons  cher- 
ché à  faire  connaître  Thomme  plutôt  que  le  savant.  C'est 
pourquoi  nous  ne  sommes  pas  entré  dans  de  grands  dé- 
tails sur  ses  travaux  scientifiques.  Ce  n'est  pas  que  cette 
dernière  partie  de  notre  tâche  nous  parût  moins  impor- 
tante, mais  nous  savions  qu'une  voix  plus  autorisée  de^ 
vait  apprécier  Terquem  comme  mathématicien,  et  nous 
préférions  laisser  sur  ce  point  la  parole  a  un  juge  compé- 
tent^ à  un  éminent  géomètre.  Aujourd'hui  M.  Chasies, 
avec  une  bonne  grâce  à  laquelle  il  nous  a  habitué,  et  dont 
nous  ne  saurions  trop  le  remercier,  a  bien  voulu  nous 
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autoriser  à  publier  le  Rapport  précédent,  quMl  a  lu  devant 
le  Conseil  de  la  Société  de  secours  des  Amis  des  Sciences, 
Rapport  dont  la  conséquence  immédiate  a  été  le  vote  d'une 
pension  annuelle  de  douze  cents  francs  en  faveur  de  ma- 
dame veuve  Terquem.  L'intéressant  article  de  M.  Chasles 
fera  mieux  connaître  l'homme  dont  la  vie  entière  n'a  été 
qu'un  long  dévouement  à  la  science,  en  même  temps 
qu'il  appellera  l'attention  de  nos  lecteurs  sur  une  insti- 
tution philanthropique  qu'on  ne  saurait  trop  encourager. 
La  Société  de  secours  des  Amis  des  Sciences,  née  d'une 
généreuse  inspiration  du  baron  Thenard,  a  déjà  fait  beau- 
coup de  bien  ;  elle  en  fera  davantage  si  Tappel  chaleureux 
et  éloquent  de  son  secrétaire  général  est  entendu.  «  Dix^- 
sept  mille  francs,  dit  M.  Boudet  en  terminant  son  Rapport 
annuel,  voilà,  si  nous  n'accomplissons  de  nouveaux  et 
rapides  progrès,  le  chiffre  de  nos  ressources  disponibles. 
Qu'est-ce  donc  que  cette  faible  somme?  Ce  n'est  pas  une 
liste  de  deux  mille  souscripteurs,  ce  n'est  pas  un  capital 
de  deux  cent  mille  francs  qui  doivent  représenter  la  sym- 
pathie de  la  France  pour  les  sciences  qui  ont  fait  sa 
gloire,  et  qui  portent  en  elles  tant  d'espérances  pour  l'a- 
venir! Au-dessus  de  la  foule  des  amis  des  sciences  qui 
peuvent  fournir  leur  modeste  tribut,  combien  n'est-il  pas 
d'hommes  assez  riches  pour  être  généreux,  qui  pour- 
raient, qui  devraient,  imitant  l'exemple  donné  tout  à 
l'heure  par  le  Crédit  Mobilier  et  par  Tun  de  nos  vice- 
secrétaires,  M.  Legrand,  apporter  leurs  offrandes  sur 
l'autel  de  la  Science,  ou  lui  léguer  quelques  parcelles  de 
leur  héritage  !  »  (Séance  publique  du  i6  avril  i863.) 

La  seule  condition  pour  faire  partie  de  la  Société  est  de 
se  faire  présenter  par  un  de  ses  membres  [*).  La  coti- 
sation annuelle  est  de  dix  francs,  P. 

(*)  Nous  nous  chargerons  volontiers  de  transmettre  la  demande  de  ceux 
de  nos  abonnes  qui  désireront  entrer  dans  cette  association.     P. 
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MÉMOIRE  SUR  LA  SURFACE  DBS  ONDES  (saite) 

(Toir  page  193)  ; 

Par  m.  DURRANDE, 

Professeur  au  lycée  de  Moulins. 


IV. 

D*  une  surf  ace  auxiliaire  nommée  surface  d'élasticité. 

Si  du  centre  de  l'ellipsoïde  nous  abaissons  une  perpen- 
diculaire sur  le  plan  tangent  au  point  A,  le  pied  P  de  cette 
perpendiculaire  devra  se  trouver  sur  la  tangente  AT'  per- 
pendiculaire à  AT.  Dans  le  mouvement  du  plan  tangent 
autour  de  OB,  la  droite  OP,  qui  est  perpendiculaire  à  OB, 
suit  le  mouvement  du  plan,  et  sa  nouvelle  position  OPj, 
après  le  mouvement  de  90^,  est  perpendiculaire  au  plan 
tangent  à  la  surface  des  ondes  au  point  Af  Cette  droite 
OP,  est  perpendiculaire  à  OP  et  parallèle  à  AP,  et  Ai  Pi 
est  parallèle  à  OP. 

Donc  : 

Tous  les  plans  tangents  à  la  surface  des  ondes  sont  à 
des  distances  du  centre  respecliy^ement  égales  aux  dis- 
tances des  plans  correspondants  tangents  à  Fellipsoïde, 

De  plus,  si  l'on  remarque  que  la  droite  OB,  autour  de 
laquelle  on  fait  tourner  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  au 
point  A,  pour  obtenir  le  plan  tangent  correspondant  à  la 
surface  des  ondes,  est  perpendiculaire  au  plan  POA,  ou 
eti  conclura  sans  peine  que  ce  triangle  OPA^  rectangle 
en  P,  tourne  lui-même  de  90**  dans  son  plan  autour  de 
son  sommet. 

Puisque  nous  avons  besoin  de  considérer  les  perpendi- 
culaires OP  sur  les  plans  tangents  à  Tellipsoïde,  il  est  as- 


(  "3  ) 
sez  naturel  de  s^occuper  de  la  surface  dont  ces  perpendi- 
culaires sont  les  rayons  vecteurs.  Cette  surface  est  connue 
sous  le  nom  de  surface  d"*  élasticité  y  et  sa  considération 
ne  sera  pas  inutile  pour  Tétude  qui  nous  occupe. 

Proposons-nous  de  trouver  Téquation  de  cette  surface. 

Soient  (^9  Y},  (^)  les  coordonnées  du  pied  P  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent,  et 
(a/,  y^  z')  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  ce  plan 
avec  Tellipsoïde  *,  on  a  entre  ces  quantités  les  relations 
suivantes  : 
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On  en  déduit  facilement 


ûî|a4-^»y,î+C»Ç»  = 


et 


^'-h»'-f-Ç^=-7 
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d'où  oiiiiu 

(i8)  il'  4-  r^^-i-  K'Y  =  à^V -h  hW-^-  c'Ç». 

C'esl  l'équation  de  la  surface  d'élasticité. 
Si  le  point  A  de  Tellipsoïde  reste  à  Une  distance  con 
stante  du  centre,  c'est-à-dire  si  Ton  a 

x""  -f-  /'  -h  2''  =  R% 
Taxe  OA  décrit  le  cône 

(19)   («^-u')f^-h(^'-R'):rl'  +  (^.^R.)i!  =  o, 

et,  si  l'on  tient  compte  des  relations  (17),  on  voit  que  la 
perpendiculaire  OP  décrit  le  cône 

(20)  (fl'  — R») «'?»-+- (^'—R^)^V-f-(c*  —  R')c»Ç'  =  o. 

Si  c'est  le  point  P  que  l'on  assujettit  à  rester  sur  une 
sphère 

?2  4-  r.»  4-  ;^  =  R% 

la  droite  OP  décrit  le  cône 

(21)  («»  —  R»)  V -h  {h''  —  R^)>5'  H-  [C  —  R')  Ç% 
et  la  droite  OA  se  meut  sur  le  cône 

et  en  remarquant  que  la  droite  OPt  est  parallèle  à  AP  et 
égale  à  OP,  on  trouve  facilement  qu'elle  décrit  le  cône 
supplémentaire  du  cône  (ai),  c'est-à-dire 

(23)  h 1 =  o, 

dont  nous  aurons  occasion  de  nous  servir  par  la  suite. 
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V. 

Démonsiration  de  deux  propriétés  remarquables  de  la 

sur/ace  des  ondes. 

Nous  nous  proposons  d'étudier  la  forme  de  la  surface 
des  ondes  autour  des  points  singuliers.  Je  vais  démontrer  : 
i^  quen  chacun  des  points  singuliers  il  existe  une  infi-- 
nité  de  plans  tangents  ayant  pour  em^eloppe  un  cane 
du  second  degré;  a*'  et  de  plus  quà  chaque  point  sin- 
gulier correspond  un  plan  tangent  singulier  ayant  ax^ec 
la  surface  une  infinité  de  points  de  contact,  tous  situés 
sur  un  même  cercle, 

La  démonstMtion  de  ces  deux  propriétés  est  des  plus 
simples  quand  on  s* appuie  sur  ces  deux  théorèmes  de 
M.  Chasies  : 

Étant  donnés  deux  plans  fixes,  si  un  point  de  leur 
intersection  commune  est  pris  pour  le  sommet  d*un 
angle  droit  mobile,  dont  les  côtés  se  meus^ent  dans  les 
deux  plans  fixes  respectiv^ement, 

I**  Le  plan  de  cet  angle  droit  enveloppera  un  cône 
du  second  degré; 

a®  Les  lignes  focales  de  ce  cône  seront  respectivement 
perpendiculaires  aux  deux  plans  fixes. 

Il  est  aisé  de  conclure  de  là  : 

1®  Que  la  normale  au  plan  de  F  angle  droit,  menée 
par  son  sommet^  décrit  un  cône  supplémentaire  du  pre- 
mier; 

a**  Que  le  plan  des  sections  circulaires  de  ce  cône  sont 
respectivement  parallèles  aux  deux  plans  fixes. 

1.  Propriétés  des  points  singuliers  de  la  surface  des 
ondes.  —  Les  cônes  (19)  et  (ao),  quand  on  fait  R  =  i, 


(  256  ) 
deviennent  deux  plans 


(M)  ^   .- 

K  =  ±l./^!:zi!.ç. 

\    •  «V  a^  —  à^ 

Les  plans  conlenus  dans  la  première  des  équations  (^4) 
sont  les  plans  des  sections  circulaires  de  Tellipsoïde;  les 
plans  contenus  dans  la  seconde  sont  deux  sections  planes 
de  la  surface  d'élasticité.  Si  Ton  considère  Fune  des  sec- 
tions circulaires  et  la  section  correspondante  de  la  sur- 
face d'élasticité,  Tune  est  le  lieu  des  demi-axes  OÂ=&, 
l'autre  le  lieu  des  droites  OP  correspondantes.  Tous  les 
plans  tangents  à  T ellipsoïde  aux  divers  joints  de  la  sec- 
tion circulaire  viennent  évidemment  tous  passer,  après 
leur  relèvement,  par  l'extrémité  de  la  normale  à  cette  sec- 
tion circulaire,  c'est-à-dire  sont  tous  tangents  en  Tun  des 
points  singuliers  de  la  surface  des  ondes.  Or,  des  deux 
tangentes  rectangulaires  qui  déterminent  la  position  d'un 
de  ces  plans,  l'une,  perpendiculaire  à  la  normale,  est  pa- 
rallèle au  plan  de  la  section  circulaire,  l'autre,  constam- 
ment parallèle  à  OP,  est  dans  un  plan  parallèle  au  plan 
lieu  de  OP.  Donc,  en  vertu  du  théorème  de  M.  Chasles, 
ces  divers  plans  tangents  enveloppent  un  cône  du  second 
degré. 

II.  Propriété  des  plans  tangents  singuliers, — Faisons 
R  =  6  dans  les  deux  cônes   (21)  et  (22),  on  aura 


(25)  '  ^ 


2— r* 


Les  deux  plans  contenus  dans  la  première  des  équa- 
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lions  (25)  sont  les  sections  circulaires  de  la  surface  d  e- 
Igsticité;  les  deux  plans  contenus  dans  la  seconde  sont 
deux  sections  elliptiques.  Considérons  comme  précédem> 
ment  l'une  des  sections  de  rellipsoïde  et  la  section  circu- 
laire de  la  surface  d'élasticité.  Les  plans  tangents  aux 
divers  points  de  la  section  elliptique  sont  tous  perpendi- 
culaires au  plan  de  la  section  circulaire  lieu  de  OP  ;  le 
plan  POÂ  est  aussi  perpendiculaire  au  plan  de  cette 
section,  et  la  droite  OB,  autour  de  laquelle  on  doit 
faire  tourner  le  plan  tangent  au  point  A,  est  dans  le  plan 
de  cette  section  circulaire;  donc  le  plan  AOB  enveloppe 
un  cône  du  second  degré,  par  suite  la  normale  OAi  décrit 
un  cône  du  second  degré,  dont  les  plans  des  sections  cir- 
culaires sont  parallèles  au  plan  lieu  de  OP  et  au  plan  lieu 
de  OA.  Ceci  prouve  que  tous  les  plans  tangents  à  Tellip- 
soïde,  situés  à  une  distance  b  du  centre,  ne  donnent  qu'un 
seul  plan  tangent  à  la  surface  des  ondes  ;  mais  le  lieu  des 
points  de  contact  Ai  est  un  cercle,  car  la  droite  Pi  Ai  étant 
parallèle  à  OP,  le  lieu  des  points  Ai  est  une  des  sections 
circulaires. 

Ainsi,  aux  quatre  points  singuliers  coniques  de  la  sur- 
face  des  ondes  correspondent  quatre  plans  tangents  qui 
la  touchent  suivant  des  cercles. 

VI. 

Propriétés  polaires  de  la  surface  des  ondes. 

On  sait  que  le  pôle  d'un  plan 
par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre 
est  le  point  dont  les  coordonnées  (oTi,  j^i,  z^)  permettent 

Ahh,  de  Mathémat.,  a^  série,  t.  II.  (Juin  i863.)  I  ^ 


dVcriro  l'ëf|iiatioii  du  plan  sous  la  forme 

de  sorte  qu^enire  les  coordonnées  du  point  et  les  coeffi- 
cienls  du  plan  on  a  les  relations 

et  le  plan  se  nomme  le  plan  polaire  du  point  ( jP|  ,  y^  i  ^i)- 
On  sait  également  que,  si  le  point  (xi,  y,,  z^  décrit  nne 
certaine  surface  S,  le  plan  enveloppe  une  autre  surface  S', 
et  le  plan  tangent  au  point  [x^ ,  j^, ,  z^  de  la  surface  S  a  pré- 
cisément pour  pôle  le  point  de  contact  du  plan  tangent  po- 
laire du  point  (j!^i,/i,  ^i)  avec  la  surface  S'.  Aussi  les  deux 
surfaces  S  et  S' sont-elles  nommées  surfaces  polaires  réci- 
proques, par  rapport  à  la  surface  du  second  degré  donnée. 
Ceci  posé,  je  vais  démontrer  le  théorème  suitant  : 

Théouème.  —  La  surface  polaire  réciproque  de  Vune 
des  nappes  de  la  surface  des  ondes,  relatit^ement  à  Vel- 

lipsoïde 

(,6)  f:  +  £!  +  i!  =  ,, 

^  oc        ac         ab 

est  la  seconde  nappe  de  la  même  surface  des  ondes,  «, 
hj  c  ayant  la  même  signification  que  précédemment» 

La  marche  qu'il  serait  naturel  de  suivre,  pour  démon- 
trer ce  théorème,  consisterait  à  prendre  Téquation  du 
plan  tangent  de  la  surface  des  ondes,  à  déterminer  le  pôle 
de  ce  plan  par  rapport  à  Tellipsoïde  (26)  et  à  chercher  le 
lieu  de  ces  pôles  en  tenant  compte  de  la  condition  que  le 
plan  polaire  touche  la  surface  des  ondes.  Mais  les  calculs 
qui  se  rapportent  à  cette  marche  sont  très-longs,  et  j'ai 
tourné  la  difficulté  de  la  manière  suivante  : 

Parmi  tous  les  plans  tangents  à  la  surface  des  ondes,  il 


y  en  a  qui  toucbent  une  même  sphère  dont  le  rayon  R  est 
compris  entre  a  et  c.  Ce  sont  tous  les  plans  tangents  qui 
sont  à  une  même  distance  R  du  centre.  Les  points  de  con- 
tact de  ces  plans  tangents  et  de  cette  sphère  sont  sur  la 
conique  sphérique 

(  fl»-R>^fc»-R^^r«  — R»  ' 

déterminée  par  Tintersection  de  la  sphère  et  du  cône  lieu 
des  droites  0P|  de  longueur  constante  [voir  §  IV). 

Il  est  clair  qu^en  donnant  à  R  toutes  les  valeurs  com- 
prises entre  a  et  c,  tous  les  plans  tangents  aux  diverses 
sphères  R  ayant  leurs  points  de  contact  sur  les  coni- 
ques (27)  seront  tous  les  plans  tangents  à  la  surface  des 
ondes.  Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  chercher  le  lieu  des 
pôles  des  divers  plans  tangents  à  une  sphère  ayant  leurs 
points  de  contact  sur  une  courbe  donnée. 

Tout  plan  tangent  à  la  sphère  R  a  pour  équation 

le  pôle  (xi,  /i,  Zx)  de  ce  plan,  relativement  à  l'ellip- 
soïde (26),  est  tel,  que  Ton  peut  écrire  Téquation  de  ce 
plan  sous  la  forme 

-7 1 1 r  ==  *• 

oc         ac         ab 

Donc,  entre  les  coordonnées  du  point  de  contact  (^',  r/,  ^') 
et  les  coordonnées  du  pôle,  on  a  les  relations 

./_»'*•.     v-*^'-^'        C'-^'*'- 
oc  ac  ab 

Ç',  xî',  ^'  doivent  d'ailleurs  satisfaire  aux  équations  (27), 
pour  que  le  plan  tangent  à  la  sphère  le  soit  aussi  à  la  sur- 
face des  ondes.  Donc,  si  l'on  substitue  les  valeurs  de  ^', 

I  ^ 
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ïj',  ^'  en  {xi,  ji,  Zi)  dans  les  équations  (27),  on  aura 


(7.8) 


b^C^  _  p'»  "*"  a^i;:.  —  p^i  "^  fl2^»^  P'»  "~  ^^ 


et  Ton  reconnaît  facilement  dans  le  groupe  (28)  les  équa- 
tions d^une  conique  ellipsoïdale  de  la  surface  des  ondes. 
Or,  il  est  encore  aisé  de  voir  que  cette  conique  ellipsoïdale 
est  celle  qui  correspond  à  la  conique  sphériqiie,  intersec- 
tion de  la  sphère  R  et  de  la  surface  des  ondes. 

"Si  R  est  compris  entre  a  et  £,  tous  les  plans  tangents 
qu^ou  obtient  d'après  les  équations  (27)  sont  tous  les 
plans  tangents  à  la  nappe  externe,  et  les  équations  (28) 
représentent  tous  les  points  de  la  nappe  interne.  Si  R  est 
compris  entre  b  et  c,  c'est  Tinverse  qui  a  lieu.  Donc  le 
théorème  est  démontré. 

La  manière  même  dont  nous  avons  démontré  ce  théo- 
rème remarquable  conduit  immédiatement  aux  conclu- 
sions suivantes  : 

1°  Tous  les  plans  tangents  communs  à  la  surface  des 
ondes  et  à  une  sphère  ont  leurs  pôles  sur  la  conique  ellip- 
soïdale correspondant  à  la  conique  sphérique  donnée 
par  r  intersection  de  la  surface  et  de  la  sphère. 

2**  Tous  les  plans  tangents  communs  à  la  surface  des 
ondes  et  à  V ellipsoïde 

ont  leurs  pôles  sur  la  conique  sphérique  correspondant  à 
la  conique  ellipsoïdale ^  intersection  de  la  surface  et  de 
V ellipsoïde  donné. 

Et  par  suite  : 

3*^  Les  deux  courbes  dont  se  compose  la  trace  de  la 


^m^ |„ 


(  =»6'  ) 
surface  sur  Vun  des  plans  coordonnés  sont  polaires  /le- 
cip  roques. 

Et  enfin  voici  une  propriété  assez  remarquable  : 
4^  Chaque  point  singulier  de  la  surface  est  le  pôle  du 
plan  tangent  singulier  correspondant,  et  chacun  des 
points  de  la  courbe  de  contact  circulaire  de  celui-ci  est  le 
pôle  de  Vun  des  plans  tangents  au  point  singulier, 

VU. 

Propriété  des  axes  optiques. 

Les  normales  aux  sections  circulaires  de  rellipsoïde 
portent  le  nom  A^axes  optiques  de  la  surface^  on  sait  que 
ces  droites  passent  par  les  points  singuliers  de  la  surface 
des  ondes. 

Si  Ton  remarque  que  les  rayons  vecteurs  de  la  surface 
des  ondes  sont  perpendiculaires  aux  sections  diamétrales 
correspondantes  de  Fellipsoïde,  on  en  conclut  sans  peine 
que  les  angles  qu'un  rayon  vecteur  fait  avec  les  axes  opti- 
ques sont  égaux  aux  angles  que  fait  la  section  diamétral^ 
de  Tellipsoïde  avec  les  sections  circulaires. 

L'équation  (5)  du  §  I 

^,  -  ^  =  f  ^  -  -A^  «nV  sinV 
R»       R"        \c^       fl»y 

donne  donc  le  théorème  suivant  ; 

LêC  produit  des  sinus  des  angles  que  fait  la  direction 
d'un  rayon  vecteur  de  la  surface  des  ondes  avec  les  axes 
optiques  de  cette  surface  est  proportionnel  à  la  différence 
des  can^és  des  int^erses  des  deux  rayons  vecteurs  qui  ont 
cette  même  direction. 

Ce  théorème  a  une  grande  importance  dans  la  iliéorie 
de  la  double  réfraction. 


(  i6i  ) 


CONDITIONS  ANALYTIQUES 

PoHr  que  les  surfaces  engendrées  par  le  monTement  d*ane  ligne  droite  siient 
tangentes  tont  le  long  d*nne  génératrice  connane; 

Pau  m.  J,.F.  CH. 


Toute  droite  dans  l'espace  a  pour  équations  : 

(i)  ir=az-f-p, 

(2)  yz=yz-hS- 

Lorsque  les  paramètres  a,  (3,  y,  d  sont  fonctions  d'une 
même  variable  V,  la  droite  passe  d'une  position  à  l'autre 
suivant  une  certaine  loi  qui  dépend  de  la  nature  de  ces 
fonctions  ;  et  elle  engendre  une  surface  dont  la  forme  est 
la  conséquence  de  cette  loi.  Eu  laissant  donc  ces  fonctions 
tout  à  fait  indéterminées,  on  peut  dire  que  toute  surface 
qui  a  une  ligne  droite  pour  génératrice  peut  être  repré- 
sentée parle  système  des  équations  finies  (1)  et  (2)  entre 
lesquelles  on  doit  éliminer  V. 

Par  suite,  on  peut  prendre  pour  les  équations  finies  de 
deux  de  ces  surfaces  : 

a,  (3,  y,  ô  sont  fonctions  de  V5 

i,  fx,  V,  p  sont  fonctions  de  W. 

Supposons  que  la  génératrice  commune  soit  donnée 
par  V  =  ^',  W=:wj  et  queor,  j3,  y,  J;  X,  (x,  v,  p  aient 
alors  respectivement  les  valeurs  déterminées  a,  A,  c,  //, 


(  263  ) 
/,  /n,  riy  r^  on  a  évidemment: 

a  =  ly      b  z=  m ^      c=n^      d=r. 

Nommons  a\  |3',  y',  J',  X',  [x^  v',  p'  les  dérivées  de 
a,  P,  y,  (î  par  rapport  à  V  et  de  X,  |!Jt,  v,  p  par  rapport  à  W  ; 
et  a',  6',  c',  rf',  /',  m\  n\  r'  ce  que  deviennent  ces  dérivées 
quand  on  y  fait  respectivement  V==  p»,  W  =  w.  Les  quan- 
tités a\  h\  c',  d\  /',  m',  zï',  /''  ont,  ainsi  que  a,  t,  c,  rf, 
/,  m,  n,  r,  des  valeurs  déterminées. 

Pour  que  les  deux  surfaces  soient  tangentes  en  un  point 
commun,  il  faut  que,  pour  ce  point,  x^y^  z  et  rfx,  dy^  dz 
soient  les  mêmes*,  on  doit  donc  avoir 

dlr  =  a £/3  4-  (  a'  3  -4-  p'  )  ^ V  =  X  ^z  4-  (X'  »  +  f*'  )  t/ W, 

En  faisant  V  =  ^',  W  =  w,  pour  exprimer  que  le  point 
considéré  est  situé  sur  la  génératrice  commune,  ces  équa- 
tions deviennent  : 


Donc 

(3) 


a'z-^b'        l'z-^m' 


c'z-i-d'        n'z-k-r' 

Cette  équation  donne  le  z  du  point  de  tangence,  et 
l'on  a  pour  Vx  et  Vy  de  ce  point  : 

;r  =  ««  -H  ô ,      jr  z=z  cz-^  d. 

L'équation  (3)  est  évidemment  de  la  forme 

(4)  Mz'4-Na4-P  =  o, 

dans  laquelle  M,  N,  P  sont  des  quantités  déterminées. 

Comme  elle  est  du  second  degré,  elle  a  deux  racines , 
et  ces  deux  racines  sont  simultanément  réelles  ou  simul- 
tanément imaginaires. 


(  >64  ) 

Donc,  quand  il  y  a  un  point  de  tangence  sur  la  généra- 
trice commune,  il  y  en  a  deux. 

Si  maintenant  Ton  veut  qu'il  y  ait  tangence  tout  le 
long  de  cette  génératrice,  il  faut  que  l'équation  (4)  soit 
satisfaite,  quel  que  soit  z.  Par  conséquent  les  conditions 
de  tangence  que  Ton  cherche  sont  : 

IM=û'/2'  —  c'/'  =o, 
N  =  a'r'—  cm'-^b'n'  —  e/'/'=  o, 

Ces  conditions  sont  toujours  satisfaites  quand  les  deux 
surfaces  ont  sur  la  génératrice  commune  trois  points  de 
tangence  différents  ;  car  alors  les  ordonnées,  de  valeurs 
différentes,  de  ces  trois  points,  doivent  satisfaire  à  Téqua- 
tion  (4) ,  qui  n'est  que  du  second  degré  \  et  cela  ne  peut 
avoir  lieu  qu'autant  qu'on  a  à  la  fois  M  =  o,  N  =  o, 
P  =  o. 

De  là  résulte  ce  théorème,  démontré  géométriquement 
depuis  longtemps,  que  deux  surfaces  gauches  qui  ont  trois 
plans  tangents  communs  sur  une  même  droite  génératrice 
sont  tangentes  tout  le  long  de  cette  génératrice. 

Enfin,  lorsque  les  deux  surfaces  données  ont  quelques 
conditions  communes  dans  le  mode  de  génération,  il 
existe  des  relations  déterminées  entre  quelques-unes  des 
fonctions  a,  [3,  y,  d  et  X,  fx,  v,  p;  une  ou  plusieurs  des 
quantités  M,  N,  P  deyiennent  nulles  d'elles-mêmes,  et 
alors,  au  lieu  de  trois  plans  tangents  généralement  néces- 
saires pour  qu'il  y  ait  tangence  complète,  il  n'eu  faut 
plus  que  deux  et  même  un  suivant  les  circonstances.  C'est 
ainsi,  par  exemple,  que  deux  plans  tangents  suffisent 
pour  les  surfaces  conoïdes  ayant  une  génératrice  com- 
mune, et  qii'il  n'en  faut  qu'un  seul  pour  les  surfaces  dé- 
veloppables. 
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CONCOURS  D'AGRÉGATION  POUR  LES  LYCÉES, 

Conpositioi  en  Méeaniqie  ; 

Par    m.    J.    ROMAND, 

Licencié  es  Sciences  mathématiques  et  es  Sciences  physiques. 


Dans  un  cylindre  droit  à  base  circulaire  dont  Vaxe 
est  horizontaly  on  place  un  prisme  triangulaire  droit 
qui  touche  le  cylindre  par  deux  de  ses  arêtes  latérales. 
On  demande  dans  quelles  positions  ce  prisme  demeurera 
en  équilibre  sous  Inaction  de  la  pesanteur. 

On  aura  égard  au  frottement  et  on  déterminera  les 
pressions  exercées  par  le  prisme  dans  ses  positions 
extrêmes. 

Nous  admettrons:  i^  que  le  prisme  est  homogène  ou 
formé  de  filets  prismatiques  séparément  homogènes,  pa- 
rallèles aux  arêtes  latérales  ;  2^  que  la  surface  du  cylindre 
et  les  arêtes  du  prisme  sont  telles,  que  les  réactions  du 
cylindre  sur  des  éléments  égaux  de  chaque  arête  en  con- 
tact avec  sa  surface  soient  équivalentes  à  des  forces  égales 
normales  à  cette  arête  et  parallèles  entre  elles. 

Le  prisme  étant  placé  dans  le  cylindre,  soit  ACA'  le 
triangle  et  O  la  circonférence  suivant  lesquels  le  système 
est  coupé  par  un  plan  perpendiculaire  aux  arêtes  passant 
par  le  centre  de  gravité  G  du  prisme.  Diaprés  nos  hypo- 
thèses, les  réactions  du  cylindre  se  réduisent  à  deux 
forces  appliquées  en  A  et  en  A',  dont  les  directions  sont 
comprises  dans  le  plan  de  la  section. 

La  position  du  triangle  ACA'  dans  la  circonférence  O, 
par  suite  celle  du  prisme  dans  le  cylindre,  est  déterminée 
par  Tangle  aigu  que  A  A'  fait  avec  une  horizontale,  par 
exemple  avec  AH^  cet  angle  A' AH  sera  désigné  par  9  et 
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considéré  comme  positif  ou  négatif,  selon  qu  il  se  trouve 
au-dessous  de  AH  ou  au-dessus. 


Abstraction  faite  du  frottement,  il  n'y  aurait  qu^une 
seule  position  d'équilibre  du  prisme  reposant  sur  le 
cylindre  par  les  arêtes  A  et  A';  le  centre  de  gravité  G  se- 
rait sur  la  verticale  du  point  O,  et  l'équilibre  serait  stable 
ou  instable  selon  que  G  se  trouverait  au-dessous  ou  an- 
dessus  de  O.  Eu  égard  au  frottement,  il  y  a  une  infinité 
de  positions  d'équilibre  comprises  entre  deux  positions 
extrêmes  auxquelles  répondent  des  valeurs  limites  de 
l'angle  9  qu'il  s'agit  de  calculer.  Deux  cas  doivent  être 
distingués  : 

j^  Le  centre  de  gravité  G  est  dans  le  triangle  AOA'. 

Soient  r  le  rayon  du  cylindre  ou  de  la  circonférence  0; 

a  le  côté  A  A'  du  triangle  AC  A'  ; 

j3  les  angles  en  A,  A' du  triangle  isocèle  AOA'  (cette 
donnée  dépend  de  r  et  de  a)  ; 

a,  a'  les  angles  en  A,  A'  du  triangle  AGA'  (ils  déter- 
minent la  position  de  G  dans  le  triangle  ACA'  et  sont 
inférieurs  à  (3  dans  le  cas  considéré)  ^ 

P  le  poids  du  prisme  5 

J  r  angle  du  frottement. 

Décomposons  le  poids  P  en  deux  forces  Q,  Q'  dirigées 
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suivant GA,  GA^  el  IransporioDs  ces  forces  respectivement 
cm  A,  A^  Décomposons  encore  Q,  Q'  appliquées  aux 
|)oints  A,  A',  enN,  N' normales  à  la  circonférence  O,  et 
T,  T'  tangentielles,  qui  seront  de  sens  contraires.  Les 
composantes  tangentielles  des  réactions  du  cylindre  sur 
le  prisme,  appliquées  à  celui-ci  en  A,  A',  seront  respecti- 
vement Ntangy*,  N'  tang/. 

Si  le  centre  de  gravité  G  était  sur  la  verticale  du 
point  O^  l'équilibre  subsisterait.  Supposons  que  le  prisme 
soit  successivement  placé  sans  impulsion  dans  des  posi- 
tions pour  lesquelles  G  se  trouve  du  même  côté  que  A 
par  rapport  à  cette  verticale,  il  tendra  à  se  mouvoir  ou 
se  mouvra  effectivement  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche  m,  en  sorte  que  les  frottements  N  tang^i  N'  tang^ 
seront  de  même  sens  que  la  force  T;  la  condition  d'équi- 
libre sera  dans  ce  cas  la  relation 

(i)  r  —  T  <  (N  -+-  N'  )  tang/. 

Regardons  en  effet  pour  un  moment  les  frottements 
Ntangy,  N'tangy  comme  des  forces,  pour  ainsi  dire 
actives^  appliquées  aux  points  A,  A'  du  prisme,  nous 
arriverons  à  la  condition  d'équilibre  en  considérant  ce 
corps  comme  lié  à  l'axe  du  cylindre  et  assujetti  à  tourner 
seulement  autour  de  cette  droite  fixe,  qui  remplacera  eu 
((nelque  sorte  les  résistances  N,  N'  normales  au  cylindre. 
Pour  l'équilibre^  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  algé- 
brique des  moments^  par  rapport  à  l'axe  fixe,  des  quatre 
forces  T,  T',  N  tang/,  N'  tang/,  soit  nulle  \  ces  moments 
sont  Tr,  —  T'r,  Nr  tang/,  N'r  tang/,  en  prenant  posi- 
tivement celui  de  la  force  T,  ce  qui  détermine  le  signe 
des   autres:   on  a  donc   T  —  T'-f- (Nh-N')  tang/=  o, 
suppression    faite    du    facteur    commun     r,     ou     bien 
T'  — T={N4-N')  tang/.    Enfin,    comme    Wtang/, 
N'  tang/ sont  des   frottements  et  non  des  forces  effective- 
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ment  appliquées  au  prisme,  il  est  clair  que  la  condition 
de  notre  problème  est  seulement  que  T' — T  ne  surpasse 
pas  (N  -f-  N')  tang/. 

Au  moyen  des  équations 

N  =Q  cos(p  — a),     T=Q8in(p  — a), 
N'=Q'cos(p  — a'),     r==Q'sin(p  — a'), 

la  relation  (i)  se  ramène  à 

Q'[sin(p— a')  — cos(p-a')tang/] 
< Q[sin  (p  -«a)  4-  ces  (p  — a)  Ung/], 

d'où  Ton  lire 

Q'sîn(p-.a'-/)<Qsin(p^a4-/), 

car  cos^est  positif;  plus  simplement,  on  a 

Q'/ï'<Q/ï, 
en  posant 

siD(p— a' — /)  =  «'     et     sin  (p  — a -h/)=  «. 

Remplaçant  Q  et  Q'  par  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 


tions 

(A) 


Q Ql  P 


cos(a'H-^)        cos(a  —  y)        sin(a-ha') 

qui  subsistent  pour  toutes  les  valeurs  de  9,  on  trouve 

d'abord 

n'cos  (a  —  (f)  <«cos(a'  -h  f)> 

car  il  est  permis  de  supprimer  le  facteur  commun  posi- 

P 

tif  -:— TT  »  puis 

sin(a-»-a')      * 

(«sina'4-  /z'sina)  siny  <(/icosa' —  /î'cosa)  cosy. 

Cette  condition  est  nécessairement  remplie  par  la  valeur 
de  cp  qui  répond  à  la  position  du  prisme  dans  laquelle  OG 
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est  Yerlicale;  elle  le  sera  aussi  pour  des  directions  de 
cette  droile  assez  voisines  de  la  verticale,  répondant  à  des 
valeurs  de  (f  un  peu  plus  grandes  ^  mais  elle  doit  cesser  de 
l'être  pour  des  directions  trop  écartées  de  la  verticale, 
c^est -à-dire  pour  de  trop  grandes  valeurs  de  f .  D'après 
cela  le  coefficient  de  sin  (f  doit  être  positif,  et  on  a  par 

conséquent 

^  /îcosa'  —  /ï'cosa 
tang  <f  <  — : — j— — J-. —  1 
"  ^      /i  sin  a'  4-  /î  sm  a 

d'où  se  déduira  une  des  deux  limites  de  (p. 

Supposons  maintenant  que  le  prisme  soit  placé  dans 
des  positions  pour  lesquelles  le  centre  de  gravité  G  s'é- 
carte de  la  verticale  du  point  O  du  côté  de  Â'^  il  tendra 
à  se  mouvoir  ou  se  mouvra  dans  le  sens  opposé  à  la 
flèche  m,  et  les  frottements  seront  de  même  sens  que  la 
force  T';  la  condition  d'équilibre  sera  donc 

(3)  T— r<(N-f-N')tang/, 

ou  bien 

r  — T>(N4-N')tang(-/). 

Cette  relation  ne  difiérant  de  Téquation  (i)  que  par 
Tinversion  du  signe  de  relation  et  par  le  changement  dey* 
en  — fj  si  l'on  remarque  d'ailleurs  qu'elle  ne  doit  cesser 
d'avoir  lieu  qu'autant  que  cp  prend  des  valeurs  trop  pe- 
tites (cp  décroit  et  peut  devenir  négatif  quand  OG  s'écarte 
de  la  verticale  du  point  O,  dans  le  sens  que  l'on  consi- 
dère) ,  on  en  conclut  immédiatement 

,  ,  -  ^  /îi  CCS  a' — n\  ces  a 

(4)  tang  9= — ■' — 7 T—' — > 

^^'  ^^      «i  sma  -h /î,  sina 

en  posant 

sin(p  — a— /)  =  /î,     et     sin  (f  — a' -+-/)=  <. 

2**  Le  centre  de  gravité  G  est  hors  du  triangle  AOA'. 
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Soit 

r  =  .p(x)  =/(.r ,  H-A)_/(x)  -  fi±All5/' (^) 

Tordonnéc  d'une  courbe  dont  x  est  l'abscisse,  les  axe» 
étant  rectangulaires.  On  voit  immédiatement  que  pour 
jr=  Xi  4-  A,  celte  ordonnée  est  nulle  si  les  dérivées  suc- 
cessives dey  (x)  prennent  pour  celte  valeur  de  x  des  va- 
leurs finies,  et  que  pour  x  =  Xi  l'ordonnée  est  ^ale  à  B. 
Si,  pour  cette  dernière  valeur  de  x,  la  fonction  et  ses  dé- 
rivées ont  des  valeurs  finies,  la  valeur  de  R  est  elle-même 
finie,  positive  ou  négative.  Soient  (*) 

OP  =  j:„     OP'  =  j:,-hA     et     PM=R. 

Le  point  M  est  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'axe  des  r. 
Dans  les  deux  cas,  si  la  fonction/* (j:)  et  sa  dérivée  sont 
finies  et  continues  entre  les  limites  Xi  etXi-hh  de  la 
variable,  on  pourra  mener  à  l'arc  AB^  entre  les  points  Â 
et  B,  une  tangente  parallèle  à  sa  corde  ÂB,  et  l'abscisse 
du  point  de  contact  pourra  être  représentée  par  Xi  +  Ofiy 
6  étant  un  nombre  positif  compris  entre  o  et  i.  Si  R  est 
positif,  on  a 

R=i:PM=:PP'.tangMP'P=  — /aangMP'jE=— Aç'(a:,-+-GA)î 

si  R  est  négatif,  on  a  de  même 

R  =  —  PM  =r  —  A  tangMP'  P  =  —  /*(},'  (x,  -h  e A  ). 


Oi 


et  par  suite 


/  (x,  +  9//)  =  -  i-LÎ ^/(»+.)  (j:); 


{*)  Le  lecteur  eftt  prié  de  faire  la  figure. 
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substituant,  on  a  la  formule  connue 

^_n M î^  A«4-.Wj,  4-0//). 

I .2. . .« 

Remarque.  —  On  verra  au  moyen  d^une  figure  que  la 
démonstration  se  fait  de  la  même  manière,  quel  que  soit 
le  signe  de  Taccroissement  h. 


BlMONSTRATION  D'UN  THÉORÈME  DB  M.  SCHLOMILGH 

(voir  t.  XIX,  p.  S8o;  ; 

PAa  M.  HvfaT  COLLACHE, 

Élève  de  mathématiqaes  spéciales  au  lycée  Charlcmagne 

(classe  de  M.  Hauser). 


Il  s^agit  de  montrer  que  l'on  a 
On  peut  toujours  poser 

d*où,  en  multipliant  par  p^ 

et,  par  conséquent, 

ou 

En  faisant  successivement  p  =  o,  i ,  2 , .  . . ,  «  —  j ,  et 
multipliant  membre  à  membre,  il  vient 

C.    Q.    F.     D. 


Ann   di'  Mathémal.f  2« série,  t.  II.  (Juin  iHG!5.)  i^ 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  553 

(Toir  t.  XIX,  p.  406  j; 

Par    m.    a.    G. 


Étant  donnée  une  équation  algébrique  n  ayant  pas 
de  racines  égales^  si  Von  applique  à  cette  équation  le 
procédé  de  Sturm,  et  si  Vune  des  équations  obtenues  a  des 
racines  égales,  V équation  a  nécessairement  des  racines 
imaginaires .  (  Rouget.  ) 

Soient  X  =  o  l'équalion  proposée  et  Xi,  Xj,  Xg, . . . , 
les  divers  polynômes  que  Von  considère.  Supposons  que 
X  =  o  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  au  nombre 
de  m,  l'équation  Xi  =  o  aura  aussi  toutes  ses  racines 
réelles  et  inégales  au  nombre  de  m  —  i . 

Soient  a\  fe',  c'...  fe'  ces  racines  par  ordre  de  grandeur. 
Pour  ces  valeurs  X  et  Xj  sont  égaux  et  de  signes  contrai- 
res. D'ailleurs  x  variant  de  a'  à  i',  X  change  de  signe; 
donc  il  en  est  de  même  pour  Xj.  Ceci  est  vrai,  quelles 
que  soient  les  racines  a^  et  h'.  Comme  il  y  a  /n  —  2  inter- 
valles, l'équation  X2=  o  du  degré  (m  —  2)  aura  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales.  On  ferait  voir  pareillement 
qu'il  en  est  de  même  des  autres  équations. 


QUESTION. 


656.  Démontrer  géométriquement  que  la  division  do 
la  circonférence  en  sept  parties  égales  se  ramène  à  la 

trisection  de  l'angle  dont  la  tangente  est  égale  à  3  v5. 

(Matthew  Colliws.) 
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SOLUTION  DE  U  QDESTION  641  (CATALAN) 

(  voir  p.  98  )  ; 

Par  m.  h.  PICQUET, 

Elève  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Poitiers. 


II  s'agit  de  démontrer  la  relation 

ces  (rt  4-  ^  H- ^)  cos(a H-  6  —  c)  cos  ;Vi  -f-r  —  b)  cos  (  A  -h  c  —  n) 
=4  **^s'  ^  ^^s*  ^  cos'c —  (cos  a  -4-cos  A-h-cos  r)  (cos  a  4-  cos  ^ — cos  c) 

X(cosa-+-cosC'— cos^)(cos64-cosc — cos^i). 

Le  second  membre  peut  s'écrire 

4  cos^  a  cos'  b  cos'  c 
—  [(cosfl  -f-cos^)'  —  cos'c][cos^c  —  (cos/?- — cos/;)'], 
ou 

4 cos '^ cos'/;  cos'c 

-h  (cos-rt  —  cos^ô)^  -hcos'c  —  9.cos'c(cos'rt-+-cos'A  ), 
ou 

(cos'  a  —  cos'  b  —  cos'  c  )  '  —  4  ^"^^  ^  ^^^^  ^  -h  4  ^^s*  a  cos^  b  cos^  r . 

Examinons  maintenant  le  premier  membre.  En  trans- 
formant en  une  somme  de  cosinus  les  deux  premiers  fac- 
teurs, ainsi  que  les  deux  derniers,  il  vient 

—  [cos2(tf  H-^)  -h  cos  2f]  -  [cos  2  r -h  cos  2  (/l  —  ^)1 


ou 


-  j  cos' 2  r -h  cos  2  (  ri -f-Z»)  cos  2  {a —  h) 

H-  <*OS  >.  c  [cos  ?.  (tJ  -{-/>)  -f-  cos  9.[fl  —  b)]\. 

i8. 


(  Vd) 
En  remplaçant 

COS2  (a4-^)cos2  [a —  ù) 


par 


ou  par 


-(cos4«  -♦-  cos4^) 


-  (  7.  COS*  2  «  —  I  4^  2  COà'  2  ^  —  I  ) 
2 


OU  par 

C0S'2«  H- Ct>S*2  ^ —  I       et      COS2<?[cOS2(/ï-f-^)  -h  COS2(<ï  — />)] 

par 

2  COS  2  /?  COS2  ^  COS  2r, 

il  vient 

7  (cOS'2/I-f-COS'2  6  4- COS*  2C  -f- 2  COS 2 /ï COS  2 ^ COS 2 <? —  l). 

4 

A  la  place  de  ces  2  a,  je  mets  2cos*a — i,  et  les  expres- 
sions analogues  pour  cos  26  et  cos2c  :  il  vient  alors 

j  [  4  cos*  fl  4-4  ^^^^  ^•+'  14-4  ^^**  ^ — 4  *^s^  ^4-14-4  c<»s*  r — 4  c«sV 


I  4-2(2C0S'fl —  i){2cos'^ —  i)(2cos'r —  i) — i]. 
Toute  réduction  faite,  il  reste 

cos*  a  4-  cos*  b  4-  cos*  c  —  2  cos*  a  cos'  b  —  2  cos*  a  cos*  c 

—  2  cos*  b  cos'  <r  4-  4  cos*  a  cos*  b  cos*  c , 
ou 

(cos*  a  —  cos*  b  —  cos*  c  )* — 4  ^'^*^  ^  ^^s*  c  4-  4  cos'  a  cos*  ^  cos'  c , 

qui  est  précisément  la  valeur  à  laquelle  j^étais  arrivé  pour 
le  second  membre. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  645 

(  voir  p.  94  )  ; 

Pau  m.  L.  RâTNAUD, 

Maître  répétiteur  au  lycée  de  Moulins. 


Soient  S,  $\  $^'  les  distances  du  centre  d 'une  conique 
à  tJXfis  tangentes,  et  p^  p'^  p"  les  distances  de  ce  centre 
aux  points  de  contact  :  on  a 

1°  Ca^  de   V ellipse. 

Supposons  Tellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses 

axes ,  et  soient  : 

x^y  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  p  \ 

X  la  longueur  du  demi-diamètre  conjugué  de  p  \ 

S  sera  la  hauteur  du  parallélogramme  construit  sur 

les  longueurs  p  ei^. 

On  pourra  écrire,  d'après  des  théorèmes  connus  : 

ab  =  ^X     et     a*-\-b^=p^  -h  )% 
d'où 

(i)  a^b'=§'{a^'h  b'  —  p^). 

On  aura  de  même,  en  considérant  les  autres  points  de 
contact, 

(2)  fl»  b*  =  ^»  («'+  b^  —  p"), 

(3)  a'  b'  =  r^(a^  -+-  A'— f-"'). 

Eliminant  maintenant  a*  +  6*  entre  les  équations  (i), 
(a),  (3),  il  vient 

52  __   ^'2  ""  ^2  ».   ^"2 

ou 

5lp2(^-l_5'2).4.   ^2p'2(^;^.  5-2)     +    r^p"^(5'2_52)-=o. 
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2"  Cas  de  V hyperbole. 

Le  mode  de  solution  prouve  assez  que  la  relation  finale 
subsiste  encore  dans  le  cas  de  T hyperbole. 

Nota,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Da- 
pain,  professeur  au  lycée  d'Angoulême;  P.  R.  et  Melon, 
élèves  du  collège  Rollin  \  Comille,  élève  du  lycée  de 
Strasbourg;  Pellctreau  et  Picquet,  élèves  du  lycée  de 
Poitiers;  Jarlot,  du  lycée  Louis-le- Grand;  Harang,  du 
lycée  de  Douai. 


REMARQUES 

Sur  les  compositions  de  Matliéfflatiqaes  et  de  TrigODométrie  faites  en  1862 

pour  Tadiaissiou  à  TEcole  Polytechsique. 


Un  de  nos  amis,  chargé  en  1862  de  corriger  les  com- 
positions de  Mathématiques  et  de  Trigonométrie,  nous  a 
communiqué  les  remarques  qui  lui  ont  été  suggérées  par 
ce  travail.  Nous  les  publions  parce  qu'elles  peuvent  être 
utiles  aux  élèves,  en  les  prémunissant  contre  certaines 
fautes  assez  communes.  Nous  ne  croyons  pas  d'ailleurs 
commettre  une  indiscrétion,  car  si  l'examen  des  compo- 
sitions n'est  pas  public,  cela  tient  uniquement  à  la  nature 
d'un  travail  qui  ne  peut  se  bien  faire  que  dans  le  silence 
du  cabinet;  mais  l'Ecole  a  toujours  donné  très-libérale- 
ment les  renseignements  qui  lui  ont  été  demandés  sur 
cette  partie  des  épreuves  imposées  aux  candidats. 

COMPOSITION    DE    MATHÉMATIQUES. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées 
par  V équation 


x2 


-h  /^  —  z^  -f-  2f  .rz  H-  2  (jyz  —  2  a.c  —  ib/  -j-  2  ('3  =  0: 
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1°  lorsque  p  et  q  varient  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles^  a°  lorsque  p  et  q  varient  de  manière  que  /'e- 
quation  représente  un  cône.  3^  Distinguer  la  partie  du 
lieu  qui  correspond  à  des  hjperboloïdes  à  une  nappe  de 
celle  qui  correspond  à  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes. 

La  première  partie  de  la  question,  très-facile,  a  été 
résolue  par  la  généralité  des  candidats.  La  dillérence  de 
leurs  forces  ou  de  leur  talent  ne  s^est  révélée  que  dans  les 
deux  autres  parties.  A  cet  égard,  on  a  pu  classer  les  élèves 
en  cinq  groupes,  comme  il  suit  : 

1*^  Les  élèves  de  ce  groupe  ont  trouvé  pour  le  premier 
lieu  une  sphère  ;  pour  le  second,  ils  ont  remarqué  que 
les  coordonnées  du  sommet  du  cône  devaient  satisfaire  à 
l'équation 

ax  -h  bjr  —  cz  =  o, 

d*oà  il  résultait  que  le  lieu  cherché  est  un  cercle.  La  dis- 
tinction des  deux  hyperboloïdes  et  des  régions  de  la 
sphère  correspondant  aux  centres  des  hyperboloïdes  à 
une  nappe,  ou  à  ceux  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes,  a 
été  bien  faite  par  ces  élèves,  qui  ont  mérité  une  note  de 
17  a  20. 

2®  Les  élèves  du  deuxième  groupe,  après  avoir  éliminé 
p  et  q  entre  les  équations  du  centre  et  celle  de  la  surface, 
ont  trouvé  un  cône  de  révolution  ayant  son  sommet  sur 
la  sphère  et  dont  Taxe  passait  par  le  centre  :  ils  ont  donc 
trouvé  le  cercle.  Cette  marche  était  assez  longue,  mais 
elle  se  présentait  naturellement  et  il  y  avait  un  certain 
mérite  à  la  conduire  jusqu'au  bout.  JNotes  de  i5  à  19. 

3°  Les  élèves  du  troisième  groupe  ont  trouvé  pour  le 
deuxième  lieu  Tintersection  d'un  cône  et  d'une  sphère, 
mais  ils  n'ont  pas  vu  que  le  cône  était  de  révolution.  En 
donnant  une   solution   exacte  d'ailleurs,  ils   n'ont   pavS 
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su  dégager  de  leurs  calculs  le  résultat  simple  qu'ils  ren- 
fermaient. Notes  de  lo  à  i4* 

4^  D'autres  élèves  ont  commencé  comme  les  précé- 
dents, mais  des  erreurs  de  calculs  les  ont  conduits  à  de 
faux  résultats  ou  les  ont  empêchés  d'arriver  jusqu'au 
bout.  Notes  de  5  à  9. 

5^  Les  élèves  de  ce  dernier  groupe,  fort  peu  nombreux, 
n'ont  pas  trouvé  la  sphère  ou  distingué  les  deux  sortes 
d'hyperboloïdes.  Notes  au-dessous  de  5. 

Comme  on  le  volt  par  ce  tableau,  des  notes  différant  de 
4  ou  5  unités  ont  pu  être  attribuées  h  des  élèves  qui  ont 
suivi  la  même  marche  et  sont  arrivés  aux  mêmes  résul- 
tais. Un  langage  correct,  une  exposition  claire,  des  cal- 
culs disposés  avec  beaucoup  d'ordre  sont  des  qualités  dont 
le  correcteur  fait  grand  cas  et  dont  il  tient  toujours 
compte.  Ces  précieuses  qualités  ne  peuvent  s'acquérir 
qu'à  la  longue.  Il  importe  donc  beaucoup  que  les  candi- 
dats prennent  de  bonne  heure  Thabitude  de  bien  rédiger, 
et  qu'ils  ne  croient  pas  avoir  assez  fait  en  résolvant  une 
question  s'ils  ne  l'ont  pas  présentée  de  la  manière  la  plus 
satisfaisante. 

Il  y  a  encore  une  recommandation  à  faire  aux  candi- 
dats :  c'est  de  ne  point  s'abandonner  à  la  première  mé- 
thode qui  se  présente  à  eux.  Ce  n'est  presque  jamais  la 
meilleure.  Souvent  on  s'engage  dans  des  calculs  fort 
longs,  qu'on  ne  peut  mener  à  bonne  fin,  et  on  ne  s'a- 
perçoit qu'on  fait  fausse  route  que  lorsqu'il  est  trop 
lard  pour  recommencer.  Il  faut  donc  jeter  un  coup  d'œil 
d'ensemble  sur  la  question  proposée,  comparer  les  di- 
verses méthodes  k  suivre  et  prendre  celle  qui  promet  de 
conduire  le  plus  rapidement  au  but.  Mais  cela  demande 
beaucoup  de  tact,  et  ce  tact  ne  peut  s'acquérir  que  par 
l'habitude.  Ainsi  il  faut  travailler  :  c'est  la  condition  du 
succès. 
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COMPOSITIOJN    DE    TRIGOJVOMÉTRIE. 

Un  triangle  résolu  avec  rexactîtucle  que  comportent 
les  Tables  donne  lieu  à  une  note  qui  varie  de  i8  à  20  sui- 
vant que  les  calculs  sont  disposés  avec  plus  ou  moins 
d'ordre.  Les  autres  notes  s'échelonnent  de  18  à  5.  Pour 
obtenir  une  note  au-dessous  de  5,  il  faut  n^avoir  presque 
rien  fait  ou  commettre  des  fautes  qui  montrent  qu'on  a 
systématiquement  négligé  cette  partie  du  programme. 

Un  élève  qui  s'est  beaucoup  éloigne  de  la  vraie  solution 
peut  être  mieux  noté  qu'un  autre,  qui  s'en  sera  beaucoup 
approché.  Cela  tient  à  la  nature  des  fautes  commises,  et 
dont  rinfluence  sur  le  résultat  du  calcul  n'est  pas  tou- 
jours en  raison  directe  de  leur  gravité.  J^e  correcteur  re- 
commence tous  les  calculs,  et  quand  il  a  rencontré  une 
erreur,  il  en  suit  les  conséquences,  pour  savoir  s'il  n'a 
pas  été  commis  d'autres  fautes. 

Les  fautes  les  plus  ordinaires  dans  la  composition  de 
trigonométrie  sont  de  diverses  sortes  :  les  unes  sont  de 
pures  distractions  ou  tiennent  au  peu  d'usage  que  l'on  a 
des  Tables 5  les  autres  sont  des  fautes  de  calcul  propre- 
ment dites  ;  enfin  la  dernière  classe  comprend  les  erreurs 

théoriques. 

I.  Fautes  de  distraction, 

1**  Prendre,  au  lieu  du  logarithme  que  l'on  cherche, 
celui  qui  est  immédiatement  au-dessus;  faute  assez  fré- 
(juente  quand  le  logarithme  est  dans  l'une  des  trois  der- 
nières colonnes.  C'est  un  inconvénient  attaché  aux  Tables 
à  double  entrée. 

a**  Erreurs  de  transcription  :  transposition  de  deux 
chiiFres,  89  pour  98;  erreur  qui  vient  de  ce  qu'au  lieu 
de  lire  les  quatre  derniers  chilïres  comme  s'ils  formaient 
un  seul  nombre,  on  les  lit  comme  s'ils  étaient  séparés,  et 
rn  les  transcrivant  on  se  trompe  sur  leur  ordre.  Il  vaut 
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mieux  dire  quatre  mille  huit  cent  vingt-quatre,  que  de 
dire  quatre,  huit,  deux,  quatre, 

3^  Un  I  surchargé  pour  un  o,  un  6  ou  un  9  pour  un  o, 
un  I  ou  un  2  mal  faits  pour  un  7,  et  réciproquement. 
Nécessité  d'écrire  lisiblement,  surtout  les  chiffres. 

4^  Tangentes  prises  dans  la  colonne  des  sinus,  sinus 
daivi  la  colonne  des  cosinus,  etc. 

5^  Les  degrés  pris  en  bas  quand  il  doivent  l'être  en 
haut,  les  minutes  prises  à  droite  quand  elles  doivent  Têtrc 
à  gauche,  etc. 

6^  Les  minutes  prises  à  droite  en  descendant  et  les  se- 
condes à  gauche,  surtout  pour  les  cotangentes.  Erreur 
qu'on  ne  commettrait  pas  avec  une  Table  à  simple  en* 
trée. 

A  A 

7**  Après  avoir  calculé  tang  -  »  prendre  -  pour  A.  De 

même  prendre  a  -H  ^,  ci  —  è  au  lieu  de 


2  2 

8*^  Différence  des  sinus  prise  pour  celle  des  cosinus  ^ 
dilTérence  des  cosinus  pour  celle  des  tangentes. 
9*^  A  —  B  pris  pour  B  —  A,  A  pour  B. 
10°  Logarithme  pris  dans  une  autre  page  : 

log  7°  32' 43'',  54     pris  pour     log  8«32'43",5î. 

1 1°  Prendre  la  caractéristique  des  Tables  pour  le  pre- 
mier chiffre  de  la  partie  décimale  :  1  ,  986 .  .  .  pour 
9 , 86 ... . 

12?  Calculer  la  moitié  de  -  au  lieu  du  double  de  — 

2  2 

i3°  sin^(j>  pour  i-|-cos*y. 

i4"  Erreur  de  transcription  quand  on  écrit  de  nouveau 
un  logarithme  déjà  trouvé,  surtout  sur  une  page  dillc- 
rente. 

i5"  Terme  omis  en  calculant  une  formule  exacte. 
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II.  Fautes  de  calcul, 

1°  Erreur  dans  une  addition  de  nombres  ordinaires. 
Retenues  omises,  retenues  comptées  quand  il  n'y  en  a 
pas.  Si  trois  fois  de  suite  on  a  dit  :  je  pose  tant  et  je  re- 
tiens 1 9  on  a  beaucoup  de  chance,  en  passant  à  la  colonne 
suivante,  de  dire  encore  :  je  retiens  i,  quoiqu'on  n'ait 
qu'un  seul  chiffre  à  écrire. 

a?  Erreur  dans  une  addition  ou  dans  une  soustraction 
de  nombres  complexes.  Très-fréquente. 

3^  Erreur  en  prenant  le  double  ou  la  moitié  d'un 
nombre  complexe. 

4^  Erreur  en  prenant  le  supplément  ou  le  complément 
dun  angle. 

5°  Erreur  dans  la  caractéristique  par  suite  de  soustrac- 
tion. 

6^  Caractéristique  8  des  Tables  remplacée  par  i  au 
lieu  de  a. 

7°  Virgule  mal  placée  dans  le  terme  de  correction. 

8®  Erreur  dans  la  multiplication  faite  pour  obtenir  ce 
terme. 

9**  Erreur  en  prenant  la  moitié  d'un  logarithme  dont 

ia  caractéristique  est  négative  :  — -=—  =  i  ,ai  pour  i  ,71 . 

in.  Erreurs  théoriques, 

1^  Erreur  dans  le  signe  de  la  correction  quand  ou 
cherche  le  logarithme  d'un  cosinus  ou  d'une  cotaugente. 

2"  Le  correcteur  a  trouvé  quarante-quatre  formules 
ausses,  ce  qui  est  d'autant  plus  impardonnable  que  pres- 
|ue  toujours  leur  fausseté  saute  aux  yeux,  et  que  d' ai  lu- 
eurs les  vraies  formules  se  trouvent  dans  l'Introduction 
ilacée  en  tête  des  Tables. 

3°  Employer  les  parties  proportionnelles  pour  le  si- 
lus  ou  la  tangente  d'un  arc  très-petit. 


t^ 
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4^^  Négliger  les  fraclioDs  de  seconde  dans  un  angle 
auxiliaire. 

5^  Calculer  des  chiffres  incertains. 

6®  Prendre  — logcotA  pour  log( — cotA). 

7®  Eu  cherchant  log  cos  43^  24'  la",  34,  ajouter  à 
log  cos  43^  24'  20''  la  différence  tabulaire  X  2,34  ^u  liea 
de  7,66. 

8°  Il  s*est  trouvé  un  candidat  admissible  qui,  pour  cal- 
culer 

cos^  =  cos^  cosc  +  sin^  sini?  cos  A, 

a  calculé  chaque  terme  du  deuxième  membre  par  loga- 
rithmes. 

9^  Un  autre  candidat  a  remplacé  la  formule  précé- 
dente par 

logcos«=Iogcos^  +  logcosc-h  logsin  b  -|-  logsioc  -h  logcosÀ> 

Comme  on  le  voit,  il  y  a  beaucoup  de  manières  de  se 
tromper,  et  encore  nous  en  passons.  Il  faut  que  les  élèves 
se  persuadent  qu'on  n'apprend  pas  en  deux  heures  à  se 
servir  des  Tables  et  à  résoudre  un  triangle.  C'est  à  eux 
de  s'exercer  pendant  un  temps  suffisamment  long. 

Enfin  les  candidats  doivent  savoir  qu'une  fraude  com- 
mise dans  la  composition  ne  peut  manquer  d'être  dé- 
couverte par  le  correcteur  qui  vérifie  minutieusement 
tous  les  calculs.  Il  y  a  des  exemples  d'élèves  qui  auraient 
pu  être  admis,  même  avec  une  composition  inachevée,  et 
qui  ont  été  exclus  du  concours  pour  avoir  emprunté  à  un 
voisin  un  résultat  faux  qui  ne  s'accordait  pas  avec  les 
calculs  commencés.  Le  résultat  aurait  été  vrai,  que  Tcx- 
clusion  aurait  encore  été  prononcée.  Il  vaut  donc  mieux 
agir  loyalement.  P. 
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SOLUTION  DE  U  OlIESTiaN  654 

(TOirp.  101); 

Par  m.  TRAVELET, 

Élève  en  mathématiques  spéciales  du  lycée  de  Desançoii 
(classe  de  M.  CheTilliet). 


Démontrer  que  .vi  f  (aod  )  =  f  (co)  .cosci),  on  aura 

,    .         .        sîn« 
y(«;  =  (p(oj 

(V  ALTON.) 

Dans  la  condition  énoncée,  je  remplace  successivement 
w  par  -j  -7»  •••>—»  et  j^obtîens  les  égalités  suivantes  : 

?{«)  =  ?  (h  '^^s^, 

^j  =  T^7.)-cos-. 

Multipliant  toutes  ces  égalités  membre  à  membre  et  sup- 
primant tous  les  facteurs  communs,  on  a 

—  J  •  cos  -  •  CCS  7  •  •  •  cos  ~  =  <P  (**) • 
Or  on  sait  que  (t.  XVII,  p,  283) 


6) 


6)             U                 eo         Smu         2** 
COS  —  •  cos  7  •  •  •  cos  —  = • • 

2  4  2"  w  .      w 

sm  — 
Remplaçant  ce  produit  par  sa  valeur,  dans  Téqualion 
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préctklenle,  on  a 


6> 


M  \     sin  M       ?." 
sin  — 

Si  n  augmente  indéfiniment,  —  tend  vers  zéro;  ç  ( - 


e>> 


2" 

tend  vers  cp  (o)  et tend  vers    i.    Alors  à  la   limite 

sm  — 

2" 


on  a 


X    smw  -   . 

«pfOj  • =ep(w).  C.    Q.    F.    D. 


Note,  —  Cette  question  a  été  résolue  de  la  même  ma-  j 
«ière  par  MM.  de  Vîrîeu,  Dupain,  professeurs,  et  parles  j 
élèves  Claris  et  Courtîn  (Sainte-Barbe),  Esparseil  (lycée  '. 
de  Toulouse,  classe  de  M.  Tillol),  Monniot  (institution  ; 
Barbet) ,  par  MM.  Autos,  d'Athènes, et  Bardelli, de  Milan.   ! 


SECONDE  SOLUTION  DE  L4  MÊME  QUESTION; 

Par  m.  STUDLER, 

Professeur  à  Condé. 


En  prenant  plusieurs  fois  de  suite  la  dérivée  de  l'équa- 
tion 

ç  (sw)  =  cos&>  y  (w) 

et  faisant  o)  =  o,  on  trouve 

cp'  (o)  =  /'  (o)  =r  (p^(o)  =.  .  .  =  O 
^(0)=_if),        ,.'(0)=_?^),        ,v.(,)„«P^),.... 

Et  si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  de  iMac- 
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aurin. 


w    . ,    .  w^ 


T  (")=  ?{o)  +  7  ?'{o)  +  T-T  ?"  (o) 

1  1   •  ^ 


DU  aura 


<p    «   =  lli-i  (  » -4-  — ^--  —  .  .  . 

^  w     \  1.2.3        I ,2.3.4.0  / 


ou 


sinw 

<j)  (wj  r=:(p(0)  •  C.    Q.    F.    D. 

w 

Note.  —  M.  Mognî,  de  Tortone,  et  M.  Jaufroid,  pro- 
fesseur au  lycée  de  Vendôme,  ont  résolu  la  question  à 
peu  près  de  la  même  manière. 

M.  Beltrami  nous  a  adressé,  au  sujet  de  celte  ques- 
tion, des  remarques  intéressantes  qui  seront  publiées  dans 
notre  prochain  numéro. 
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Théorèmes  et  problèmes  sur  les  normales  aux  coniques; 
par  M.  Desbov^eSy  docteur  es  sciences,  professeur  au 
lycée  Bonaparte.  In- 8  de  ii-54  pages.  Paris,  Mallet- 
Bachelier,  1861.  Prix:  i^jSo.  —  Théorie  nouvelle 
des  normales  aux  surfaces  du  second  ordre,  suivie  de 
Notes  sur  l'algèbre,  la  géométrie  et  la  méganique. 
In-8  de  xii-i44  pages.  Paris,  Mallet- Bachelier,  1862. 
Prix  :  2*,  5o. 

Nous  recommandons  aux  élèves  et  aux  professeurs  ces 
deux  monographies,  très -complètes  et  qui  renferment 
plusieurs  parties  neuves.  L'auteur,  habitué  à  l'enseigne- 
ment, n'a  voulu  se  servir  que  de  méthodes  familières  aux 
élèves  de  mathématiques  spéciales,  qui  pourront  ainsi 
lire  ces  deux  opuscules  d'un  bout  à  l'autre  sans  être 
obligés  d'avoir  recours  à  d'autres  ouvrages. 

Voici  les  principaux  résultats  du  deuxième  opuscule. 


Par  un  point,  on  peul  mener  généralement  six  normales 
h  une  surface  du  second  ordre.  Ces  six  normales  sont  sur 
un  même  cône  du  second  degré  (CHASLEs).Les  vingt  pôles 
des  plans  passant  par  les  pieds  des  six  normales  pris  trois 
à  trois  sont  sur  une  surface  du  quatrième  ordre  repré- 
sentée, dans  le  cas  de  rellipsoïde,  par  Féquation 


( 


Cette  surface,  que  M.  Desboves  appelle  normopolairt^ 
jouit  de  propriétés  curieuses.  Elle  renferme  toujours  huit 
droites  parallèles  à  Taxe  moyen  de  Tellipsoïde  et  touche 
cette  surface  à  ses  quatre  ombilics.  Si  par  les  différents 
points  d'une  section  faite  dans  une  surface  du  second 
degré  par  un  plan  perpendiculaire  à  un  plan  principal 
on  mène  des  normales  à  la  surface,  leurs  pieds  sur  le 
plan  principal  seront  situés  sur  une  droite  (ChaslesJ.Eic. 

Aux  problèmes  traités  dans  le  texte,  M.  Desboves  en 
ajoute  beaucoup  d'autres  comme  sujets  d'exercice.  Les 
notes  placées  à  la  fin  se  rapportent  à  diverses  questions 
d'enseignement  et  seront  lues  avec  intérêt. 

En  résumé  M.  Desboves  a  fait  un  ouvrage  utile.  Nous 
n'y  trouvons  à  reprendre  que  les  mots  de  formation  hy- 
bride sjnnormale^  normopolaire,  dont  l'introduction 
dans  la  science  ne  nous  paraît  pas  répondre  à  une  néces- 
sité bien  démontrée.  Nous  avons  aussi  rencontré  çà  et  là 
quelques  incorrections  qu'il  faudra  faire  disparaître  dans 
une  seconde  édition.  Par  exemple,  pourquoi  dire  «le 
plan  de  pôle  (a,  jS,  7),  »  au  lieu  de  a  le  plan  dont  le  pôle 
est  le  point  (a,  j3,  y)  »  ?  Il  ne  faut  pas,  ce  me  semble, 
regarder,  à  trois  mots  de  plus  quand  la  phrase  doit  être 
rendue  plus  claire  et  plus  correcte.  P. 


(  ^^89) 


EXTRAIT  D'UN  MÉMOIRE 
SUR  LES  COORDONNÉES  TRILINÉAIRES; 

Par  m.  h.  FAURE, 

Capitaine  d'artillerie. 


Un  point  est  déterminé  dans  un  plan  lorsque  l'on  con- 
naît ses  distances  a,  ^,  y  aux  trois  côtés  BC,  CA,  AR 
d'un  triangle  ABC  dit  triangle  de  référence.  Si  Ton  dé- 
signe par  a,  i,  c  les  côtés  du  triangle,  par  S  la  surface, 
on  a  toujours  la  relation 

rta  -h  ftp  -H  €-7  =  2S. 

Toute  relation  du  premier  degré 

L  =  /a  -f-  ///  p  4-  /17 

entre  les  coordonnées  a,  P,  y  d'un  point  représente  une 
ligne  droite. 

Equation  de  la  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés 

a!  et  ol". 

Si  l'on  désigne  par  (a',  j3',  y')  les  coordonnées  du  point 
a',  par  (a",  jS'^,  /')  relies  du  point  a",  la  droite  cherchée 
a  pour  équation 


a      a       a 


p  P'  r 


=z.  O 


7     7      7 

Intersection  de  deux  droites,  —  Parallélisme. 

Soient  L  =  o,  L'  =  o  les  droites  données  :  V  se  dédui- 
sant de  L  en  ajouta  A  un  accent  aux  lettres  /,  m,  /i,  on 

ilifif.  de  Uathémat.,  3«  série,  t.  II.  (Juillet  186.')  )  19 


(  a9«  ) 
aura  au  point  d^ntersection 

Da  =r  i?i(mn' —  ni' n)  ^ 

l      m      n 
D=      /'     m'     n' 
abc 

D  3=  o   est  la  condition  du  parallélisme.  Ces  formules 
montrent  également  que  la  droite  qui  a  pour  équation 

^a  -f-  ^P  H-  ^7  =  O 

est  Téquation  d'une  droite  située  à  Finfini  dans  le  plan 
du  triangle  de  référence. 

yéngle  des  deux  droites  L  et  L'. 

D ^_^ 

tango  =  2R[(//'-i-m/n'-t-«»')  — coaAi//*n'-i-iï<'n)  — C08b(/n'-i-/'n)  — cosCCdn'-*-^'* 

R  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triaogle  ABC^  A,  B,  O 
angles  de  ce  triangle*, 

.   ^  D 

sin  6  = j=  • 

P  =  /^  -f-  /«'  -f-  «^  —  2  mn  ces  A  —  t.  In  cosB  —  2  /m  cosG^ 
P'=^'-4-  »!'»-+•«"—  2m' «'ces A  —  2/'«'co8B — 2/'/fi'cosC^ 

Soient 

a,  =  I,  «a  =  1, 

P,  =  -—  cosC  —  sinC  >/— -I,     ^=  —  (osC  4-  sin  G  \' — i, 
7i  =  —  cosB  4-  sinB  y/— i,     7,  =  —  cosB  —  sinB  v'—i, 

les  coordonnées  de  deux  points  a^  et  ol^  (nécessairement 
à  Tin  fini  sur  un  cercle),  on  aura 

P  r=  (/a,  -h  «p.  -h  117,)  {/a,  -|-  ,1,  p,  -H  «7»)» 
P'=:  (/'a,  4-  m' p.  -^  /i'7.)  (/'•,  -P  /Vp,  -H  /i'7,). 


(  »»«  ) 

Supposons  que  lès  deux  droites  L  et  L' soient  représen- 
tées par  Téquation  unique 


on  aura 


langô  = 


v/=^       ^^ 


RE 


9      r  = 


(Arj  A,rj> 


K  =  Ati  -f-  An  "T"  A3J  -^ 


#ï       A||       Aia       A, s 

o     Aïi      Aj2      A23 
C      Asi      Ast      A33 
o     a        h        c 
2A„  cosA  —  2A13COSR  —  2  A, 5  cosC. 


Équation  de  la  droite  perpendiculaire  à  L^  menée  par 

le  point  a'. 

a     OL  l — mcosC — /icosB 

P     p'     — /cosC-f-zw  —  /icosA      =0. 

7     7'     — /cosB  —  wcosA-h« 

Distance  du  point  oH  à  la  droite  L, 

Distance  des  deux  points  a',  a". 
Soit  X  cette  distance  : 

^'=|'[(p'7''r4-(«'r)'-^-(7'«")'-2cosA(ar)(7'o 

—  2cosB(p'7"){a'P")  — 2cosC(P'7")(7'a'')] 


S 


X'=:^'[(a'-a')'sm2A-+-(p'-p")^sin2B-f-(/-7"VsinîiC] 

I  — cosC     — cosB     a"     ot! 

—  cosC  I  —  cosA     p"     p' 

—  cosB    — riosA         I  7"    7' 

a"  p"  7"  o       o 


s» 


r 


o       o 


'9- 


(  ^9^  ) 
En  introduisant  ]<\s  points  imaginaires  a^  et  ot^^  on  a 


X^  = 


R^ 


«'      P'      7' 
a"      p"       7" 

«a        p2        7» 


a'      p'      7' 

^''  fl"  ^" 

a        p       7 
«1        Pi        7i 

Si  les  points  donnés  sont  situés  sur  la  droite  L,  et  qu'ils 
résultent  de  l'intersection  de  cette  droite  L  avec  deux 
autres  L',  L",  on  trouve 


A=:4RS 


i 

m 

n 

r 

///' 

n' 

VP 

i" 

m" 

n" 

/ 

m 

n 

l 

m       n 

/' 

1 

n' 

l" 

m"     /i" 

a 

b 

c 

a 

b        c 

Si  les  droites  L'et  L'^sont  données  par  Téquation  uniqu*^ 
^  =:^  0,  on  aura 


r:r:  8  RS  —- 


An       A 15      A 13       / 
A  21       A}]       Aj3       "/ 
^31         A32         A33        fl 


m 


n 


o 


V/P 


(A„=:  A^). 


A,,  Aiï  A, 3  a     i 

k-ix  kit  Aj3  b     m 

A31  A  32  A33  c     n 

a  b  c  00 

/  m  n  o     0 

Sous  cette  forme,  y  peut  représenter  une  conique,  \  et 
alors  la  partie  de  L  comprise  dans  la  conique. 

Remarque, —  L'équation  de  la  droite  L  peut  se  metln* 

sous  la  forme 

aa^  a  -|-  Z»^,  p  -|-  rr,  7  =  o, 


(  ^93  ) 
en  désiguant  par  ai,  &i,  Ci  les  distances  des  sommets  A, 
B,  C  du  triangle  de  référence  à  celte  droite.  Toutes  les 
formules  précédentes  deviennent  d'une  très-grande  sim- 
plicité, en  se  donnant  une  droite,  comme  nous  venons  de 
Tindiquer.  J'ai  donné  ces  relations  a  la  page  2a3  du 
tome  XX  des  Nouueiles  annales. 

Le  Mémoire  est  suivi  de  diverses  applications  relatives 
aux  propriétés  métriques  et  descriptives  des  triangles, 
au  rapport  anharmonique,  aux  faisceaux  homographi- 
ques,  etc. 

Je  cite  Fuue  d'elles.  Le  lieu  d'uu  point,  tel  que  ses  dis- 
tances ff,  |3,  y  aux  trois  côtés  d'un  triangle  sont  propor- 
tionnelles à  une  certaine  puissance  de  ses  côtes  a,  &,  c, 
est  donné  par  Téquation 


log|   log^    log- 
a         p  y  =r  I . 


COURBES   DU    SECOND    ORDBE. 


Soit  (^  =  o  Téquation  d'une  conique  écrite  sous  la  foi  ino 
déjà  indiquée;  nous  aurons  à  considérer  les  deux  fonc- 
tions y  et  £  citées  plus  haut,  et  la  fonction  A  définie  par 
la  relation 


A  = 


A  II      A|j      A 13 
Ail       A-;2      Aj3 

A  31  A  42         A  33 


JNous  désignerons  généralement  par  a^,  le  coetiiciciit 
de  Ar,  dans  le  développement  du  déterminant  A. 

L'espèce  d^une  conique  se  déduit  des  fonctions  y  et  K  \ 
on  a  : 

Une  hyperbole,   si   y  <^  o  ; 
Une  ellipse,   si  y^o; 
Une  parabole,   si   y  =  o  • 


(  ^94  ) 
Une  hyperbole  équilatère,  si  E  =  u  ^ 
Un  cercle,  lorsque  les  coordonnées  des  poiuls  imagî' 
naîres  a^^  a^  vérifient  Téquation  cp  =  o. 

Tangente  au  point  a'  de  la  conique. 


daf 


ou 


a 

«Il 

«13 

«u 

P 

«Il 

«II 

«23 

7 

«ai 

««a 

«3J 

o 

a! 

^' 

7' 

o; 


lorsque  le  point  a'  n'est  pas  sur  la  conique,  les  équatio 
précédentes  donnent  la  polaire  du  point  a'. 

Pôle  d^une  droite  L  par  rapport  à  la  conique  y. 
Soit  ol'  ce  pôle,  on  a 


p'= 


7  - 


2S  rfU 

U    c/6 

1  +  ma^ 

2S  d\} 

^^^/ 

-    U    (^^3 

1  -H  W«3I . 

«     A„ 

Ai2         A|3 

U  — 

A     A„ 
c     A.1, 

A  M     Ajs 

A32     A  33 

o     / 

m        n 

''«is). 


noa  )  t 


««83), 


Centre  de  la  conique  «p.  —  Dans  les  relations  précé- 
dentes, il  suffira  de  faire  lz=za^  m=zb^  n=:c,  Lescoor- 


(  ay5  ) 


données  du  centre  sont  donc 


P'  = 


7  = 


V    da 

7.Sdv 
'Vdb' 

2S  ^v 


CERCLE. 

Équation  du  cercle  qui  a  pour  rayon  p  et  le  point  a' 

pour  centre. 

a      p      7 
«'     p'     7' 

«1       Pi      7i 


(aa  -f-  6?  -f-C7)»p»=  4R* 


a       p      7 
«'     p'     7' 

«a      Ps      77 


Elle  86  déduit  immédiatement  de  la  formule  qui  donne 
la.  distance  de  deux  points*  Elle  fait  voir  que  tous  les 
Cercles  passent  par  les  points  imaginaires  a^  a^  situés  à 
l*infini,  et  que  les  deux  déterminants  du  second  membre 
égalés  à  o  donnent  les  asymptotes  du  cercle. 

Puissance  du  point  a  par  rapport  au  cercle  <f. 


Soit  u  cette  puissance 


ij  =  2 


?(«>  P>7) 


E 


Hayon  du  cercle  (f. 


p'=  — 8S» 


EV 


Cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  de  référence, 

2S 


/ï  P7  -h  ^ a7  -H  t'«p  =  o ,      K  =  — 


K 


(  ^96) 
Cercle  inscrit  au  triangle  ABC. 

\icL  cos  -  A  -H  V  P  cos-  B  H-  V7  cos-  C  =  o ,      E  =  — —  • 

jS»  ^  JL  Jm  K% 

Cercle  qui  touche  le  côté  a  et  les  prolongements  des  deux 

autres  côtés, 

i/a  cos-  A  -h  v^P  sio-  B  -f-  v^  sin  -  C  =  o. 

2  2  2 

Cercle  décrit  sur  BC  comme  diamètre, 
a^cosA — a^cosB  —  ay  cosC —  P7=:o,      K=- — 

Les  cercles  décrits  sur  les  autres  côtés  pris  pour  diamètres 
se  déduiront  de  celui-ci  par  des  permutations. 

Cercle  conjugué  au  triangle  de  référence. 

Nous  disons  qu'un  cercle  est  conjugué  par  rapport  à  un 
triangle  lorsque  le  pôle  de  chaque  côté  du  triangle  coïn^ 
cide  avec  le  sommet  opposé. 

L'équation  d'un  tel  cercle  est 

2S 

a'sin!2A-|- P'sin2  B-H  7'sin2C=  o,     E=— -: 

coordonnées  du  centre, 

a  =  2RcosBcosC,     p=i  2RcosAcosC,     7  =  2RcosAcosB  • 
C'est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle. 
Rayon /*'  =  —  4  ^'  ^^*  ^  cosB  cos  C 


(  ^97  ) 


Uercle  passant  par  les  milieux  des  côtés  du  triangle 

de  référence. 


acosA  ^cosB 


o 


—  acosA-h  pcosB-+-7COsC        acosA  —  pcosB-f-7CosC 

c  cosC 


acosAH-  pcosB — 7C0SC 


o 


a  p7  4-  boL'^  -\-  cap 
—  R(a5sin2  AH-  p^sinaBH-  7»sin2C)=  o, 

û  P7  H-  ^  a7  -4-  cap 
(fla  H-  ^P  4-^7)  (a  cosA-h  p  cosB-|-7  cosC)  =  o, 

a( —  aa  -f-  ^p  -h  C7)  cosA 
-hP(^a  —  ^p-i-cy)  cosB-H  7(rta-h-^p  —ry)  cosC  =  o 

Ces  différentes  formes  expriment  autant  de  ihéorèmes, 

Centre  du  cercle. 


^  =  ~cos(B  — C),     p  =  ~cos(C  — A),     7.=  -  cos(A-B). 
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Èq nation  des  tangentes  menées  du  point  ol'  à  la 

conique  9. 


r  = 


a 

a' 

«M 

^.i 

«13 

P 

?' 

«,, 

//^j 

^'iJ 

7 

7 

^'31 

fhi 

(h.^ 

0 

0 

a 

p' 

0 

0 

a 

P 

7 

=  o, 


{  ^9») 


ÏA'=r 


a       A||       «u       fl|8 
P      flr„      An      a„ 


7        «5«        ^3» 


a      <iii      a»     Htt 
P'       «ai      ÛM      ûts 


«8» 

O      a  P         7 

a     fl,,      «,j  ûr,s 

P      «il      ««i  flfs 

7     a^i      as,  ûTsr 

O      a'       p'  7' 


7      <i 

o      a' 

3 


SI         «9»        «M 


j/^i 


P'      7' 


1^1 


=  o 


Équation  des  asymptotes  de  la  conique  cp. 

On  écrit»  dans  les  équations  précédentes,  que  a'  est  ^^ 
centre  de  la  conique.  On  trouve,  pour  les  asyniptol^^*' 
l'équation 

A 

?(«>  P>7) (oa-f-^P  -J-^7)*=o. 

Angle  formé  par  les  tangentes  menées  du  point  a!  à  ^^ 

conique  y. 


^  RQ 

Q=:{aa'4-^P'  +  C7') 


I    («22  4-   «33 


a'  ,B' 

+  2«j3COSA) |-(«ii-+-«33  4-2«„COSB)^ 


-+•  («M  H-  «2i-+-  2«„  cosC)  — 


1 


En  posant  Q  =  o,  on  a  le  cercle  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  la  conique  (f. 


(  ^99  ) 
Angle  formé  par  les  asymptotes  Je  la  conique  ç. 


tanf^  6  = 


R£ 


Somme  des  carrés  des  demi* axes  principaux  de  la 

conique  ç. 

A  E 


Produit  des  carrés  des  demi-axes  principaux  de  la 

conique  f . 


,^»ift,»  = 


4R*   V' 


=r  O. 


Équation  des  axes  principaux  de  la  conique  y. 

do     dO 
doL     dtx. 

d^     dQ 

dp     df 

dif      dQ 

dy      dy 

Q  est  le  cercle  déiiui  ci-dessus. 

Équation  des  directrices  de  la  conique  y. 
Vy^  —  4R»EQy  +  4R'Q'  =  o. 

Cette  équation  donne  les  quatre  directrices  :  deux  réelles 
données  par  Téquation 

Af-H7|-,QX»  =  o; 
deux  imaginaires  données  par  l'équation 


?-+-p^,Q^'  =  ^- 


(  3oo  ) 

On  voil  aisémenl,  d'après  les  valeurs  de  X^  et  de  i)l>*,  que 
le  produit  de  ces  deux  équations  donne  la  pretnière. 

En  appliquant  ces  résultats  généraux  aux  cas  particu- 
liers des  coniques  inscrites,  circonscrites  ou  conjuguées 
au  triangle  de  référence,  on  obtient  divers  théorèmes  qui 
font  le  sujet  de  questions  dans  les  Nous^elles  Annales. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  317  C'), 

(  voir  t.  XV,  p.  62,  ou  S*  série,  t.  Il,  p.  2S7  ); 


Par  m.  E.  FONTANEAU, 

Ancien  officier  de  Marine. 


On  donne  sur  un  plan  :  i^  une  conique  S,  2°  cùKj 
points  Jixes  a,  b,  c,  d^  P,  dont  Vun  a  est  pris  sur  le  péri- 
mètre de  la  conique.  On  propose  de  mener  par  le  pointV 
une  transy^ersale  qui  coupe  la  conique  en  deux  points 
réels  ou  imaginaires  s,  (p  situes  ay^ec  l*^s  quatre  a,  i,  c,  rf 
sur  une  même  conique,  (De  Jonquières.) 

La  solution  de  ce  problème  repose  sur  les  deux  lemmes 
suivants  : 

1.  Si,  par  un  point  fixe  P,  on  mène  une  infinité  de 
droites,  elles  déterminent,  par  leurs  intersections  avec 
une  conique,  deux  séries  de  points  qui  sont  en  involution 
sur  la  courbe,  c'est-à-dire  qui  sont  tels,  qu'en  joignant 
chacun  d'eux  à  un  point  quelconque  de  la  conique  fixe, 
on  a  deux  faisceaux  en  involution  [Mélanges  de  Géomé- 
trie, p.  iSg). 


{*)  (Vesl  par  urreur  que  cette  question  a  ôlé  indiquée  comme  non  ré- 
solue [>ago  3'»7.  {Voir  t.  \\,  p.  'Vî'i.) 


(30.) 

â.  Si,  par  denx  points  du  plan  et  deux  points  pris  sui' 
ane  conique,  on  fait  passer  une  série  de  courbes  du  second 
ordre,  elles  détermineront  par  leurs  intersections  avec  la 
conique  fixe  deux  séries  de  points  qui  seront  en  involu- 
lion  sur  cette  courbe. 

De  ces  deux  lemmes  résultent  les  corollaires  sui- 
vants : 

1^  Si 9  par  deux  points  du  plan  et  deux  points  pris  sur 
une  conique,  on  fait  passer  une  série  de  courbes  du  second 
ordre,  leurs  deuxièmes  cordes  d'intersection  avec  la  co- 
nique fixe  passeront  toutes  par  un  même  point. 

1^  Si,  par  un  point  pris  dans  le  plan  d'une  conique, 
on  fait  passer  une  infinité  de  droites,  puis  si,  par  les  deux 
points  variables  dMntersection  de  chacune  d'elles  avec  la 
courbe  et  trois  points  dont  un  ou  deux  sont  pris  sur  la 
conique  fixe,  on  fait  passer  une  série  de  courbes  du  second 
ordre,  ces  coniques  variables  se  couperont  toutes  en  un 
même  point,  qui  sera  sur  la  conique  fixe,  si  un  seul  des 
trois  points  fixes  a  été  pris  sur  cette  courbe.  De  ces  pro- 
positions résulte  la  solution  demandée. 

Par  le  point  P  on  mènera  une  corde  à  la  conique  S; 
par  les  deux  extrémités  de  cette  corde  e,  y,  le  point  a  et 
deux  des  trois  points  i,  c,  r/,  ou  fera  passer  une  conique 
(e,  y,  a,  by  c,  par  exemple)  \  on  cherchera  le  quatrième 
point  d'intersection  M  de  cette  courbe  du  second  ordre 
avec  la  conique  S;  par  ce  point  M  et  les  quatre  «,  &,  c,  d^ 
on  fera  passer  une  troisième  conique  £  dont  les  in- 
lersections  e,  y  avec  la  courbe  S  seront  les  points  de- 
mandés. 

En  efiei,  d'après  le  corollaire  a,  toutes  les  coniques 
(e,  /",  a,  i,  c)  passent  par  le  point  M  lorsque  la  corde  Vef 
varie,  et,  d'après  le  corollaire  i,  toutes  les  cordes  e/ d'in- 
tersection des  coniques  («,  è,  c.  M)  avec  la  courbe  S 
passent  par  le  point  P;  donc  la  corde  (sep)  d'intersection 
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de  la  courbe  du  second  ordre  (a,  A,  c,  rf,  M)  avec  la  eo- 
nique  S  passe  par  ce  point  Pv 

On  sait  que  toutes  ces  constructions  peuvent  s'effectuer 
avec  la  règle  et  le  compas. 

Comme  on  peut  combiner  les  trois  point?  i,  c,  e/deux 
à  deux  de  trois  manières  différentes,  il  en  résulte  qu'il  y 
a  en  général  trois  solutions  et  non  pas  deux»  comme  il 
est  dit  par  erreur  dans  Ténoncé  du  problème. 

Ce  mode  de  solution  s'applique  à  tous  les  pmUèmes 
analogues,  parmi  lesquels  je  citerai  le  suivant  : 

On  donne  une  droite  fixe  L  et  huit  points  a,  4,  c,  i 
et  n\  h\  </,  rf'y  déterminer  deux  coniques  {^tihcd)  et 
[a^Uc^d^)  qui  aient  la,  droite  L  pour  axe  de  ypnptose. 


REMARQUES  AU  SUJET  DE  LA  ODESTIOH  S84  ; 

Par  m.   Eugène  BELTRAIVIÎ. 


L'énoncé  de  cette  question  est  le  suivant  : 

Démontrer  que,  si   ç(2c«))  =  (j>(û)).cosw,    on  aura 
■  .    .  .    .    sinw 

La  solution  indiquée  dans  cet  énoncé  n'est  pas,  à  beau- 
coup près,  la  plus  générale  que  comporte  la  questiou. 
C'est  ce  qui  ressortira  de  l'analyse  suivante,  dans  laquelle 
je  supposerai  d'abord,  pour  plus  de  clarté,  que  la  va- 
riable w  se  maintienne  toujours  réelle  et  positive. 

Si  l'on  multiplie  l'équation  proposée  par  2  sin  tùj  qu'on 
mette  le  résultat  sous  la  forme 

ç(2w)          (p(«) 
2  -; —   -: 9 

stn  2«i>       Sin  «> 
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el  qu^oii  pose 

sm  6)        ^  ^   ' 

on  aura  à  résoudre  Téquation  suivante,  plus  simple  que 
la  proposée, 

(2)  2;j;(2»)=:  ^p  (»). 

En  changeant  successiTement  dans  celle«ci  o)  en  2&), 
4 Cl),...,  a"'""*w,  on  obtient 

2  +  (4«)=>|;(2w), 

2  +  (8«)  =  >K4«), 


2  ^p  (2*"  »)  =  i]/  {7.'"~^  w)  , 


et,  en  multipliant  toutes  ces  équations  entre  elles  et  aver 
l'équation  (2),  il  vient 

(3)  2'"4;(2'"w)  =  -y.ta) 

Ici  ni  est  un  nombre  entier  et  positif*,  mais  si  Ton  rem- 
place dans  cette  formule  co  par  2~"a),  où  n  est  un  nombre 
entier  et  positif  moindre  que  m,  on  trouve 

d'un  autre  côté,  en  changeant  dans  la  même  formule  /// 
en   m  —  n,  il  résulte 

donc  Téquation  (3)  subsiste  pour  toute  valeur  entière, 
positive  ou  négative  de  ///. 

D'après  cette  même  équation  (3),  la  valeur  de  la  fonc- 
tion a'"tp(2'"a))  est  toujours  égale,  tant  que  m  est  un  nombre 
entier,  à  celle  que  cette  fonction  reçoit  pour  m  =  o.  Par 
suite,  la  valeur  générale  de  cette  fonction,  c*est-à*dire 
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f-elle  qui  répond  à  une  valeur  quelconque  rationnelle  ou 
irrationnelle  de  m,  que  je  désignerai  par  fi^  doit  se  ré- 
duire à  t|;(oi))  pour  toute  valeur  entière  de  [i.  Je  pose 
donc 

2'*\|*(2^w)  =  >!♦(«)  .cosa^Tif*  H-  F(fA,  ft>).sin  A-Yrpiy 

où  h  et  A  sont  deux  nombres  entiers  quelconques,  et  où 
F  (|!x,  ot))  est  une  fonction  qui  ne  devient  pas  infinie  pour 
des  valeurs  entières  de  fi.  De  cette  équation^  en  faisant 
0)  =  I,  on  tire 

2'**>|*(^'**)  =  -^(i)  cosa/iTTf»  -I-  F(fA).sin  /tt;*, 

où  Ton  a  écrit  F(|ui)  à  la  place  de  F(|tz,  i).   Enfin,  t*i^ 
posant 

d'où 

logw 
log  2 

et  écrivant,  d'après  Téquation  (i),  ^r^  à  la  place  de^(  ^) 
on  a 

,  ^     ,.  œfl)  2^7rlogw         «/     X      .     ^ttIoCw 

J;  (w)  =  JLLi-  cos  — i ^  H-  F,  (w)  .sin— - — s_ , 

wsin  I  'Og2  Iog2 

où 

'^  W        \l0g2 

La  fonction  Fi(a))  n'est  point  arbitraire.  En  effet,  s'^ 
dans  l'équation  précédente,  on  change  w  en  i  w,  on  obtient 

2xL    ^.W^zir      ^V    ces z h  2F,  (2w).Sin— ; 2-*(_|)»^. 

w  sin  1  log  2  '      '  log  2     ^        ' 

et  par  suite,  d'après  l'équation  (2), 

2F,  (2«)  =  (— l)*.F,(«). 

Si  donc  on  prend  pour  k  un  nombre  pair  2  A*,  on  aura  - 
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|>oar  tp(oi>),  la  valeur 

i5)    4i(«)  =    ^ \  ^    .  cos  — = ^  +F,(w  .sm — r 2_-, 

'     ^  ^    '        w  sm  I  log  2  log  2 

et  pour  Fi  (w),  l'équation 

(6)  2F.(2«)  =  F.(«). 

Cette  dernière  équation,  étant  absolument  de  même 
forme  que  Téquation  (2),  donnera,  de  la  même  manière, 

F,(w)  =  — 4— cos — ; 5 hFj(w).sm — ■ ^-» 

^    '       «a  sini  log 2  log  2 

et,  pour  la  fonction  Fj  (w),  on  aura  de  nouveau 

.     X  Fafi)  2A"trIoffw        ^  ,    V      .     2/"7rlogw 

F,   «   =  — iM  .  cos  — r ^  -^  F3(«  .sin  — i 2_ . 

^    '       &)smi  log2  ^    '  log 2 

et  ainsi  de  suite. 

En  substituant  successivement  ces  valeurs  les  unes  dans 
les  autres  et  dans  les  équations  (5)  et  (2),  on  trouvera 
enfin 

,    .         sin  w 

(p(«)  =  — -, — 
w  sin  I 

+  F,(,)  sin  i^^îi^g^  sin  i*;^li^  co,i^;^:îî^ 

^    '  '0g2  log  9.  log  2  J 

Or«  on  voit  assez  clairement  que  l'ensemble  des  termes 
renfermés  dans  les  parenthèses,  à  raison  de  la  valeur  en- 
tièrement arbitraire  qu'on  peut  attribuer  à  chacune  des 
constantes 

^(i),     F,(i),     F,(i),..., 

A.  A',  A",..., 

Ann.de  l^athémat.,  2*^  série,  t.  II.  (Juillet  i863.)  20 
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dont  le  nombre  est  indéterminé,  peut  être  censé  repré- 
senter une  fonction  quelconque  des  deux  quantités 

.    2YrIo£;6>  2ir  locoi> 

sin— T — ^— >     ces—; — ^— > 

lOg  2  lo^  2 

ou  même  d'une  seule  d'entre  elles,  ce  qui  ne  diminue 
point  la  généralité  de  celte  fonction.  En  désignant  donc 
celle-ci  par 


.    2  ir  loi'  6>  2 

e  I  sm— ; ^— 1      cos- 

log2 


ir  1ogu\ 
Iog2     / 


on  pourra  poser 

2Tr  1og&> 
log2 


sin  w      /  .     27r  lop:w 

(7)        ?H  =  ^re(^*'n-i3^ 


ces 


D'après  la  manière  dont  cette  formule  a  été  obtenue, 
Cl)  y  entre  comme  une  quantité  positive;  mais,  si  Ton  se 
reporte  à  Téquation  proposée,  on  voit  facilement  que  la 
valeur  de  9(ot>)  donnée  ci-dessus  ne  cesse  de  satisfaire  à 
cette  équation  quand  on  donne  à  ci)  des  valeurs  négatives 
ou  même  imaginaires;  car  les  formules 

siD2a  =  2  sinw  cosm,      logup  =  log  u  4-  logp 

continuent  d'avoir  lieu  quand  u  et  ^  deviennent  imagi- 
naires, ainsi  que  l'a  démontré  Cauchy  (Exercices  d'Ana- 
lyse et  de  Physique  mathématique,  t.  IV),  pourvu  que 
l'on  adopte  des  défl ni  lions  convenables  pour  ces  fonc- 
tions, quand  la  variable  devient  imaginaire.  On  peut  donc 
regarder  la  formule  (7)  comme  étant  applicable  à  tous  les 
cas. 

Si  Ton  suppose  que  la  fonction© se  réduise  à  une  simple 
constante  arbitraire,  et  si  l'on  remarque  que  cette  con- 
stante représente  alors  la  valeur  que  la  fonction  reçoit 
pour  ot>  =  o,  on  obtient,  comme  cas  particulier  de  la  for- 
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mule  (7)^  la  solution  indiquée  dans  renoncé  de  la  que»- 
tioti. 

Note,  —  Pourquoi  les  méitiodes  employées  (p.  ^85 
el  a86)  n'ont-elles  conduit  qu'à  une  solution  particu- 
lière ?  P. 


LIED  DES  SOMIIIETS  MS  CONES  M  SECOND  DEGRÉ 
Qdl  PASSENT  PAR  SIX  POINTS  DONNÉS; 

Par  m.  poudra. 


Cherchons  d'abord  T équation  de  la  surface  conique 
qui  passerait  par  cinq  points  i,  2,  3,  4?  ^  donnés  et 
aurait  pont  sommet  un  point  r. 

Soient  : 

a  =  o  l'équation  du  plan  passant  par  les  trois  points  i ,  2,  r, 

^  =  o  *  »  9.,  3,  /, 

c  =  o  »  M  1,49'» 

d=  o  »  »  3, 4«  '9 

alors  l'équation 

a.d  —  >.ô.r=:o 

est  celle  du  cône  du  second  degré,  ayant  le  point  t  pour 
sommet,  et  passant  par  les  quatre  arêtes  dMntersection 
dont  les  équations  sont  : 


^  —  0, 

1 

6  =  Ô, 

ti   =2  0 

r=o, 

el 

r/=  0  < 

1 

C  =  0. 

Cette  équation  du  cône  renferme  une  indéterminée  X  qui 
servira  a  faire  passer  ce  cône  par  le  point  5  donné.  Pour 
cela,  appelons  a',  V^  c\  d'  ce  que  deviennent  respective- 

20. 
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ment  n,  &,  c,  d^  lorsqu'à  la  place  de  x,  jr,  z  que  ces  po- 
lynômes renferment,  on  y  met  les  valeurs  des  coordon- 
nées de  ce  cinquième  point.  On  aura  doue 

a'  ,d' 
a' .d' — \.h'  .c'  :=iOy      d'où      \  zzz  •-— — -^ 

b  .c 

et,  par  suite, 

(i)  a.d.b'.c'  —  a'  ,d'  .b.c^zo. 

Telle  est  donc  Téquation  de  la  surface  conique,  ayant  le 
point  t  pour  sommet  et  passant  par  les  cinq  points  don- 
nés I,  2,  3,  4?  ^* 

Si  maintenant  ce  cône  doit  passer  par  le  point  6,  il 
faudra  que  les  coordonnées  de  ce  point  6  satisfassent  à 
Téquation  (i).  Soient  a",  è",  c",  d"  ce  que  deviennent 
respectivement  a,  fe,  c,  d  lorsqu^à  la  place  de  x^  j^  z, 
on  substitue  dans  ces  polynômes,  pour  .r,  ^,  z,  les  coor- 
données du  point  6^  alors  on  doit  avoir 

(2)  a\drb'.c'  '-a'.d'.b'',c''  =  0, 

Dans  cette  équation,  les  coefficients  sont  des  fonctions  des 
coordonnées  des  différents  points  i,  2,  3,  4?  ^9  6  ^^  ^^ 
celles  du  sommet  /  que  nous  pouvons  désigner  par  jc', 
y\  z\  et  chacune  entre  au  premier  degré  dans  chaque  fac- 
teur a",  d",  b\  c',  a',  d',  b%  c". 

Or,  dans  cette  équation  {2),  on  peut  regarder  les 
coordonnées  x',  j'^  z'  du  sommet  comme  étant  les  varia- 
bles, et  alors  elle  représentera  le  lieu  des  sommets  des 
cônes  du  second  degré  qui  passent  par  les  six  points 
donnés. 

Cette  équation  sera  évidemment  du  quatrième  degré 
en  x'^  y\  z'  \  ainsi  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
second  degré  qui  passent  par  six  points  quelconques 
donnés  est  une  surface  du  quatrième  degré,  dont  Téqua- 


lion  est 
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Dans  celle  équation,  il  est  évident  que  a  =o  est 
Téquation  du  plan  qui  passe  par  les  trois  points  i,  2,  5  ; 
J'  =  o  du  plan  2,  3,  5;  c'  =  o  de  i,  4*  5;  d'=o  de 
3,  4,  5;  et  a"=o  de  i,  2,  6;  i"=  o  de  2,  3,  6;  c"=  o 

de  1,  4î  6;  d^'  =  o  de  3,  4»  6- 

Donc  cette  surface  du  quatrième  degré  passe  par  les 
seize  droites  dont  les  équations  seraient  : 


.// 


a"  =:  o  avec 


b'=z 


O  avec 


a" 
d' 
b" 

a': 

d': 


\^' 


O, 

=  0, 

o; 
o, 
o, 
o, 
o; 


d"  :=zo  avec 


c  ==  o  avec 


qui  sont  quatre  à  quatre  dans  un  même  plan.  Douze  de 
ces  droites  sont  celles  qui  joignent  deux  à  deux  les  six 
points  donnés  et  qui  sont  12,  26,  16,  43,  36,  46,  25,  35, 
23,  i5,4S)  t4)  ^^  ensuite  les  quatre  droites 


\  ^i"=  o,         (  <i"=  o, 
[  d!  =.o\  j  «'  =  o; 


^'  =  0.  \b"=zo. 


c''  =  o; 


(  c'   =r  o. 


Si,  au  lieu  de  partir  des  points  i ,  2,3,4-.  nous  eussions 
pris  quatre  autres  des  points  donnés,  nous  aurions  dû 
arriver  à  Téquation  de  la  même  surface  5  donc  celte  équa- 
tion doit  être  satisfaite  : 

1®  Par  toutes  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les 
six  points  donnés  et  qui  sont  au  nombre  de  i5. 

2*^  Par  toutes  les  droites  qui  résultent  des  intersections 
de  tous  les  plans  qui  passent  par  trois  points  différcnls,  el 
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pris  deux  à  deux  ^  or  ces  six  points  pris  irois  à  trois  don- 

nent        '     =  20,  d'où  résultent  six  droites  qui  doivent 

faire  partie  de  la  surface. 

Ainsi  le  total  de  ces  droites  qui  sont  sur  cette  surface 
est  de  i5i.  On  conçoit  très-bien  que  le  lieu  des  sommets 
des  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  $ix  ppiqts  doit 
contenir  toutes  les  droites  qui  joigneqt  deux  à  deux.  ce& 
six  points;  car  si,  sur  une  de  ces  droites,  on  prend  ux^ 
point  quelconque  pour  sommet  d'un  cône  du  second  degr^ 
passant  par  les  cinq  autres  points,  il  passera  bien  pa.  ^ 
les  six. 

Pour  concevoir  comment  les  autres  droites  désîgné^^^ 
ci-dessus  font  partie  de  la  surface,  il  faut  remarquer  qu  "* 
deux  plans  quelconques  peuvent  être  considérés  comm  "* 
formant,  à  eux  deux,  un  cône  du  second  degré,  dont  u 
point  quelconque  de  leur  intersection  commune  est  I 
sommet  :  alors  on  conçoit  comment  les.  dix  dernière 
droites  ci-dessus  sont  sur  la  surface. 

Le  problème  que  nous  venons  de  l'éspudre  çoii^ui  "• 
à   la   solution  dç  cette  question  ;    Trou\^çr  fc^  ppiaf^^ 
qui  seraient,  les  sommets  de  trois  cônes  4h  seiçomi  de' — 
gré  passant  respectivement  par  trois  groupes  rfe  si:^ 
points  donnés  dans  Vespacc,  Ces  points  seront  les  inter- 
sections de  trois  surfaces  du  quatrième  ordre  ;  par  consé— 
quent  ils  seront  au  nombre  de  4  •  4  *  4  =  ^4  •  U  donne  aussi 
la  solution  de  ce  problèmç  :  Trouver  le  lieu  des  siommets 
des  cônes  du,  second  degré  qui  passent  par  sep{  points 
de  l'espace^  et  pair  sui  te  de  ce  proWèmç  '•  Trouver  les  sam  - 
mets  de  ces  cônes  qui  passent  par  huit  pQintSi  ç(an,nés. 

La  méthode  employée  ci-de$i^us  pou,r  déterminer  leliei* 
d'un  point  peut  servir  dans  une  in,{inité  de  cas. 
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CAUSTIQIIIS.  —  CENTRK  BK  MKCTION; 


Par  m.  a.  CORNU, 

E]èY«-lDgénieur  de«  Mines. 


Depuis  ringénieuse  méthode  de  M.  Quételet,  le  pro- 
blème des  eaustiques  est  théoriquement  rameQé  à  une 
question  plus  simple,  puisqu'on  obtient  immédiatement 
une  développante  de  la  caustique  :  mais  la  difficulté  inhé- 
rente à  la  construction  par  points  d'une  développée  sub- 
siste toujours.  C'est  la  détermination  dans  le  cas  général 
du  point  de  contact  du  rayon  lumineux  avec  son  enve- 
loppe ou  la  construction  par  points  d'une  caustique  qui 
va  faire  l'objet  de  cette  Note. 

Beaucoup  de  solutions  ont  été  déjà  données  sur  ce  pro- 
blème. Celle  qui  suit  s'appuie  sur  la  considération  d'un 
point  (centre  de  jonction  )  dont  les  propriétés  n'ont  peut- 
être  pas  été  remarquées,  et  qui,  en  tout  cas,  méritent 
quelque  attention. 

La  formule  bien  connue 

,  .  I  ,        .  ,       cos'i        /icosV 

(i)  -  (cosi  —  /îcosr)  = i — î 

p  a  0 

et  facile  à  démontrer  géométriquement  par  des  construc- 
tions infinitésimales,  permet  de  calculer  la  distance  b 
du  point  de  la  caustique  comptée  à  partir  du  point  d'in- 
cidence, en  fonction  : 

1^  De  la  distance  a  du  point  lumineux  au  point  d'inci- 
dence ; 

7?  Du  rayon  de  courbure  p  de  la  courbe  dirimante^ 

S*'  Des  angles  d'incidence  et  de  réfraction  /,  r\ 

•    • 

4"  De  l'indice  de  réfraction  n  =  -; — 

smr 
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Nous  allons  en  déduire  le  théorème  suivant. 

Considérons  dans  le  plan  d\ne  courbe  dirimante  un 
point  lumineux,  un  rayon  qui  en  émane  et  le  rayon  ré- 
fracté correspondant  :  si  le  point  lumineux  se  meut  sur 
le  rayon  incident,  le  point  de  la  caustique  qui  lui  corres- 
pond sur  le  rayon  réfracté  se  déplace  de  telle  sorte  que 
la  droite  qui  les  joint  passe  par  un  point  fixe. 

Ce  point,  que  nous  nommerons  centre  de  jonction^  est 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  cour- 
bure au  point  d'incidence  sur  la  droite  qui  joint  les  pieds 
des   perpendiculaires  abaissées  da  même  point   sur  les 
rayons  incident  et  réfracté. 

Joignons  le  point  lumineux  A  au  point  correspondar^ t 


/ 


/ 


B 


/' 


de  la  caustique  B  :  soient  OA  =  a,  OB  =  h.  Celle  droilo. 
rapportée  aux  deux  axes  OA,  OB,  aura  pour  équation 

X       y 
^  a         h 
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dont  les  paramètres -9  T  sçnt  liés  par    la   formule    (i). 

Comme  ces  paramètres  entrent  linéairement  dans  les  deux 
équations,  la  droite  AB  passe  par  un  point  fixe. 

En  effet,   éliminons   l'un  des   deux  paramètres,  par 

exemple  T 9  entre  les  équations  précédentes  5  pour  cela, 

additionnons-les  membre  à  membre  après  avoir  multiplié 
la  première  par  y  et  la  seconde  par  — «  cos'r  :  il  vient 

y ,       .  .        nxcos^r       rcos'/ 

—  (cosi  —  n  cosr) = /îcosV, 

p  a  a 

OU  bien 

—  (cos/  —  n  cosr)  H-«  cosV  =  -  ( a: . /2  ces V -f-  y  cos^/), 
p  '  a 

équation  satisfaite  indépendamment  de  -  si  Ton  pose 

r 

-  (cos/  —  n  cosr)  +  n  cosV=  o, 

P 

xn  cos*  r-h  r  cos'/  =  o. 

La  droite  représentée  par  l'équation  (2)  passe  donc 
toujours  par  le  point  d'intersection  des  droites  repré- 
sentées  par  les  deux   dernières  équations.    Substituant 

1         sini  ,1  ,  , 

a  «  sa  valeur  -; —  et  résolvant  par  rapport  a  jC  et  a  j\ 

nous  obtiendrons  les  coordonnées  de  ce  point  fixe  que 
nous  appellerons  centre  de  jonction 

,  „  ^  sin  r  cos^  / 

'  sin(/  —  r) 

,,,  sin/.cos^/" 

'  sin(i — r) 

Toute  combinaison  de  ces  deux  valeurs  donnera  une 
droite  passant  par  le  centre  de  jonction. 
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1^  OÎYÎM)!!»  réqoaUon  (3)  par  pcoyi,  TéqiMtîoQ  (4) 
par  pcosr,  et  ajoutons  FéquatioD  (3)  â  réquation  (4)y 
il  vient 

y  r 

(5;  — h-- — r  =  i; 

ocosr       ocosf 

p  CCS  /'  et  p  cos  £  sont  les  distances  à  rorigine  des  pi^ 
des  perpendiculaires  abaissées  du  centre  de  coiirbare  sur 
les  axes.  Le  centre  de  jonction  se  trouve  donc  sur  la 
droite  qui  joint  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
du  centre  de  courbure  sur  les  deux  rayons. 

9y  Multiplions  Téquation  (3)  par  sin  r,  réquation  (4) 
par  sini,  et  ajoutons  Téquation  (3)  à  Téquation  (4))'' 
vient,  après  simplifications, 

cos^r  —  cos'/ 

r  sin  /  -h  j-  sin  r  =  — : : —  » 

s\n[i  —  r) 

équation  vérifiée  par  les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure 

p  sin  r  p  sin  / 

sin(/  —  r)  sin(/  —  rj 

De  plus,  la  droite  représentée  par  cette  équation  est  per- 
pendiculaire à  la  droite  (5),  caries  coefficients  angulaires 

cos  r  sin  r 

m  = :  y      m'  =z : — ^, 

cos  /  sin  i 

i£^tisfont  à  la  relation  de  perpendicularité  dans  le  cas  dos 
axes  obliques 

I  -f-  mm'  -\-  (///  H-  m'  )  cosô  =  o. 

Ici  0  =(/  —  /•). 

Donc,  pour  construire  le  centre  de  jonction^  on  abai 
sera  du  centre  de  courbure  trois  perpendiculaires  : 

i^  Sur  le  rayon  incident^ 

u"  Sur  le  rayon  réfracté  *, 
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3*  Sur  la  droite  qui  joint  Us  pi^9  d^  cç*  d«ux  per- 
pendiculaires. Le  pied  de  la  troisième  perpendiculaire 
^era  le  centre  de  JQnçûoD. 

Paps  le  ca9  dç3  caustique»  par  réflexion,  la  conatruction 
se  simplifie,  p^rçe  que  rz=:-^i\ 

APPUCATIONS. 

CovsTHucTioif  DIRECTE.  —  1*^  Construire  par  points  la 
caustique  par  réfraction  dhin  cercle,  —  Comme  cette 
caustique  est  la  développée  d'un  ovale  de  Deseartes,  on 
obtient  ainsi  le  centre  de  courbure  de  cette  ligne,  [f^oir 
SalmoD,  Higher  plane  Carafes,) 

2^  Caustique  fi'' une  droite- par  réfraction, — C'est  une 
conique.  Dans  ce  cas  le  centre  de  jonction  est  k  l'infini 
comme  le  centre  de  courbure  de  la  droite  *,  mais  on  re- 
vounait  aisément  qu'en  faisant  varier  le  rayon  de  courbure 
d'unq  ligne  dirimante  quelconque,  le  centre  de  jonction 
décrit  une  droite  passant  au  point  dSncidence;  on  con- 
struit  un  second  point  de  celle  droile,  et  c'est  p^r  une 
parallèle  menée  par  le  point  lumineux  qu'on  délermine 
\%  cf  u$  tique  « 

â®  Caustique  par  réflexion  d'un  cçrcle. —  Développée 
d'un  limaçon  de  Pascal.  Même  conclusion  relativement 
à  la  coustruction  du  centre  de  courbure  de  cette  ligne. 

Construction  inverse.  — ^  Etant  connue  la  caustique, 
déterminer  la  courbure  de  la  ligne  dirimante. 

1°  Déterminer  le  centre  de  courbure  des  coniques  en 
considérant  un  foyer  comme  la  causliquc  par  réflexion 
de  r autre  foyer. 

2"  Même  problème  pour  lovale  de  Deseartes.  Solution 
très-simple. 

En  général,  on  construira  donc  les  développées  des 
lignes  dont  la  définition  se  ramènera  à  cçlle  d'une  dévc- 
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loppante  de  caustique  ou  dont  une  caustique  particulière 
sera  connue. 

Pour  compléter  l'étude  du  centre  de  jonction,  nous 
indiquerons  sommairement  quelques  lieux  géométriques 
que  décrit  ce  point  dans  différentes  circonstances. 

Caustiques  planes  :  lieu  des  positions  du  centre  de 
jonction  quand  varie  Tun  des  trois  éléments,  courbure, 
indice,  incidence. 

i^  Quand  la  courbure  varie  au  point  d^incidence, 
nous  avons  dit  que  le  lieu  est  une  droite^  de  cette  pro- 
priété on  déduit  la  construction  de  la  caustique  quand  le 
rayon  de  courbure  à  l'incidence  est  infini. 

a°  Quand  l'indice  varie,  le  lieu  est  évidemment  un 
cercle  5  car  le  rayon  AO  restant  fixe  et  le  rayon  incident 
tournant  autour  du  point  d'incidence  O,  la  droite  IR  qui 
joint  le  pied  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre  de 
courbure  tourne  autour  du  point  fixe  I,  et  le  centre  de 
jonction  J  est  le  sommet  d'un  angle  droit  mobile  dont  les 
côtés  passent  respectivement  par  des  points  fixes  I,  C. 

3°  Quand  l'indice  varie,  le  lieu  n'est  plus  aussi  connue 
c'esl  cependant  une  courbe  très-intéressante,  dont  on 
construit  assez  simplement  la  normale  et  même  la  déve- 
loppée. Elle  est  du  sixième  degré ^  mais  son  équation  en 
coordonnées  polaires  s'obtient  sans  difficulté  en  prenani 
pour  axe  polaire  la  normale  au  point  d'incidence,  ei 
pour  pôle  le  centre  de  courbure 


R  r=:  p./2 


sin^o) 


/2^4-  incosùi  -+-  i 


La  courbe  ressemble  à  un  système  de  deux  ellipses  tan- 
gentes à  Taxe  polaire  au  point  origine:  l'aire  d'une  d«' 

SCS  boucles  a  jK)ur  valeur-^  tt  (  -  1  • 

On  peut  étendre  ces  considérations  aux  surfaces  diri' 


r       (  ^'7  ) 

mautes  *,.  mais  il  n'y  a  pas  de  généralisation  ininiédiato^ 
parce  qu'on  est  toujours  ramené  aux  courbes  planes,  le 
rayon  réfracté  étant  dans  le  plan  d'incidence. 

Le  seul  point  à  examiner  est  le  lieu  que  décrit  le 
centre  de  jonction  quand  le  rayon  incident  décrit  un  cône 
de  révolution  autour  de  la  normale.  C'est  une  courbe 
gauche,  Intersection  de  deux  cylindres  du  second  degré, 
ayant  des  relations  très-simples  avec  les  plans  principaux 
et  avec  l'indicatrice  au  point  d'incidence. 

Nous  nous  bornerons  à  ces  indications,  que  le  lecteur 
complétera  facilement  si  ce  genre  de  recherches  lui  pré- 
sente de  Tutilîté  ou  de  l'intérêt. 


SUR  LES  POLYGONES   SEMI-RÉGULIERS 
L\SCRITS  A  L'ELLIPSE  ; 

Par    m.    Abel    TRANSON. 


J'appelle  polygone  semi-régulier  inscrit  à  V ellipse  un 
polygone  tel,  que  les  triangles,  ayant  les  différents  côtés 
pour  leurs  bases  avec  leurs  sommets  au  centre  de  la 
courbe,  sont  équivalents.  Ainsi,  un  tel  polygone  est  tou- 
jours la  projection  d'un  polygone  régulier  circulaire 5 
mais,  tandis  que  dans  le  cercle  un  polygone  régulier  est 
complètement  déterminé  de  forme  par  le  nombre  de  ses 
côtés,  il  est  év identique  la  forme  du  polygone  semî -régu- 
lier elliptique  dépend  à  la  fois  du  nombre  de  ses  côtés  et 
en  même  temps  de  sa  situation  sur  le  plan  de  la  courbe. 
Toutefois  les  polygones  d'un  même  nombre  de  côtés  in- 
scrits dans  une  même  ellipse  jouissent  d'une  propriété 
commune  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème.  Soient  Ri,  R,,  R3,...,  R„  les  rayons  de 
courbure  de  V ellipse  aux  différents  sommets  d'un  poly- 
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gone  semi' régulier;  la  moyenne  arithmétique  deâ  ^toB» 

tàés  (Ri)%  (R,)S..-,  (tu)»   est  indépendante  de  h 
situation  particulière  du  polygone. 

Pour  la  démonâtration  de  ce  théorème,  il  cotttieût 
d'employer  comme  variable  indépendante  l'angle  qui 
reçoit,  dans  la  théorie  du  mouvement  elliptique  ie&  plâ^ 
nètes,  le  nom  d*anomalie  excentrique.  Si  ôû  le  repré- 
sente par  II,  les  coordonnées  d*dti  point  de  l'ellipse  sont 
exprimées  par 

.r  =  fl  ces  « ,      y  z=z  b  sin  u  ; 
et  par  suite  le  rayon  de  courbure  dont  la  valeur  est 


a'b'^ 


prend  la  forme 


(û' sin*  a -H  £>^  ces' a)* 
ab 

Or,  d'après  la  signification  géométrique  de  l'anomalie 
excentrique,  les  valeurs  de  u  qui  répondent  aux  sommets 
d'un  polygone  semi-régulier  de  n  côtés  croissent  selon 

une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  — •  Donc, 

si  u  est  Fanomalie  qui  correspond  à  un  premier  sommet 
et  u^  X  celle  qui  se  rapporte  à  un  autre  sommet  quel- 
conque, on  a  pour  x  une  des  n  valeurs  de 5  où  m  est 

un  des  nombres  entiers  depuis  i  jusqu'à  n.  De  pins,  en 
vertu  de  la  formule  précédente,  on  a 

(«/6R,  '  =  a*sin'(tf  -h^)-h  ^'cos*  (« -|- Jp), 
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ibieu 

i6R,)^=r  a*cos*«  +  ^' sin' e« -H  (a' —  b^)  (sin'tt  — cos'ii)cos'.r 

/!=» — b^ 
H sin  ?.  M .  sin  2  X . 

2 

Pour  calculer  la  somme  des  n  valeurs  du  premier 
nembrei  il  faut  connaître  la  somme  des  valeurs  de  cos'^ 
ît  celle  des  valeurs  de  sin*j:.  Or,  comme  on  a 

:'esl-à-dire 

ros  fix  =  i, 
on  a  donc  aussi 


n.n  —  I 

I  .2 


I  =r  cos"u:  —  ^-^ • —  cos*~*j:  sin*  jr 


n.n  —  i./î  —  a./i  —  3 

H r— 7 COS"""'  Jt  Sm'*~-*Ar  —  ...  ; 

I .2.3.4 

car  le  second  membre  est  l'expression  connue  de  cosno:. 
Si  Ton  y  remplace  sin' a:  par  i  —  cos'  x  et  qu'on  ordonne 
pftr  rapport  aux  puissances  de  cosj:,  en  ne  retenant  que 
les  deux  premiers  termes,  il  viendra 


2"~*  cos"  X  —  /î .  2""*  cos'*~^  jr  -I- . .  .  =r  o  ; 

n 
2 

Qoantà  Zsinsj:,  il  est  manifestement  nul.  D'après  cela, 

on  trouvera  aisément 


d'après  quoi  il  est  aisé  de  voir  que  Zcos'x  est  égal  à  — 


H  par  suite 
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C'est  précisément  ce  qu  il  fallait  démotilrer;  maîsihe 
trouve  établi  en  outre  que  la  moyenne  arithmétique  des 

quantités  (Rx)^  ^^^  indépendante  aussi  du  nombre  des 
côtés  du  polygone  semi-régulier. 


DÉMONSTRATION  D  UN  THÉORÈXE  DE  I.  TGHÉDYCmW; 

Par  m.  s.  REALIS, 

Ingénieur  à  Tarin. 


i .  Le  théorème  de  M.  Tchébycliew,  qui  6gure  dans  les 
Nous^elles  Annales  parmi  les  propositions  à  démontrer 
[voir  t.  XV,  question  347,  ^^  ^'  XVI,  question  356 5  mir 
aussi  le  Bulletin  mathématique  ^ur  1860,  p.  Sa),  con- 
siste en  ce  que,  dans  une  équation  algébrique  (à  coeffi- 
cients réels)  de  la  forme 

qui  ne  renferme  que  des  puissances  impaires  de  Vincon- 
nue  et  le  terme  tout  connu,  il  y  a  toujours  au  moins  une 

racine  réelle  comprise  entre  -ha      \/  ~  ^'  —  ^      V  "* 

Une  démonstration  de  ce  théorème,  fondée  sur  la  con- 
sidération des  propriétés  d'une  courbe  transcendante,  a 
été  insérée  par  M.  de  Fo ville  (*)  dans  ce  même  recueil 
(t.  XVII),  mais  elle  ne  tient  pas  directement  aux  théories 
ordinaires  de  l'Algèbre. 

Voici  comment  on  peut  établir  la  vérité  de  cette  propo- 
sition, en  ne  s'appuyant  que  sur  les  principes  généraux 
de  l'analyse  des  équations. 

'— ■     ^m^^t^^m^    ■■■■■nia  II  '-  "  —^iW^^ 

{*)  Aujourd'hui  élèye-ingénieur  des  Mines.     P. 
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2.  J^observcrai  d'abord  que  la  démonstration  ne  perd 
9as  de  sa  généralité  en  supposant  dans  Téquation  donnée 

t  ==  2,  car,  en  remplaçant  l'inconnue  x  par  a:       \/""' 

m  obtient  une  équation  de  même  forme  que  la  proposée 
2t  ayant  le  dernier  terme  égal  à  a  5  en  sorte  que  l'énoncé 
ci-dessus  revient  à  dire  que,  dans  V équation 

il  y  a  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  H-  '2 
et  —  2. 

Cela  posé,  considérons  Téquation  réciproque 

ne  contenant  que  des  puissances  paires  de  l'inconnue,  à 
l'exception  du  terme  du  milieu  2j^' "■*"*.  Nous  pourrons 
toujours,  à  l'aide  d'équations  de  premier  degré,  détermi- 
ner les  coeflBcîenls  A,  B,...,  de  cette  équation  de  manière 
que  l'équalion  de  degré  2«  -h  i  en  x,  que  l'on  obtient  en 

faisant  y-\ —  =  x,  conformément  à  la  méthode  d'abais— 

sèment  des  équations  réciproques,  coïncide  avec  la  pro- 
posée. 

On  voit  dès  à  présent  que  le  théorème  en  question  se 
trouvera  démontré,  si  Ton  prouve  que  l'équation  (2)  ad- 
met toujours  au  moins  un  couple  de  racines  imaginaires 
dont  le  module  soit  égal  à  l'unité,  c'est-«vdire  qu'elle  ad- 
met au  moins  un  facteur  réel  du  second  degré  de  la  forme 
y^^xy-\-ij  X  étant  moindre  que  1  (en  valeur  abso- 
lue). 

3.  Prouvons  d'abord  que  l'équation  réciproque  (2) 
admet  des  racines  imaginaires.  Il  suffit,  pour  cela,  de  re- 
marquer que,  si  toutes  les  racines  sont  réelles^  en  dési- 

Ann.  de  Malhémal.y  a*  série,  t.  11     (.liiillet  1803;.  21 


(  ^^^^  ) 

gnaul  par  j,,  jij /iv?  J^ii*+i  celles  que  Ton  regarde 
comme  indépendantes  Tune  de  Tautre^  et  con»équemtnent 

III               II 
par —9  —  >  —V»   leurs  réciproques  respectives,  on 

f\      Xi      Xi  X^n-^x 

doit  pouvoir  décomposer  le  premier  membre  Y  en  deux 
facteurs  réels  de  degré  2  «  -4-  i ,  dont  l'un,  que  nous  indi- 
querons par 

Y.  =  y'"-^'  -f-  «.  j"* H-  «2  j'"-'  -h ...  -h a^n-xx^ -^^»«r^-««.+'. 

soit  le  produit  des  facteurs  j^ — j^i,  y — ytt  J — Ji»*-' 
J— Jîn+i,  et  Tautie 

«a  ,  ^1  I 


'^2/i-Hi    ■  «'aw+i  ^ïn-t-i 

soit  le  produit  des  facteurs   r 1   r ^    r •••» 

j •  Or,  comme  dans  le  produit  Yi Yt  le  coefficient 

du  terme  du  milieuj^'"'*"*  est 


^'ïw+l  '^an-HI 


et  a  toujours  une  valeur  numérique  plus  grande  que  a,  il 
est  impossible  que  le  polynôme  Y,  où  Ife  coefficient  de  y*"+* 
eèt  2,  soit  le  produit  des  polynômes  Yi  et  Yj  dont  tous  les 
coefficients  sont  réels. 

Maintenant  il  est  facile  de  voir  que,  dès  que  Téqua* 
tion  (2)  ne  saurait  avoir  toutes  ses  racines  réelles,  il  faut 
nécessairement  que,  parmi  ses  racines  imaginaiï^s,  i]  y  en 
ait  au  moins  deux  conjuguées  qui  soient  réciproques  Tune 
de  l'autre,  c'est-à-dire  qui  constituent  un  couple  ayant 
Tunité  pour  module. 

Considérons  en  premier  lieu  le  cas  où  toutes  les  racines 


(  3^3  )  ^ 
sont  imagiDaires.  A  chaque  couple  azh^  y —  i,  il  cor- 
respondra le  couple  réciproque  — ■>  en  sorte  que, 

a±p\/— I 

si  aucun  module  n'est  égal  a  Tunité,  le  nombre  des  ra- 
cines devrait  être  un  multiple  de  4*  Cela  est  impossible, 
le  degré  de  Féquation  étant  4^-4-2;  d'où  l'on  conclut 
nécessairement  que,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  racines  réelles, 
un  de  ces  couples  sera  tel,  que  l'on  ait 


a±ps/— 1  = 


Si  l'équation  Y=  o  admet  des  racines  réelles,  le  nombre 
de  celles-ci  sera  pair,  et  nous  supposerons  d'abord  que  ce 
nombre  est  un  multiple  de  4*  Dans  ce  cas,  le  nombre  des 
racines  imaginaires  ne  sera  pas  un  multiple  de  4»  ^t  il  y 
aura  nécessairement,  comme  dans  le  cas  de  toutes  les  ra- 
cines imaginaires^  un  couple  de  racines  conjuguées  ayant 
pour  module  l'unité. 

Si  l'on  supposait  que  le  nombre  des  racines  réelles  pût 
être  4''-f-  2,  celui  des  racines  imaginaires  serait  4  (''  —  r), 
et  Ton  devrait  pouvoir  décomposer  Y,  comme  ci-dessus, 
en  deux  facteurs  réels  Yj ,  Y,  dont  l'un  contiendrait 
a  (/ï  —  r)  racines  imaginaires  conjuguées  et  2r-4-i  ra- 
cines réelles,  et  l'autre  contiendrait  les  racines  récipro- 
(]ues  correspondantes.  Mais  on  a  vu  que  cette  décomposi- 
tion est  impossible,  à  cause  du  coeflicientdu  terme  j'*""*"' 
qui  résulterait  toujours  plus  grand  numériquement  que 
le  coefficient  a  qui  y  correspond  dans  le  polynôme  Y. 

Il  est  donc  prouvé  que,  dans  tous  les  cas,  l'équaliou 
réciproque  Y=^o  admettra  au  moins  un  couple  de  racines 
imaginaires  conjuguées  ayant  le  module  égal  à  l'unité; 
d'où  il  suit  que  l'équation  (i),  dont  chaque  racine  x  est 

égale  à  la  somme  )  H —  de  deux  racines  réciproques,  ad- 

21  . 
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iiietlra  au  moins  une  racine  réelle  dont  la  valeur  numé- 
rique sera  moindre  que  2.  C'est  le  théorème  qu'il  s'agis- 
sait de  démontrer. 

l.  Soit  

r  =  cos  cp  -h  V  —  '  **"  ? 

la  racine  imaginaire  de  Téqnation  Y  =  o  dont  le  module 
est  égal  à  I  :  on  aura 


y  ^  -  —  =  2  cos<p 


f^-^-7i  =  2C0S37, 


yiii+i  _| _-  2  cos  (2/7-+-  l)^. 

Substituant  ces  expressions  dans  Téquation  divisée  par 
')*"+*,  on  trouvera,  après  avoir  divisé  par  2, 

(  cos[2n-^\)ff  -f- Acos(2/î  —  i)y-|-Bcos'(2/î  —  3)  y  H-... 
(3)5 

'    (  -l-Gcos(p-l- I  =  o. 

On  voit  par  là  que  le  théorème  de  M.  Tchébychew  peut 
être  énoncé  sous  cette  forme  remarquable,  savoir  :  que 
toute  équation  de  lafotirie  (3) ,  oà  //  n* entre  que  des  mul- 
tiples impairs  de  V angle  (p  et  où.  les  coefficients  A,  B,.--» 
G  sont  des  quantités  réelles  quelconques^  peut  être  satis- 
faite par  une  valeur  réelle  de  (p,  pnse  dans  rétendue  d<' 
la  demi' circonférence, 

8.  De  ce  que  toute  équation  réciproque  de  degré  4 1  -f-2, 
dans  laquelle  (lecoeflScientdu  premier  terme  étant  l'unité) 
la  valeur  absolue  du  coefficient  du  terme  du  milieu  est  2 
ou  moindre  que  2,  admet  au  moins  un  couple  de  racines 
imaginaires  conjuguées  ayant  Puni  té  pour  module,  il  s'en- 
suit que  l'équation  du  degré  2//-+-  i,  à  laquelle  on  par- 
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vient  par  la  méthode  ordinaire  d'abaissement,  aura  au 
moins  une  racine  réelle  dont  la  valeur  sera  comprise  entre 
H-  a  et  —  a.  En  partant  de  ce  principe,  on  j>eut  établir 
d^autres  théorèmes  analogues  à  celui  que  nous  venons  de 
démontrer,  ayant  pour  but  de  fixer  des  limites  entre  les- 
quelles une  ou  plusieurs  racines  d'une  équation  donnée 
soient  toujours  comprises.   On   voit   tout  de  suite,  par 

exemple,  que  Féqualion 

> 

dont  px^  est  le  seul  terme  de  degré  pair,  admet  toujours 
une  racine  comprise  entre  -l-a  et  —  a,  si  le  coefficient  p  et 
le  terme  connu  h  sont  tels,  que  la  quantité  A -h  a/^  soit 
comprise  entre  les  limites  +  a  et  — a,  ou  soit  égale  à 
Tune  de  ces  limites.  Mais  je  n'insisterai  pas  à  présent  sur 
ces  considérations,  qui,  combinées  avec  d'autres  prin- 
cipes connus,  peuvent  conduire  à  des  résultats  assez  re- 
marquables et  amener  des  secours  nouveaux  à  la  pratique 
de  la  séparation  des  racines. 


SRCOXBE  SOLUTION  DE  L4  QUESTION  623  (BOBILLIER); 

Par  m.  richard, 

Élève  du  lycée  de  Douai  (classe  de  M.  Painviii). 


Une  droite  AB  glisse  sur  deux  autres  D  et  Di  non 
situées  dans  un  même  plan  y  de  telle  sorte  que  la  partie 
interceptée  entre  elles  soit  constamment  vue  sous  un 
tingle  droit  d^un  certain  point  O  de  l'espace^  cette 
rlroite  engendre  une  surface  gauche  du  second  ordre. 

Si  Ton  transforme  la  question  par  la  méthode  des  po- 
I  aires  réciproques,  en  prenant  pour  surface  directrice  une 
5*phère  ayant  son  rentre  an  point  fixe  O.  aux  deux  droites 


(  ^'^^  } 

D  et  Di  correspondent  deux  autres  droites  fixes.  Aux  deux 
points  A  et  B  correspondent  deux  plans  qui  passent  par 
les  droites  transformées,  puisque  les  points  A  et  B  sont 
sur  ces  droites;  l'intersection  de  ces  deux  plans  corres- 
pond à  la  droite  AB.  Comme  la  surface  directrice  est  une 
sphère,    ces  deux  plans  sont    rectangulaires,  puisqu'ils 
sont  respectivement  perpendiculaires  sur  OA  et  sur  OB. 
Or,  on  sait  que  le  lieu  de  leur  intersection  est  un  hyperbo- 
loïde  [voir  Briot,  Géom,  anal.,  p.  526)  ;  donc  le  lieu 
de  la  droite  AB  est  une  surface  réglée  du  second  ordre. 

c.    Q.   F.   n. 


SOLUTION  »E  LA  QUESTION  $21 

(voir  t.  XIX,  p.  96); 

Par  m.  Abraham  SCHNÉE, 
Élève  du  lycée  Charlemagne. 


Soit  décrite  une  ellipse  ayant  pour  arcs  une  normale 
et  la  tangente  adjacente  quelconque  d'une  ellipse 
donnée  et  touchant  le  grand  axe  de  V ellipse  au  centre  j 
et  de  même  soit  déciite  une  seconde  ellipse  touchant  le 
petit  axe  au  centre  ^  les  lieux  des  fojers  de  ces  ellipses 
sont  deux  cercles  concentriques  à  f  ellipse  donnée  et 
ayant  pour  rayons  la  demi  somme  et  la  demi- différence 
des  axes. 

Soit 

l'ellipse  donnée. 
Soit 

(.r  — a)'-f-(7  —  p)'  =1  (,7îjH-/?.r-f-/^/ 

Téquiiiionde  Tellipse  mobile,  «  et (3  étant  les  coordonnées 
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lu  foj«r.  Oo  a  d'abord,  pour  exprimer  que  la  courbe 
passe  par  Torigine, 

Pour  qu'en  outre  l'axe  des  x  soit  tangent  à  la  courbe 
en  ce  point,  il  faut  que  le  coefficient  de  x  soit  nul,  ce  qui 
donne 

(5)  a  -h  /?/?  =  o. 

Les  coordonnées  du  centre  de  la  courbe,   en  ayant 
égard  à  Téquation  (3  ),  sont 

I — m^ — /î'  'i — /?i'  —  /i' 

et  comme  il  faut  que  ce  point  soit  sur  Tellipse  donnée, 
tious  aurons 

Je  forme  maintenant  Téquation  qui,. dans  une  conique, 
]onne  les  coefficients  angulaires  des  diamètres  conjugués 
rectangulaires 

Pour  exprimer  quç  l«  courbe  mobile  a  pour  »%q^  1ii 
(nngentq  ^t  U  normale  adjacente  de  Tellipse  proposç«,  i} 
suSit  d^  remplacer  fx^par  le  coefficiçnt  angulaire  d^  U 
tangente  au  point  considéré,  et  nous  aurons  enfin 

(5)     <i*(i— /?»)»  — a' ô'(/??»^ /!')(!  —  n^)  ^h*m^r4^=  p. 

Entre  les  équations  (2),  (3),  (4)  et  (5),  éliminons  m, 
n  et  /7,  nous  aurons  l'équation  du  lieu. 
De  l'équation  (î>),  je  lire 

a 


{  3»8  ) 
et  je  remplace  dans  Téquation  (5).  Od  a  comme  solution 
étrangère 

n-  p^  -h  b^oL^=  o, 

et^  après  Tavoir  supprimée. 

Substituons  ces  valeurs  de  n  et  de  m'  dans  l'équa- 
tion (4)>  îl  vient  après  réductions 

(7)        ^P^'^=^^\}—/;r-^ — «'J-?'. 

Eliminons  m  entre  les  équations  (6)  et  (7),  et  p  au 
moyen  de  la  relation  (a),  nous  aurons  définitivement 
l'équation 

qui  se  dédouble  en 

résultat  conforme  à  l'énoncé. 

Si  nous  remarquons  qu'il  n'a  été  fait  aucune  hypothèse 
sur  les  grandeurs  respectives  de  a  et  de  i,  nous  conclu- 
rons immédiatement  de  la  symétrie  des  formules  (8) 
qu'on  obtient  les  mêmes  lieux^  que  ce  soit  le  petit  ou  le 
grand  axe  qui  coïncide  avec  l'axe  des  x.  Si  l'on  vient  alors 

à  faire  tourner  l'une  des  figures  d'un  angle  égal  à->  de 

façon  que  les  deux  ellipses  se  recouvrent,  les  cercles  obte- 
nus se  superposeront  pendant  toute  la  rotation,  et  le  théo- 
rème sera  démontré  dans  les  deux  cas. 

Note,  —  La  même  question  a  été  traitée  par  M.  IN .  R., 
de  (iand. 
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CORRESPONBAKCe 


1 .  M.  Ange  Le  Taunéac  fait  remarquer  que  la  méthode 
employée  par  M.  Taîllier,  pour  trouver  la  développée  de 
Tellipse  (p.  143)?  s'applique  avec  la  même  facilité  à  la 
recherche  de  Vem^eloppe  d^une  ffroite  inscrite  à  un  angle 
droit j  a  la  détermination  de  V env^eloppe  des  ellipses  dé- 
crites par  les  points  de  cette  même  droite^  etc.  Dans  le 
cas  de  Tellipse,  on  écrit  ordinairement  ainsi  Téqua- 
tion  (i)  (p.  143)5 

bj  ax 


-Hc-^=o; 


sin  (^       cosf 
on  obtient  alors,  en  prenant  la  dérivée. 


:    -         -\  -        -^z.  G, 

sm^y  COS'cp 


011  plutôt 

hy  ax 


|3  m  nt\Q? 


sm-»  cp  ces'  f 

d'où  Ton  conclut,  par  les  propriétés  des  proportions, 

sin'j:        cos'y  i 

etc. 

2.  A  propos  du  même  article,  M.  H.  Delormc  fait  ob- 
server qu'une  méthode  tout  à  fait  semblable  peut  être 
employée  pour  trouver  la  développée  de  Thyperbole.  En 
effet,  un  point  de  celle  courbe  est  défini  parles  équations 


COS  f 
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L'équation  d'une  normale  est  alors 

br  .  taoso 
h  ax  rang«p  =  c*  — ^^  9 

COS«j»  COSf 

d'où 

bjr  -h  ax  sin  y  ==  c*  tang  ç. 

On  a,  en  prenant  la  dérivée, 

1 

1  ,  /r,*\    > 


ax  cos  cp  = ou      — . =;  I  — -  I    . 


c 
cos'  y  cos 


En  divisant  par  tangcp  Téquation  de  la  normale  et  pre- 
nant de  nouveau  la  dérivée,  on  aura  facilement 


Or, 


br 


—  tang'^=:i, 


COS' y 


donc 


1?) 


2.  ' 

3 


h\ 


c^ 


sera  l'équation  de  la  développée  de  l'hyperbole. 

3.  M.  Casparî,  ingénieur-hydrographe,  ancien  élève 
de  l'École  Polytechnique,  nous  communique  deux  for- 
mules sur  les  rayons  de  courbure.  Si  on  appelle  p  le  rayon 
de  courbure  d'une  courbe  de  l'espace  5  p'  le  rayon  de  cour- 
bure de  sa  projection  orthogonale^  w  Tangle  du  plan 
osculateur  de  la  première  courbe  et  du  plan  dç  projection  j 
n  l'angle  de  la  tangente  avec  sa  projection^  (^l'angle  de 
cette  tangente  avec  rintersectioii  des  plans,  on  a 

0        i  \  —  sin^w  sin'pv  ^ 
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,     V  ,  cos*// 

'  r  r    COSW 

Vane  de  ces  formules  se  déduit  de  Tauire  au  moyen  de  la 
relation  qui  existe  entre  u  et  (^. 

La  formule  (2)  se  déduit  d^une  formule  plus  générale 
donnée  par  M.  Peaucellier  (t.  XX,  p.  4^2)9  ^^  <iui  ex*- 
prime  une  relation  entre  les  rayons  de  courbure  d'une 
courbe  quelconque,  et  celui  de  sa  perspective,  en  deux 
points  correspondants.  C'est  ainsi  que  M.  Caspari  établit 
3A  formule,  dont  il  donne  d'ailleurs  une  démonstration 
directe. 

Une  ellipse  étant  considérée  comme  la  projection  d'un 
cercle,  si  2a  et  2b  sont  les  axes,  on  aura 


n^ 


cos  6)  =  —  »      û  =  -7-  cos^  n . 
a       '         h 

On  sait  d'un  autre  côté  qu'en  désignant  par  i  l'angle  de  la 
normale  avec  le  rayon  vecteur,  on  a 

donc 

a  cosi  cosff  =  ù, 

relation  entre  u  et  i  qui  conduit  à  la  propriété  suivante. 
Sur  le  grand  axe  d'une  ellipse  pris  pour  diamètre  dé- 
crivons un  cercle  ;  soient  M  uu  point  du  cercle  cl  M' le 
point  correspondant  do  l'ellipse.  Du  point  T,  où  les 
tangentes  au  cercle  et  à  Tellipse  menées  respectivement 
par  les  points  M  et  M' rencontrent  le  grand  axe,  décrivons 

un  cercle,  avec  le  rayon  -  MT  :  les  deux  rayons  vecteurs 

du  point  M'  seront  tangents  à  ce  cercle. 

4.  Une  personne  qui  ne  signe  que  de  ses  initiales  s'est 
proposée  de  démontrer  quun  triorfgle  dont  deux  bisscc- 
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tiices  sont  égales  est  isocèle^  question  déjà  traitée  dans  le 
Journal.  Le  tour  de  démonstration  employé  est  fort  ingé- 
nieux, maison  y  suppose  que  trois  droites  sont  parallèles 
quand  elles  divisent  deux  autres  droites  en  parties  pro- 
portionnelles, ce  qui  n^est  pas. 

Si  les  personnes  qui  nous  adressent  des  communica- 
tions non  signées  nous  donnaient  leur  nom  et  leur 
adresse,  en  exprimant  le  désir  que  leur  nom  ne  parût  pas 
dans  le  Journal,  nous  nous  conformerions  religieusement 
à  leur  intention;  mais  nous  pourrions  leur  faire  part 
de  notre  sentiment  sur  quelques-unes  de  leurs  commn- 
nications,  qui  nous  paraissent  susceptibles  de  corrections 
ou  de  modifications. 

5.  Nous  avons  reçu  de  plusieurs  élèves  des  réponses  à 
des  questions  posées  par  le  Journal.  Nous  les  remercions 
de  leur  précieuse  collaboration  et  nous  prendrons  à  l'ave- 
nir des  mesures  pour  que  l'insertion  de  leurs  travaux  ne 
souffre  pas  de  retard.  Nous  les  prions  seulement  de  vou- 
loir bien  se  conformer  aux  recommandations  suivantes: 

1°  Ecrire  toujours  en  tête  le  numéro  et  l'énoncé  com- 
plet de  la  question  qu'ils  résolvent. 

2®  Mettre  sur  des  feuilles  séparées  la  solution  de  chaque 
question,  afin  que  nous  puissions  réunir  celles  qui  por- 
tent le  même  numéro. 

3®  Ecrire  lisiblement,  correctement,  et  avec  la  plus 
grande  clarté.  Quelques  communications  ont  dû  être 
laissées  de  côté  parce  que,  pour  être  présentées  à  nos  lec- 
teurs, elles  auraient  exigé  une  nouvelle  rédaction.  Nous 
voulons  bien  corriger  par -ci  jiar-là  quelques  négligences 
de  style,  mais  nous  ne  pouvons  pas  refondre  les  articles 
qui  nous  sont  envoyés.  Le  temps  dont  nous  disposons  ne 
sullirait  pas  à  un  pareil  travail.  P. 
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BIBLIOGRAPHIE. 


^ssAi  SUR  LE  Calcul  des  Quaternions  de  M.  W.  Ha- 
MiLTON^  par  M.  Allegret^  docteur  es  sciences  de  la 
Faculté  de  Paris.  In- 4  de  viii-72  pages.  Paris,  Leiber, 
1862. 

M.  W.  Hamîlton  nomme  quaternions  des  expressions 
de  la  forme 

où  a,  i,  c,  rf  sont  des  quantités  quelconques  et  /,  7,  k 
des  symboles  définis  par  les  égalités  suivantes  : 

Si  l'on  opère  sur  ces  quantités  comme  sur  des  quantités 
réelles,  en  ayant  égard  aux  conventions  précédentes,  on 
arrive,  en  comparant  les  résultats  aux  opérations  indi- 
quées, à  des  identités  qui  constituent  autant  de  théorèmes. 
Ces  théorèmes  seraient  demeurés  stériles,  si  l'auteur  n'a- 
vait donné  aux  symboles  crées  par  lui  une  représentation 
géométrique,  comme  Mourey  l'avait  déjà  fait  pour  les 
symboles  dits  imaginaires.  On  peut  regarder  cette  ma- 
nière de  procéder  comme  assez  peu  logique,  ainsi  que 
l'a  remarqué  M.  Bellavitis;  car  inventer  des  expressions 
qui  par  elles-mêmes  n'offrent  aucun  sens  à  l'esprit,  et 
chercher  ensuite  à  leur  en  donner  un  par  ce  que  l'on 
appelle  une  interprétation  géométrique,  n'est-ce  pas 
comme  si,  après  avoir  construit  une  belle  phrase,  on 
cherchait  quelle  pensée  on  pourrait  bien  y  mettre?  Quoi 
qu'il  en  soit,  M.   Allegrel  a  voulu,  dans   ce   qu'il   in- 
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titule  modestement  an  essai,  faire  connaître  une  mé- 
thode que  recommande  le  grand  nom  de  M.  HamiltOD. 
Sa  ihèse  se  divise  en  trois  parties.  La  première  contient 
Texposilion  des  règles  du  calcul  des  qoatemions.  La  se- 
conde, dans  laquelle  se  trouve  rinterprétation  géométrique 
des  symboles  employés,  est  terminée  par  l'examen  d'un 
grand  nombre  d'identités  utiles  k  connaître  a  catise  de 
leur  emploi  fréquent  dans  toute  Tanalyse.  Enfin  la  troi- 
sième section  est  consacrée  aux  applications  du  nouveau 
calcul  à  quelques  points  de  la  théorie  générale  des  lignes 
et  des  surfaces  courbes. 

\je  calcul  de  M.  Hamilton  est  exposé  par  M.  Allcgrel 
avec  autant  de  clarté  que  le  sujet  le  comporte.  L'auteur, 
familiarisé  par  un  long  usage  avec  les  procédés  de  ce  cal- 
cul, s'en  exagère  peut-être  la  facilité.  «  Noos  retrouvons 
ainsi,  dit-il  à  la  page  4^)  comme  on  voit,  presque  immé- 
diatement, les  principales  formules  de  la  Trigonométrie 
spliérique.  »  Ce  pre5^iie //7i/7iérfia/e//ie/if  vient  après  qua- 
rante-quatre pages  d'explications  préliminaires.  Nous  ne 
savons  pas  ce  que  Taveiiir  réserve  à  Tanalyse  quater- 
nioniie^  mais  nous  croyons  que  les  deux  Trigonométries 
n'ont  rien  à  gagner  à  sou  emploi.  S'il  j>eut  y  avoif  de 
Tavantage  à  traiter  un  sujet  connu  par  une  nouvelle 
méthode,  c'est  lorsque  celte  méthode  est  de  nature  à  jeter 
du  jour  sur  la  question.  Or.  la  Trigonométrie  servirait 
plutôt  à  éclairer  les  quaternions,  que  les  quatcrnions  ne 
serviraient  à  éclairer  la  Trigonométrie.  P. 
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QUESTIONS. 


657.    Théorème.  —  Si  réqualîon 

kaf"  -{-  B.r'"-'  -h.  .  . 
-H  Dxf  H-  K-r/»-'  4-  Fx/'-î  +  G x''-^  + .  .  .  +  U  =  o 

a  toutes  ses  racines  réelles^  les  coefficienls  D,  E,  F,  G  de 
quatre  termes  consécutifs  vérifient  Tinégalité 

(I)  (DG—  EFp  — 4(E»  — DF)(F»—EG)<o. 

Corollaire  I.  —  Quand  la  relation  (i)  n'est  pas  véri- 
fiée, l'équation  a  des  racines  imaginaires. 

Co foliaire  II.  —  Si,  entre  les  coefficients  E,  F,  G  qui 
suivent  immédiatement  un  coefficient  nul,  on  a  la  rela- 
tion 

4KG— 3F2  =  o, 

Téquation  a  des  racines  imaginaires. 

Corollaire  III.  —  11  en  est  de  môme  si  Ton  a 

4DF— SE'^o, 

D,  E,  F  étant  trois  coefficients  qui  précèdent  immédiate- 
ment un  coefficient  nul. 

Corollaire  IV.  —  SiE  =  oetqueD,F,G  satisfassent 
à  la  condition 

D(L)G2-f-4F^)^o. 

Téquation  a  des  racines  imaginaires. 
Corollaire  V,  —  Il  en  est  de  même  si 

F  =  o,     G(p»G-h4F*)>d. 

((]a.tala«  ) 
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t>a8.  La  développante  d'un  cercle  est  la  roule  que  soit  le 
pôle  d^une  spirale  logarithmique  roidant  sur  un  autre 
cercle. 

659.  La  caustique  par  réflexion  de  la  développante  d'un 
cercle  pour  des  rayons  émanés  du  centre  est  une  déve- 
loppée de  la  spirale  d'Archimède. 

660.  La  courbe  réciproque  de  la  développante  d  un 
cercle  pour  des  rayons  émanés  du  centre  est  une  spirale 
tractrice.  (On  appelle  ainsi  la  courbe  qui,  en  coordon- 
nées polaires,  a  une  tangente  constante.) 

66t.  La  spirale  tractrice  est  la  trajectoire  que  suit  le 
pôle  d'une  spirale  hyperbolique  roulant  sur  elle-même, 
en  partant  de  la  coïncidence  des  deux  pôles. 

Note,  —  Ces  quatre  dernières  questions  sont  propo- 
sées par  M.  Ha  ton  de  la  Goupillière. 

662.  aS  étant  Taire  d'un  quadrilatère  sphérique  in- 
scrit; a,  i,  c,  d  les  côtés;  ^p  le  périmètre  :  on  a 


.     S 
sin  — 

2 


Si/  2 

cos-  = 

2 


.    p—a    .    p  —  b   .    p'-c   .     p — d 
sin sin sin sin 


a        b        c         d 
cos  -  cos  —  cos  —  cos  — 

2  2  2  2 

p        p  —  a  —  b        p  —  a  —  c        p — a  —  fl 
cos  -  ces cos  ■- cos 


a        b        c        d 
cos  —  cos  -  cos  —  cos  - 

2  2  2  2 

(Grukert.) 

663.  Les  points  milieux  des  vingt-huit  droites  qui 
joignent  deux  à  deux  les  centres  des  huit  sphères  in- 
scrites dans  un  tétraèdre  quelconque,  sont  sur  une  même 
surface  du  troisième  ordre  qui  contient  toutes  les  arêtes 
du  tétraèdre.  (E.  Bkltrami.) 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  642  (CATALAN); 

Pau   mm.    C.    GEOFFROY    et   L.    L'HUILIER, 

Elèves  du  lycée  de  Nancy. 


Discuter  la  fonction 

•^  I  4-  .r»  -h  j:<  -f. .     .  -h  jc"*  ' 

En  égalant  à  zéro  la  dérii^ée  de  y^  on  trouife  V équation 

trouver  les  racines  réelles  de  cette  équation, 

X  étant  supposé  compris  entre  -\-  i  et  —  i ,  déi^elopper 
y  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x. 

F^a  fonction  y  se  met  sous  la  forme 


X  -\- 1    j:"-*"'  —  I 

y  =r  •  5 


et  sa  dérivée 


Je  discuterai  d'abord  la  dérivée  en  supposant  successive- 
ment n  pair  et  n  impair. 
Soit 

1^  Dans  le  cas  de  n  pair,  Téquation  N  =  o  admet  les 
racines  -h  i  et  —  i  :  elle  les  admet  chacune  deux  fois  ; 
car  4-  I  et  —  i  rendent  nulle  la  dérivée  de  N;  mais  elle 
ne  les  admet  pas  plus  de  deux  fois,  car  1  équation  N  =  o 
n'a  que  deux  variations. 

Ann,  de  Mathémat.y  a«  série,  t.  II   (Août  i863.)  ^î* 
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N 
^(x)  désignant  le  quotient  r—— — r^j -9  on  donne 

à  la  dérivée  la  forme 

,  __       i-h-r  {i  —  xY  (i-f-J:)Xj?)__     (1— J?)(iH-.g)X.r). 
•^'"^*i  — x'  (j:"+'-m)«  ~"^*         (x'-^'H-i)^       ' 

(/i4-i)  est  impair,  donc  (x"+*-f-i)*  est  divisible  par 
(x  -f-  1)',  ely'  est  nul  pour  x=i  etj:  =  -^i. 

2°  Quand  «  est  impair,  Téquation  N  =  o  n^admei  plus 
la  racine  —  i  -,  mais  comme  (ar""*"*  H- 1)  n'est  plus  divisible 
par  (x  +  i),  on  est  encore  conduit  à  ce  résultat,  que 
y  est  nul  pour  x  =  ±1. 

Cela  posé,  on  voit  que,  pour  a:  =  o,  j^  est  égal  à  i ,  elf 
est  positif  et  égal  à  a.  j^  va  donc  en  croissant  jusqu'à 
son  maximum  (n-hi)  qui  correspond  à  la  racine  x  =  i 
de  la  dérivée j^'.  La  dérivée  devient  alors  négative,  et  j 
diminue  en  tendant  vers  l'unité.  Du  côté  des  x  négatifs, 
y  diminue  d'abord,  passe  par  un  minimum  correspondant 
à  X  =  —  I  et  augmente  ensuite  en  tendant  vers  l'unité. 

On  peut  remarquer  que  les  valeurs  dej^  correspondant 
à  deux  valeurs  de  x  égales  et  de  signes  contraires  sont 
inverses  l'une  de  Tautre  quand  n  est  impair. 

Déueloppemant  de  y  en  série,  j  se  développe  en 
série  par  suite  des  transformations  suivantes  : 

=IH ^  ' 


^n+«  __  .r"-*-' -h  .r — I  {x — 1)  (jc*^'-|- 1) 

ix[\  -^  X  A-  .  .  .  -h  j-«-') 


j,,i-M 


Quand  x  est  compris  entre  i  et  —  i ,  on  a 

.r'-^-'-f-i 
donc 
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Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Pel- 
etercau,  élève  du  lycée  de  Poitiers,  et  par  M.  de  Vîrieu. 


SUR  LE  CERCLE  DES  NEUF  POINTS; 

Par  m.  John  GRIFFITHS, 

Jésus  collège,  Oxford. 


Si  nous  considérons  les  trois  cercles  suivants  :  i^  le 
cercle  des  neuf  points  d'un  triangle  ABC,  7?  le  cercle 
circonscrit  au  même  triangle,  et  3^  le  cercle  par  rapport 
nuquel  chaque  sommet  A,  B,  C  est  le  pôle  du  côté  opposé, 
nous  trouverons  que  leurs  circonférences  se  coupent  toutes 
les  trois  aux  deux  mêmes  points,  réels  ou  imaginaires. 

En  eflfel,  soient  a  =  o,  6  =  o,  y  =  o  les  équations 
des  côtés  CB,  AC,  BA,  on  sait  que  les  équations  des 
trois  cercles  seront  respectivement 


(0 


(  2  =  a'sin2A-4-p'9in2B-|-72sin2C 
(         — 2(P7sinA-f-yasinB-4-apsinC)=  o, 
(a)  S  =  ^7  sin  A  -h  7a  sin  B  -f-  af  sin  C  =  o , 

(3)  S'=.  a^ sin2A-l-  p'sinaB-f-  7»sin2 C  =  o. 

Il  en  résulte  que 

2  ±5  S'  —  2S; 

d'où  Ton  voit  que  les  circonférences  S,  S' et  S  se  coupent 
aux  deux  mêmes  points. 

Pour  obtenir  Féquation  de  la  ligne  passant  par  ces  deux 
points,  nous  avons 

S' -h  aS  =  a*sin2  A  H-  p^sin2B-f-7'sin2C 

-4-  2(P7  sin  A  -h7asinB  -f-  apsinC) 

=r2(asin  A-hpsinB-h7sinC)(acosA-hProsB-h7COsC), 

22. 
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parce  que 

A  ■+-  B-hC  =  rr. 

Donc 

(4)  a  cosA -H  pcosB -F  7  cosC  =  o 

est  TéquatioD  cherchée. 

Bemarques. 

i"  Le  pôle  de  l'axe  radical  (4)  par  rapport  au  cercle  S' 
est  donné  par  les  équations 

a  sin  A  =  p  sin  B  =  7  sin  C, 

c'est-à-dire  que  le  pôle  se  confond  avec  le  centre  de  gra- 
vité de  l'aire  ABC. 

2^   L'équation   Z  =  o   peut  prendre  les  formes  sai- 
vantes  : 

a  [a  sin  A  CCS  A  —  (psinC  -f-7sinB)J 

-f-  (psinB  —  7  sinC)(pcosB  —  7  cosC)  =  o, 

[i[p  sinBcosB  —  (7sinA  -|-  asinC)] 

4-  (7sinC  —  a  sinA)(7CosG  —  acosA)  =  o, 

7  [7  sin  C  ces  C  —  (a  sînB  -h  p  sin  A)] 

-+■  (a  sin  A  —  psinB)  (a  ces  A  —  pcosB)  =  0. 

Note  du  Rédacteur,  —  Quand  les  trois  angles  A,  B,  G  sont 
aigus,  le  rayon  de  la  circonfcrence  S%  conjuguée  au  triangle  ABC, 
est  imaginaire,  et  il  en  est  de  même  des  deux  points  communs 
aux  circonférences  2,  S,  S'.  —  Si  l'un  des  angles  A,  B,  C,  par 
exemple  A,  est  obtus^  le  cercle  S'  est  réel;  il  a  pour  centre  le 
point  de  rencontre  H  des  trois  hauteurs  AD,  BE,  CF  du 
triangle  ABC,  et  pour  rayon  une  moyenne  géométrique  entre 
HA  et  HD.  Dans  ce  cas,  il  est  évident  que  les  circonférences  S, 
S'  se  coupent  en  deux  points  réels.  —  Lorsque  le  triangle  ABC 
est  rectangle,  le  rayon  de  S'  est  nul  ;  les  deux  points  communs 
coïncident  en  un  seul  qui  est  le  sommet  de  l'angle  droit.      G. 
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SUR  L'ÉQUATION  DD  QUATRIÈME  DEGRÉ; 

Par  m.  E.  CATALAN. 


Dans  Tun  des  derniers  numéros  du  Journal  de  Ma- 
thématiques,  M.  Schlomilch  ramène  la  résolution  de  l'é- 
quation 

.r*  -|-  aa?  -|-  hx^  -|-  cj:  H-  rf  =  o, 

à  la  résolution  d^une  équation  réciproque.  La  méthode 
suivante,  qui  ne  diffère  pas  de  celle  de  Descartes  (^)^  me 
parait  préférable,  sous  le  rapport  de  la  simplicité,  non- 
seulement  à  celle  de  M.  Schlomilch,  mais  encore  à  tous 
les  procédés  connus. 

I.  Pour  résoudre  l'équation 

(i)  j:*-f- Aar'-+.B;c-l-C  =  o, 

à  coefBcients  réels,  posons 

^<  H-  A  a:»  -4-  B  j:  -f-  C  =  (  j:^  -f-  /?x  -h  ^  )  (;i:'  —  /?ar  -h  <7' }  : 

nous  devrons  trouver,  pour  les  inconnues  ^,  q^  q'^  au 
moins  un  système  de  valeurs  réelles. 

En  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  Xy 
dans  les  deux  membres,  nous  obtenons 

puis,  en  éliminant  q  et  q\ 

(2)  (A -4- /.»)*- 2!  =  4c. 

(*}  Serret,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  2^  édition,  p,  24^. 
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Soit  '; 

I 

(3)  A-^/?'==7'-f-7=«; 
l'équation  (2)  devient 

(4)  5^  — Az'  — 4C«-{B'  — 4AC)=o. 

Telle  est  la  réduite  de  Tëquation  (1). 

n.  D'après  la  relation  (3),  Véquation  (4)  a  au  moins 
une  racine  plus  grande  que  A  (*).  Si  Ton  désigne  par  7 
cette  racine,  on  trouve 

(5)  !''=;('*  ;ç=ï)' 

^tc. 

III.  L'équation 

a:*  -f  x'  4-  8.r  —  1 5  ;=:  o 

a  pour  réduite 

< 

a* — 2* -h  60 s — i24~Q. 
Celle-ci  donne  7  =  2.  Donc 

et  enfin 

.r'  -h  a:' 4-  8jc — i5  =  (x^ -\- x -~  3)(j:^  —  ^-|-5). 

IV.  Remarque.  —  Lorsque  la  réduite  (4)  a  ses  trois 
racines  réelles  et  plus  grandes  que  A,  la  proposée  (i)  a 
toutes   ses  racines  réelles.  Mais  alors  les  formules  de 

{*)  On  reconnak  aisément  qu'elle  en  a  un  nombre  impair. 
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Cai*dan  C**)  deviennent  illusoires,  el  les  valeurs  de  p^  q^ 
q'  ne  peuvent  être  exprimées  sous  forme  réelle  en  fonc- 
tion des  coefGcients  Â,  B,  C.  Il  en  est  de  même  si  la  ré- 
duite a  ses  racines  réelles,  mais  non  supérieures,  toutes 
trois,  à  A.  C^estdonc  seulement  quand  Téquation  (4)  a 
une  seule  racine  réelle  que  les  formules  de  Cardan  peu- 
vent être  appliquées  utilement  à  la  résolution  de  Téqua- 
tion  (i)  (**)-  Ce  cas  est  celui  où  les  coefGcients  A,  B,  C 
satisfont  à  la  condition 

— 16  (A^  —  4C)» C  -f-  4 AB»  (A»  —  36C)  -f-  27  B<  >  o. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  288 

(voir  t  XI l[,  p.  S91  ); 

Par  un  ABONNÉ. 


horsque  plusieurs  surfaces  du  second  ordre  2  sont 
circonscrites  à  une  surface  du  même  ordre  S,  tout  plan 
cyclique  de  S  coupe  les  surfaces  Z  suiv^ant  des  coniques 
dont  les  focales  passent  foutes  par  deux  mêmes  points^ 
qui  sont  réels  ou  imaginaires  suivant  que  le  cercle  d'in- 
tersection de  S  et  du  plan  considéré  est  imaginaire  ou 
réel.  (Gbos.) 

En  prenant  pour  origine  le  centre  d'un  cercle  tracé  sur 
la  surface  S,  pour  plan  des  xy  le  plan  de  ce  cercle,  et 
pour  plan  des  xz  le  plan  principal  perpendiculaire  aux 


(*)  Ou  platôt  deTartaglia.  Vôtres  la  savante  Notice  insérée,  par  le  rc> 
{^rettable  M.  Terquem,  au  tome  XV  des  Nouvelles  Annales. 

(**)  Je  mets  de  côté,  bien  entendu,  le  cas  où  l'équation  (1)  aurait  d<î8 
racines  égales. 
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plans  cycliques,  rajuation  de  cette  surface  S  est 
^*-+-  7'-+-  Az'H-  2  Bxz  -f-  2Cz  -h  D  =  o. 

Par  suite,  la  surface  Z  est  représentée  par  l'équation 

la  section  <jy  de  cette  surface  par  le  plan  des  xy,  a  pour 
équation 

Si  Von  prend  sur  Taxe  Oz  deux  points  F  et  F',  dont 

les  z  soient  =i=  yD,  la  distance  de  Vun  de  ces  points  à  nn 
point  quelconque  de  la  courbe  a  est  une  fonction  raUoD- 
nellc  de  x  et  de  y  ;  donc  la  focale  de  cette  courbe  passe 
par  les  points  F  et  F'. 

Le  cône  circonscrit  à  S  ayant  son  sommet  en  F  est  de 
révolution,  puisque  son  sommet  est  situé  sur  la  focale  de 
sa  base.  On  voit  par  là  que  si  le  cercle  se  déplace  parallèle- 
ment à  lui-même,  les  points  F  et  F'  décrivent  le  lieu  des 
sommets  des  cônes  de  révolution  circonscrits  à  la  sur- 
face S.  On  sait  que  ce  lieu  est  une  conique  homofocaleà 
la  section  C  de  la  surface  S  par  le  plan  principal  perpen- 
diculaire aux  plans  cycliques. 

La  courbe  C  rencontre  Taxe  des  x  en  deux  points  E 

et  E'  dont  les  x  sont  db  y —  D,  par  conséquent  les  pointsF 
et  F'  sont  réels  quand  les  points  Eet  E' sont  imaginaires, 
et  inversement. 

Si  l'on  prend  sur  l'axe  Ox  deux  points  e,  e'  dont  les  x 

soient  rh  yD,  ces  points  appartiennent  à  la  courbe  supplé- 
mentaire (*)  de  C  relativement  à  la  direction  Ox.  On 

{*)  M,  Poncelc.t  a  appelé  coniques  supplémentaires  y  relativement  à  la  di- 
rection Oy,  les  coniques  représentées  par  les  équation& 

h   , h    , 

j  =  -  y rt*  —  jt"     et    j=r.-  yJx'  —  a* . 
il  a  ' 
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volt  par  là  que  la  courbe  des  points  F  et  F'  s'obtient  en 
faisant  tourner  la  corde  ee'  de  90  degrés,  d'où  Ton  conclut 
qu'étant  données  deux  coniques  supplémentaires  relalive- 
ment  à  une  direction  quelconque,  si  l'on  fail  tourner  d'un 
angle  droit  les  ordonnées  de  l'une  on  obtient  une  courbe 
homofocale  à  l'autre. 

Note  du  Rédacteur.  — MM.  Cremona  et  Combescure 
nous  ont  envoyé  des  démonstrations  du  même  théorème, 
très-ingénieuses,  mais  un  peu  détournées  :  nous  avons 
préféré  la  précédente,  qui  est  plus  directe.  En  1860, 
M.  Chasles,  dans  ses  Leçons  sur  les  courbes  homojbcalesj 
a  démontré  le  théorème  suivant  :  Tous  les  cônes  de  ré- 
solution de  même  sommet  ont  pour  bases j  sur  un  plan 
quelconque^  des  coniques  qui  ont  toutes  un  double  con^ 
tact  av^ec  un  même  cercle  imaginaire. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  proposition  qui  fait  le  sujet 
de  cet  article  n'est  que  la  réciproque  de  ce  théorème  \  en 
effet,  les  surfaces  Z  étant  circonscrites  à  la  surface  S,  les 
sections  des  surfaces  Z  par  un  plan  quelconque  ont  un 
double  contact  avec  la  section  de  la  surface  S  par  le  même 
plan. 


telles,  que  le  rapport  des  ordonnées  correspondant  à  une  même  abscisse 
est  ^—  I. 
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THÈORÈIB 

D^MOSTEÉ  PAK  M.  Emile  DUPUT, 
Élève  de  M.  V.  H.,  à  la  pension  de  LafiloTie. 


Étant  donné  un  cercle  dont  le  centra  est  O  et  le 
rayon  R,  on  prend  sur  un  diamètre  COD  la  distance  OQ 
égale  au  côté  du  can'é  inscrit^  et^  par  le  point  Q,  on 
conduit  une  sécante  quelconque  QAB,  rencontrant  la 
circonférence  aux  points  A,  B.  Puis^  aux  points  A,  B,  on 
élèi^e  à  la  sécante  des  perpendiculaires,  et  on  projette  le 
centre  O  sur  ces  perpendiculaires^  en  M  et  T!f  :  le  lieu 
géométrique  de  ces  projections  est  une  ligne  telle ^  que  le 
produit  des  dist/irices  de  cliacun  de  ses  points  à  deux 
points  fixes  est  constant. 

Soit 

0Q'  =  0Q  =  Rv2, 

et  soient  F  et  F' les  milieux  de  OQ  el  de  OQ';  je  dis  que 
les  points  fixes  F,  F'  sont  tels,  que  le  produit  MF  X  MF' 
est  constant. 

En  effet,  les  triangles  QOM,  Q'OM  donnent,  d'après 
un  théorème  connu, 


OW  -h  MQ^  =  2 MF»  -h  2OF', 
OM^  -h  MQ'2  =  2  IVIF'2  -f-  2  OF". 


D'où 


(i)  2MF2  =OM'-l-MQ^  —  20F% 

(  2  )  2  MF'2  =  Oi\P  -h  MQ'^  —  2  OF'^ 


Mais 


20F'=?.0F''=R^ 
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D*  ailleurs, 

MQ'  =  AM'  -f-  AQ2  =  R»  —  OM'  H-  AQ'  ; 
substituant  dans  Tégalité  (i)»  il  vient 

On  a  de  même 
Par  suite 


d'où 


2MF  X  MF'  =  QA  X  QB  =  R% 


R^ 

MF  X  MF'  =  —  >  quantité  constante. 


NOTE  SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  COURBES  PLANES, 
D  APRÈS  M.  TINMERNANS; 

Par  un  ABONNÉ. 


M.  Timmermans  a  donné  dans  les  Mémoù^s  de  la 
Société  dès  sciences  de  Lille  (1827-1828)  une  propriété 
curieuse  des  courbes  planes.  Comme  ce  recueil  n'a 
qu'une  publicité  restreinte,  il  est  probable  que  peu  de 
personnes  connaissent  le  théorème  de  M.  Timmermans, 
et  il  sera  sans  doute  agréable  aux  lecteurs  des  Noui^elles 
jinnales  de  le  trouver  ici . 

Théorème. — En  un  point  quelconque  M  d^une  courbe 
plane  soient  construits  le  rayon  de  courbure  Rj  de  cette 
courbe  et  les  rayons  de  courbure  R^,  Rs, . . .  •  des  rfeVe- 
loppées  s'uccessi^es  à  V infini.  Il  existe  sur  le  plan  de  la 
courbe  un  point  unique  O  tel  que^  si  de  ce  point  on 
abaisse:  1"  une  perpendiculaire  OT  sur  la  tangente; 


— '-'  -   - 
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2^  une  perpendiculaire  ON  sur  la  normale,  on  aura 

OT  =  R|  —  Rs  -H  Rs  —  •  •  •  9 
ON  =  Ra  —  R4  -f-  R«  —  . . . , 

c'est-à-dire  que  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  5ur  la 
tangente  en  un  point  quelconque  est  égale  à  la  somme 
des  rayons  de  courbure  successifs  d* ordre  impair  relatifs 
à  ce  points  ces  rayons  pris  avec  des  signes  alternative' 
ment  positifs  et  négatifs  ;  et  la  perpendiculaire  abaissée 
sur  la  normale  est  égale  à  la  somme  des  rayons  de  cour- 
bure d 'ordre  pair,  pris  aussi  avec  des  signes  alternatifs. 

Démonstration.  —  Supposons  la  courbe  rapportée  à  sa 
normale  et  à  sa  tangente  en  un  premier  point  fixe  A;  et 


soit  M  un  point  variable  dont  les  coordonnées  sont  x  et/. 
En  appelant  cd  l'angle  que  la  tangente  en  M  fait  avec  Taxe 
des  X,  et  s  Tare  de  courbe,  on  a 

dx  =  cosci> .  dsy     dy  =  sin  u .  ds. 

D'ailleurs,  à  tout  élément  de  courbe  on  peut  substituer 
Télément  du  cercle  de  courbure*,  ainsi,  en  appelant  e 

Tangle  de  la  normale  avec  le  même  axe  (  de  sorte  que 
=  -  J5  on  a  r/.v  =  Rirfç-,  et  les  relations  ci-dessus 


0)-+-  e 
deviennent 


djcz=z  —  R,  cosg>)^ci>,     rtf/= — Risinwfl^w. 
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De  plus,  la  théorie  des  développées  donnant  que  l'ac- 
croissement différentiel  du  rayon  de  courbure  est  égal  à 
l'arc  élémentaire  de  la  développée,  si  on  représente  par  .ç, 
l'arc  de  la  première  développée,  on  a 

r/R,  =  dsx  f 

et  comme  r/si  =  Rjrfs  ou  =  —  R^rfco,  on  a  finalement 

^R,  =  —  Rjflfw, 
et  de  même 

c/Rjrz:  —  K^dtù, 

cfR3=:    R4<iGd, 


Cela  posé,  calculons  la  valeur  de  x  en  intégrant  par 
parties  celle  dedx'^  il  vient  d'abord  pour  l'intégrale  indé- 
finie 

.r  =  COnSt  —  Ri  SÎD(<>>  —    I    RsSiDa>^/&> 

-hRjCOSW-l-   I    RaCOSwrfw 

-f-Rasinw-h  1  R4sinw<fw 

formule  qu'il  faut  lire  en  remplaçant  successivement 
l'Intégrale  de  chaque  ligne  par  les  deux  termes  placés 
au-dessous  d^elle  dans  la  ligne  suivante.  Supposons  l'in- 
tégration par  parties  prolongée  indéfiniment  et  prenons 

à  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  co  =  ->  ce  qui  répond 

au  point  A  de  la  figure.  Si  nous  représentons  par  /'j,  r, , 
Ts, . . . ,  les  rayons  successifs  relatifs  à  ce  point,  il  viendra 

j:  =  (R2  —  R4-i-  R<j —  .  .  .)cosw  —  (R,  —  R3-+-R5 —  . .  .)sinw 
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ou  bien,  en  représentant  par  ZR,,  la  somme  des  rajoos 
irordrc  pair  pris  alternativement  avec  les  signes  +  et  — i, 
et  par  ZR/  la  somme  des  rayons  impairs  pris  anssi  alter- 
nativement avec  les  signes  H-  et  — , 

f  =:(lR^)cDS«i>  —  (2R,)sin«  -f-  (2r,). 

On  trouvera  de  la  même  manière 

y  =  (lRy,)sinu^-(2R/)coSM —  2r^. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  sommes  relatives 
au  point  A  aient  des  valeurs  finies;  transportons  l'origine 
au  point  dont  les  coordonnées  sont 

puis,  par  cette  nouvelle  origine,  menons  deux  nouveaux 
axes  rectangulaires  OX'  et  OY'  respectivement  parallèles 
à  la  normale  et  à  la  tangente  en  M,  c^est-à-dire  dont  la 
situation  soit  représentée  par  une  rotation  des  anciens 

axes  égale  à ro,  effectuée  dans  le  sens  de  -h  ^  à  — y 

(pour  que  le  nouvel  axe  des  x  soit  la  normale  en  M)  ;  les 
formules  connues  donneront  les  relations  suivantes  : 

x  =  Y  cosw  -+-  X  sinw  h-  -''i  , 
jr  =  Y  sinw  —  X  cosw —  Irp, 

Or,  si  on  applique  ces  formules  aux  coordonnées  du 
point  M  trouvées  ci-dessus  par  Tintégration,  on  trouvera 

pour  ce  point 

X=-(2R,),     Y  =  (2R^), 

ce  qui  constitue  précisément  le  résultat  -énoncé  au 
théorème. 

Nota. — Il  arrivera  dans  certaines  courbes  que  ce  point 
dont  nous  venons  d'établir  l'existence,  et  que  M.  Tim- 
mermans  appelle  pôle  de  la  courbe^  sera  situé  à  l'infini. 
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Auljâe  f  M  Himift  de  M.  Sella,  présenté  à  TAcadénie  des  Sciences 

de  Tarin,  le  7  avril  1862^ 

Par  m.  DEWULF, 

Capitaine  du  génie,  à  Bougie. 


Ce  Mémoire  a  pour  objet  une  nouvelle  étude  da  frot* 
tement.  M.  Quintino  Sella  commence  par  passer  en  revue 
les  diverses  études  et  expériences  faites  jusqu'à  ce  jour 
sur  le  frottement. 

Les  expériences  faites  au  xvii*  siècle  par  Amontons  ont 
conduit  à  la  loi  de  Tindépendance  du  frottement  de  Té* 
tendue  des  surfaces  de  coutâct. 

En  17819  Coulomb  a  fait  des  expériences  très-connues 
d'où  il  a  conclu  que  le  frottement  est  :  i"  proportionnel 
à  la  pression;  %°  indépendant  de  l'étendue  de  contact; 
3^  presque  toujoufè  indépendant  de  la  vitesse  du  mouve- 
ment. 

De  i83i  à  18349  le  général  Morin  a  fait  une  longue 
série  d'expériences  suivant  une  méthode  analogue  à  celle 
de  Coulomb.  Ces  expériences  ont  confirmé  les  deux  pre- 
mières lois  de  Coulomb  et  établi  Tindépendance  du  frot- 
tement de  la  vitesse  du  mouvement. 

Les  lois  de  Coulomb  ont  depuis  été  admises  sans  con- 
testation dans  tous  les  Traités  de  Mécanique;  cependant  les 
praticiens  n'ont  pas  confiance  dans  la  rigueur  de  ces  prin- 
cipes. Ainsi  les  ingénieurs  savent  que  les  freins  qui  suf- 
fisent pour  régulariser  le  mouvement  d'un  convoi  mar- 
chant avec  la  vitesse  ordinaire,  ne  peuvent  arrêter  l'accé- 
lération qviand  la  vitesse  acquise  a  dépassé  certaines 
limites. 
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Poiréc  et  Boche i  ont  fait  une  série  d'expériences  sur  les 
chemins  de  fer  au  moyen  d'un  dynamomètre.  Us  atta- 
chaient à  une  locomotive  un  wagon  dont  les  roues  avaient 
été  fixées  de  manière  à  glisser  sur  les  rails  sans  tourner, 
ou  dont  les  roues  avaient  été  munies  de  patins.  De  ces 
expériences  Bochet  conclut  que:  i*'  le  frottement  est  pro- 
portionnel à  la  pression;  2^  sensiblement  indépendant  de 
rétendue  de  la  surface  de  contact;  3^  dépendant  de  la  vi- 
tesse. ^ 

Enfin  Hirn  a  fait  des  expériences  pour  déterminer 
l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur.  H  distingue  deux 
espèces  de  frottement,  le  frottement  immédiat  et  le  frot^ 
tement  médiat.  L'un  se  développe  quand  les  surfaces  des 
deux  corps  se  touchent  directement,  et  l'autre  quand  un 
corps  solide,  liquide  ou  gazeux,  est  interposé  entre  les 
deux  surfaces.  D'après  Hirn  le  frottement  immédiat  obéit 
aux  lois  de  Coulomb  ;  mais  le  frottement  médiat  est  une 
fonction  compliquée  de  la  pression,  de  l'étendue  des  sur- 
faces de  contact  et  de  la  vitesse.  Il  ajoute  une  remarque 
très-importante,  c'est  qu'à  une.çertaine  vitesse  l'air  vient 
s'interposer  entre  les  corps  frottants  et  diminuer  notable* 
ment  le  frottement. 

Après  ces  considérations  historiques,  M.  Quinlino 
Sella  expose  ses  propres  recherches. 

Quand  deux  corps  frottent  l'un  sur  l'autre,  les  aspé- 
rités de  leurs  surfaces  font  que  des  parcelles  de  matière 
sont  arrachées  à  l'un  et  à  l'autre  corps,  et  l'attraction  des 
molécules  de  Fun  des  corps  sur  celles  de  l'autre,  dans  le 
voisinage  des  surfaces  de  contact,  donne  naissance  à  des 
mouvements  vibratoires.  En  d'autres  termes,  le  frotte- 
ment est  dû  à  une  destruction  réciproque  des  corps,  et  à 
des  vibrations  qui  naissent  dans  le  voisinage  des  surfaces 
de  contact.  L'état  des  surfaces  de  contact  doit  influer  sur- 
tout sur  la  destruction  réciproque  des  corps,  et  la  nature 
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intime  des  corps  influe  surtout  sur  les  vibrations.  En  sorte 
que  si  Ton  parvenait  à  éliminer  ou  à  réduire  infiniment 
]a  destruction  mutuelle  des  corps,  le  frottement  serait  une 
fonction  de  l'élasticité  des  corps  entre  lesquels  il  s^exerce. 
En  entendant  le  frottement  de  cette  manière,  on  ne 
▼oit  pas  comment  il  peut  être  indépendant  de  l'étendue 
des  surfaces  de  contact  et  de  la  vitesse,  et  simplement  pro- 
portionnel à  la  pression.  Il  est  donc  très-important  d^étu- 
dier  le  frottement  entre  des  limites  très -étendues  de  pres- 
sion, de  vitesse,  d'étendue  des  surfaces  de  contact  et  de 
durée  de  frottement,  de  faire  varier  la  direction  du  frot- 
tement par  rapport  aux  corps  frottants  quand  l'élasticité 
de  ces  corps  n'est  pas  la  même  dans  tous  les  sens,  comme 
dans  les  cristaux. 

Les  méthodes  de  Coulomb,  Morin,  Poirée  et  Bochet  ne 
peuvent  être  employées  -,  elles  peuvent  satisfaire  aux  be- 
soins de  la  mécanique  appliquée,  mais  non  aux  exigences 
de  la  physique  moléculaire.  La  balance  de  Hirn  répon- 
drait en  partie  au  but,  mais  elle  n'est  pas  applicable  aux 

cristaux  et  elle  laisse  trop  d'incertitude  sur  la  distribution 

de  la  pression  entre  les  deux  corps  frottants. 

M.   Quintino  Sella   propose  deux  instruments  qu'il 

nomme  trypsomèlres  et  qui  sont  fondés  sur  les  principes 

suivants  : 

Si  Ton  place  un  corps  plan  sur  un  cylindre  tournant^  le 

frottement  tendra  à  déplacer  le  corps.  Si   ce  corps  est 

maintenu  par  un  ressort,  la  tension  de  celui-ci  donnera 

la  mesure  du  frottement. 

Si  Ton  place  un  corps  sur  un  disque  tournant  autour 

d'un  axe  vertical,  la  tension  du  ressort  qui  empêche  le 

corps  frottant  de  suivre  le  mouvement  du  disque  donne 

aussi  la  mesure  du  frottement. 

Avec  ces  trypsomèlres  on  peut  étudier  le  frottement 

entre  des  limites  très-étendues  de  vitesse;  la  durée  du 

Ann.  de  HAlhémai.^  i*'  série,  t.  II.  (Août  i8(S3;.  23 


! 
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frotieinent  peut  être  aases  grande  pour  que  les  surfaces  en 
contact  ne  conservent  plus  d'aspérités,  ^t,  au  moyeD 
d'une  machine  pneumatique,  on  peut  faire  disparahre 
rinfluencede  l'air;  on  peut,  en  outre,  expérimenter  sur 
des  corps  de  petite  dimension,  conune  les  cristaux. 

Le  trjpsomètre  à  cylindre  peut  servir  à  Tétude  des 
variations  du  frottement  dans  les  cristaux  quand  les  di- 
rections du  frottement  varient. 

Le  trypsomètre  à  disque  peut  servir  à  l'étude  des  va- 
riations du  frottement  avec  l'étendue  des  surfaces  de 
contact. 

Le  trypsomètre  à  cylindre,  construit  par  Froment,  se 
compose  d'un  mouvement  d'horlogerie  qui  met  en  mou- 
vement deux  cylindres,  dont  un  compteur  donne  la  vi- 
tesse. Sur  l'un  des  cylindres  ou  sur  les  deux  à  la  fois,  on 
place  des  corps  fixés  à  une  verge  dont  les  extrémités  sont 
attachées  à  l'une  des  extrémités  d'un  ressort,  que  l'on  tend 
plus  ou  moins  au  moyen  d'une  vis  placée  à  son  autre 
extrémité.  Les  deux  cylindres  tournent  en  sens  contraire. 
Quand  on  a  placé  un  corps  sur  chaque  cylindre,  la  ten- 
sion du  ressort  donne  la  différence  entre  les  deux  frotte- 
ments; on  a  le  frottement  absolu  quand  un  seul  cylindre 
est  chargé. 

M.  Sella  et  M.  l'ingénieur  Moniefiore  ont  fait  quelques 
expériences  avec  ce  trypsomètre  et  ont  obtenu  les  résultats 
suivants  : 

1°  Pour  les  mêmes  corps,  le  frottement  varie  considé* 
rablement  avec  l'état  des  surfaces  de  contact; 

2**  Entre  les  limites  de  vitesse  o™,oo  et  o™,5o  par 
seconde,  le  frottement  croît  avec  la  vitesse. 

Ce  résultat  est  en  contradiction  directe  avec  ceux  que 
l'on  a  obtenus  sur  les  chemins  de  fer.  Il  en  résulte  que 
pour  les  grandes  vitesses  des  chemins  de  fer  IVir  s'inter- 
pose entre  les  roues  et  les  freins,  ou  bien  que  le  frotte- 


% 


(  355  ) 

ment  est  une  fonction  de  la  vitesse  telle,  qu'il  croît  avec 
la  vitesse  jusqu'à  un  certain  maximum  à  partir  duquel 
il  décroît  quand  la  vitesse  continue  à  croître. 

3^  Le  frottement  varie  dans  les  cristaux  suivant  la  di« 
rection  dans  laquelle  il  s^ exerce. 

Pour  le  quartz,  par  exemple,  dans  les  limites  de  vitesse 
indiquées  ci-dessus,  le  frottement  parallèlement  à  Taxe 
cristallographique  de  symétrie  est  notamment  supérieur 
au  froittement  dirigé  perpendiculairement  à  cet  axe. 

MM.  Sella  et  Montefiore  doivent  continuer  leurs  expé- 
riences. 

SSSSSSIÎT^^'^^ISS^'^^'^i^^^^      Il  I  i  I  i-^^-^^-m    II  I         I    I  I  I     ■■       I  I   » 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  610; 

Par  m.  E.  BELTRAML 


Soient  donnés  une  surface  du  second  degré  y  la  sphère 
exceptée j  et  un  point  fixe^  lieu  d'un  spectateur^  sous 
quel  angle  verra-t-il  la  surface  ? 

i .  Soit 

(i)  ^{x,  yyZ)  =  o 

l'équation  de  la  surface  du  second  degré  rapportée  à  trois 
axes  rectangulaires,  (j^o^/oî  ^o)  ïe  point  fixe,  lieu  du 
spectateur. 

Un  rayon  visuel  quelconque  est  représenté  par  les 
équations 

X,  j!x,  V  déterminent  sa  direction,  p  la  position  d'un  quel- 
conque de  ses  points.  Substituant  dans  l'équation  (i)  les 
valeurs  de  x,y,  z  données  par  les  équations  (  a),  et  écri- 
vant ^0  pour  <5>  (jTo,  ^0»    «0)9  on  obtient  l'équation  sui- 

23. 


L-.    •■- 
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vante  : 

2  \      fixl        "^   dy\  dz\  ^  df.dz. 

•  -4-  av>   .    y    +aXpt   _ 


où  ~9  -7-^9  "  *  '  représentent  ce  que  deyiennent  les  dé- 
rivées -^j  -— j5  •  •   9  quand  on  y  remplace  x,  j-,  z  par 

.To,  j^09  ^0*  Cette  équation  donne  les  valeurs  de  p  répon- 
dant aux  deux  intersections  du  rayon  avec  la  surface; 
donc,  si  le  rayon  touche  la  surface,  ces  deux  valeurs  doi- 
vent être  égales,  c'est-à-dire  que  Ton  doit  avoir 

djc^  djr^  dz^J 


d^l        "^    dxl     ■  »     dtl     ■      ^   dy,  dz, 

dzo  du^  dx^  dy^  ) 

En  éliminant  de  cette  équation  A,  jix,  v  au  moyen  des 
équations  (2),  ou  aura  évidemment  Féquation  du  cône 
visuel.  Ainsi,  en  rapportant  ce  cône  à  trois  nouveaux 
axes  parallèles  aux  premiers  et  avec  Torigine  à  son  som- 
met, Téquation  du  cône  visuel  sera  la  suivante 

(3)     Ajr2-f-Bj»-hC«*4-  2DjzH-2Ezjr-h  2Fj:z=io, 

ou 


= m- 


d'if. 
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dy^  azt  dy^  dz^  dz^  dx^  ^   dz^  dx^ 

p  _^y.  ^y,  d'if. 

dx.  dy.  dx.  dy. 

Dans  l'équation  (3),  x^  y^  z  indiquent  des  coordon- 
nées relatives  aux  nouveaux  axes,  mais  Xo^j^oi  ^o  ^^"^ 
toujours  les  coordonnées  du  point  fixe  par  rapport  aux 
axes  primitifs. 

2.  Cherchons  maintenant  à  faire  disparaître  de  Té- 
€|uation  du  cône  les  termes  contenant  les  produits  des 
variables. 

Pour  cela  nous  rapporterons  le  cône  a  un  nouveau 
système  d'axes  rectangulaires  des  x\  y'^  z*  ayant  même 
origine  que  le  système  précédent. 

L'équation  du  cône  se  trouvera  ramenée  à  la  forme 

(4)  ax'»-|-  V  +  ^«"  =  o- 

On  sait  que  a,  i,  c  sont  les  trois  racines  de  l'équatiou 
du  troisième  degré  en  X 

A  — A         F  E 

(5}  F        B  — A        D         =o 

E  D        C  —  > 

que  nous  désignerons,  pour  abréger^  par  A  ==  o  (^). 

3.  On  sait  également  que  Féquation  A  =  o  a  toujours 
ses  trois  racines  réelles.  Mais,  dans  le  cas  actuel,  il  im- 
porte de  remarquer  que  ces  racines  ne  sauraient  être  toutes 
trois  de  même  signe,  sans  que  le  côue  visuel  cessât 
d*êire  réel.  Voulant  donc  laisser  de  côté  cette  hypothèse, 
nous  admettrons  que  Tune  de  ces  racines,  par  exemple  â, 


(")  Nous  supprimons  la  démonstraiioD  que  M.  Beltrami  donne  de  celle 
propriété  bien  connue  de  Téquation  A  =  o,  qui  n'est  autre  que  Téqualion 
en  $  de  nos  Traités  élémentaires.  P. 
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soit  de  signe  contraire  aux  deux  autres.  On  peat  même 
supposer  que  a  soit  une  quantité  positive;  <îar  si  elle  ne 
Tétait  pas,  il  sufGrait  de  changer  le  signe  de  chacune  des 
quantités  A,  B,  etc.,  ainsi  qu^il  est  évidemment  permis 
de  le  faire.  Nous  admettrons  donc  que  a  est  une  quan- 
tité positive,  b  elc  deux  quantités  négatives.  D'après  ces 
hypothèses,  il  est  clair  que,  des  trois  axes  du  cônâ  vi- 
suel, celui  des  x'  lui  est  intérieur,  tandis  que  ceux  des  j' 
et  des  z^  lui  sont  extérieurs.  Nous  ne  considérerons  de 
ce  cône  que  la  nappe  qui  s'étend  du  côté  des  x'  posi- 
tives. 

4.  Cela  posé,  concevons  la  surface  sphérique  dont  le 
centre  est  au  sommet  du  cône  et  dont  le  rayon  =i.  Le 
cône  visuel  coupe  cette  surface  suivant  une  ellipse  sphé- 
rique dont  le  centre  intérieur  est  le  point  où  la  surface 
sphérique  est  percée  par  l'axe  positif  des  x'.  Nous  mesu- 
rerons l'angle  solide  du  cône  visuel  par  le  rapport  de  l'aire 
de  cette  ellipse  sphérique  à  l'aire  de  la  surface  totale  de 
la  sphère.  Ainsi  la  question  est  ramenée  à  trouver  l'aire 
de  l'ellipse  sphérique. 

En  rapportant  les  points  de  la  surface  sphérique  à  un 
système  de  coordonnées  polaires,  par  les  formules  con- 
nues 

j:' =  cosa  cosê,     ^'  =  sinacos6,     2'  =  sin^, 

l'équation  eu  a,   ê  de  l'ellipse  sphérique  est  la  suivante 
a  cos^a  ces' 6  -h  b  sin'a  cos^S  -f-  c  sin'6  =  o. 

La  quantité  — ctang'6  étant  positive  par  hypothèse,  il 
en  est  de  même  de  a  cos'a  +  4  sin'âr,  et  à  plus  forte  rai* 
son  de  a cos*a  -f-  b  sin*a  —  c;  on  peut  donc  mettre  l'é- 
quation précédente  sous  la  forme 

^ a  cos^  CL  "h  ^sin'a 


(6)  sin6  = 


\/«  cos'a  H-  b  sin*a  —  c 
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OÙ  les  radicaux  sont  pris  positivemeot,  parce  qu'on  n*a 
besoin  de  considérer  que  le  quart  d^ellipse  situé  dans  la 
région  des  x',  y\  z*  positives. 

Or,  la  formule  générale  pour  la  quadrature  indéfinie 

des  aires  sphériques  est  i  sine  Ja;  si  donc  on  remarque 

que  notre  figure  sphérique  est  symétrique  par  rapport 
aux  arcs  de  grands  cercles  a  =  o,  S  =  o,  on  aura,  en 
nommant  A  la  valeur  de  Tangle  solide  en  question. 


_        ^a  ces' a  -j-  b  sin^a 
«a  ■  ' 

sja  ces'  a  -H  6  sin^  a  —  c 


OL^  étant  la  valeur  de  a  qui  répond  à  6  =  o,  c'est-à-dire 
la  valeur  réelle  et  positive  donnée  par  Téquation 


a 


b  tang'ao  +  a  ==  o     ou     sin^ag  = r» 

a  —  0 

Posons 

(8)  fl  cos'a -f- ^  sin*a  =  X, 

OÙ  X  est  une  nouvelle  variable.  En  écrivant  cette  relation 

sous  la  forme 

a  —  (<ï  —  b\  sin^a  =  \ 

on  voit  facilement  que  depuis  a  =  o  jusqu'à  ol  =  ^o,  X 
est  toujours  positive  et  décroissante  depuis  la  valeur 
X  =  a  jusqu'à  la  valeur  X  =  o,  de  sorte  que  les  quan- 
tités a  — *  X,  X  —  &,  X  -^  c  ne  deviennent  jamais  négatives 
dans  les  limites  de  l'intégration.  On  peut  donc  tirer  de 
Téquation  (8) 

cosa=  »      sma  =  » 

\^a  —  b  si  a  —  b 

et  par  suite 

^  ^^ 

2  y/rt  —  X  y  >  —  b. 


(  36o  ) 

formules  dans  lesquelles  les  radicaux  sont  pris  poûtÎTC- 
ment  par  la  même  raison  que  ci-dessus. 

Moyennant  cette  transformation,  la  formule  (7)  de- 
vient 

n=: /  

2»  Ja      s'(a  —  )i ) (îl  —  ^)  (X  —  c) 

Or  aj  by  c  étant  les  trois  racines  de  réquation  A  =  o,  le 
polynôme  A  ne  peut  différer  que  par  un  facteur  numé- 
rique de  Texpression  (a  —  ^)  (^  —  ^)  (^  —  ^)  5  mais  le 
terme  en  X'  a  évidemment  même  coefficient  dans  les 
deux  expressions,  donc  celles-ci  sont  absolument  iden- 
tiques, et  conséquemment  on  peut  poser 


2^  Jo 


Telle  est  la  formule  qui  donne  la  valeur  de  Tangle  en 
question. 

5.  On  peut  vérifier  cette  formule  en  faisant  des  hypo- 
thèses spéciales  : 

1^  Supposons  eu  premier  lieu  que  la  surface  donnée 
soit  une  sphère,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

et  que  le  point  fixe  soit  pris  sur  Taxe  des  x  à  une  dis- 
tance h  de  l'origine  (A  ^  r).  On  aura  dans  ce  cas 

et  par  suite 

D=:E  =  F  =  o, 

A  =  (H—  X)(A-'  —  r'  —  X)%     a  =  r'; 
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d^où  enfin 


En  posant 


'A=r     '*'^' 


i-f-r^ 


où  <  est  une  nouyelle  variable,  cette  formule  se  trans- 
forme en  la  suivante 

t/o  \  ^  /i'  —  r»  / 

d^où  l'on  tire,  en  intégrant, 

On  reconnaît  immédiatement  l'exactitude  de  ce  résul- 
tat, si  Ton  se  rappelle  la  formule  connue  pour  la  mesure 
de  la  zone  sphérique. 

:i^  Supposons  maintenant  que  la  surface  soit  quelcon- 
que, mais  que  le  point  (a:^,  y^^  z^)  soit  pris  sur  elle.  Il 
est  évident  en  ce  cas  que,  d'après  les  conventions  adop- 
tées^ on  doit  trouver  un  angle  visuel  représenté  par  — 

Or  f  0  étant  ==  o  par  hypothèse,  on  a  ici 


^TVif** 
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d'où  Ton  tire,  après  des  réductions  faciles, 

La  formule  générale  donne  donc  dans  le  cas  actuel 

n— —  r''— ^^— 

Posons 

X=/Trsin'Ô,     a  —  X  =  acos^0, 
d'où 

d\=:2asinB  cos&dB, 

En  introduisant  ces  valeurs,  la  formule  ci-dessus  devient 
simplement 


n  =  -   /     d9  = - 

^  Jo  2 


ce  qui  donne  le  résultat  prévu. 


NOTE 

Sor  une  propriété  des  lignes  de  eoorbnre  des  sorfaoes  du  secêiid  ordre 

à  ceotre  ; 

Par  m.  DURRANDE, 

Professeur  au  lycée  de  Moulins. 


Théorème.  —  Les  plans  tangents  à  une  surface  du  se- 
cond ordre  à  centre^  parallèles  aux  plans  des  sections 
diamétrales  dont  un  des  axes  est  constant,  touchent  la 
surface  suivront  une  de  ses  lignes  de  courbure, 

(Je  démontre  ce  théorème  pour  l'ellipsoïde,  mais  on 
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appliquera,  sans  difficulté,  la  démonstration  aax  autres 
surfaces  k  centre.) 

Pétablis  d'abord  les  trois  lemmes  suivants  : 

Lemme  I.  —  L'intersection  Wun  ellipsoïde  représenté 
par  l  ^équation 

et  d\uie  sphère 

x^  -h  j'  -h  z'  =  R' 

est  une  conique  sphérique  située  sur  le  cône 

fl»  — R»    ,        ^»2  — R»    ,        c«  — R' 

(2)  —^a:^-^—j—jr'+—^z^^o. 


c 


Lemme  II.  —  5/,  par  un  diamètre  OA  d''un  ellipsoïde 
et  par  une  tangente  à  la  surface  perpendiculaire  à  OA , 
on  fait  passer  un  plan  diamétral^  la  droite  OA  est  un 
axe  de  la  section  faite  par  ce  plat i  dans  V ellipsoïde, 

Lemme  III. — Le  cône  représenté  par  V équation  (a) 
est  Venifeloppe  des  sections  diamétrales  de  V ellipsoïde 
dont  l'un  des  axes  est  constant  et  égal  à  2R. 

Ce  lemme  est  une  conséquence  bien  simple  du  précé- 
dent; en  efTet,  tout  plan  tangent  au  cône  (2)  contient  un 
diamètre  OA,  génératrice  du  cône,  et  la  langente  à  la 
conique  sphérique  (1),  (2)  ;  or,  cette  tangente  est  perpen- 
diculaire à  OA,  rayon  de  la  sphère,  donc  OA  est  un  axe  de 
la  section  elliptique  faite  par  le  plan  tangent  au  cône  (2) 
dans  la  surface  (i). 

Ces  lemmes  .établis,  proposons-nous  de  chercher  le 
lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  à  Tellip- 
soïde  (i),  parallèles  aux  plans  tangents  du  cône  (2). 

Soient  x\y\  z*  1rs  coordonnées  du  point  de  contact 
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de  l'un  d^eux  ;  elles  doivent  satisfaire  à  l'équation 


«       y' y   ,   z' z 


a*  6*  c* 

du  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  (i). 

D'autre  part,  l'équation  d'un  plan  tangent  au  cône  (a) 
est 

(4)      — ^^x-x-f-— j^/^H--— j-z-'z  =  o, 

j/',  j^'',  z'^  désignant  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  l'arête  de  contact. 

Exprimons  que  les  plans  (3)  et  (4)  sont  parallèles, 
nous  aurons  les  relations 


a" 

à" 

R» 

or" 

r= 

x' 

b^ 

b' 

R^ 

y 

= 

c» 

c^ 

R^ 

z" 

— 

d'où  l'on  peut  tirer  les  valeurs  de  j:",  y^' ^  z"  que  ron 
transportera  dans  l'équation 

a}^Y^    „         6»— R»    „         c»  — R«    „ 

(5)         _^_.r"»^— j^/'^+— ^z''^  =  o, 

obtenue  en  exprimant  que  les  coordonnées  x'\  y'\  z" 
satisfont  à  l'équation  du  cône  (2). 

L'élimination  de  a;",  y"^  z"  entre  les  quatre  équations 
précédentes  fournit  T équation  suivante  : 

i^J      a^[a^^K')'^  ^»(^»  — R»)"*'r'(c»  — R»)~®' 
laquelle  contient  le  lieu  que  nous  cherchons.   L*éqiia- 
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.ion  (6)  est  celle  d'un  cône,  lieu  des  positions  des  diamètres 
x>njugués  des  sections  diamétrales  dont  l'un  des  axes  est 
égal  à  2R. 

Pour  mettre  en  évidence  la  nature  du  lieu  géométrique 
que  je  cherche,  je  remarque  que  dans  le  système  des  équa- 
tions 


.r'2        j"         «" 


(7)        < 


\  ^-^■^^-7^  =  ^ 


.r'»  r'2  z" 

-+-  T-rr- zr^  H ; r  =0 


fl»(a»— R»)        6'(6'— R»)        c»(c»  — R») 


qui  le  définissent,  on  peut  remplacer  Tune  des  équations 
par  une  autre  obtenue  en  retranchant  la  seconde  de  la 
première,  ce  qui  donne 

jc'*  y''  3'* 

Cette  équation  (8),  avec  la  première  du  groupe  (7),  donne 
le  lieu  cherché. 

Or,  il  est  facile  de  voir,  en  supprimant  les  accents  de- 
venus inutiles,  que  la  première  équation  du  groupe  (7) 
est  celle  de  rellipsoïde  proposé  ;  Féquation  (8)  est  celle 
d'un  hyperboloïde  homofocal  coupant,  par  suite,  ortho- 
gonalemeut  rellipsoïde  proposé.  Donc  l^ intersection  de 
ces  deux  surfaces  est  une  ligne  de  courbure  sur  chacune 
d^elfes,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Remarque.  —  Soient  R,  R'  les  deux  demi-axes  d'une 
section  faite  dans  un  ellipsoïde  par  un  plan  diamétral  ; 
a,  £,  c  les  trois  demi-axes  principaux;  si  a  est  le  plus 
grand,  c  le  plus  petit,  si  en  outre  R  est  plus  grand  que 
R',  on  aura  les  inégalités 

^>R>/^>R'>r. 
11  résulte  du  théorème  précédent  que  les  deux  lignes  de 
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courbure  qui  passeut  au  point  de  cou  tact  do  ^an  Uageot 
parallèle  au  plan  diamétral  (R,  TV)  seront  données  pir 
les  équations 


\ 


x»        r^        »» 


qui  représentent  trois  surfaces  homofocales  et  faisant 
partie  d'un  système  triple  de  surfaces  orthogonales.  Il  est 
aisé  de  reconnaître  que  la  première  étant  un  ellipsoïde, 
la  seconde  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  et  la  troi- 
sième un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Corollaire,  —  Si  on  prend  les  pôles  des  plans  tangents 
à  un  ellipsoïde,  par  rapport  à  un  autre  ellipsoïde  dont 
les  axes  soient  les  inverses  des  moyennes  proportion- 
nelles des  axes  du  premier  pris  deux  à  deux,  on  a  la  con- 
séquence suivante  : 

Le  Heu  des  pôles  des  plans  qui  touchent  V ellipsoïde 
aux  dii^ers  points  d\ine  ligne  de  courbure  est  une  conique 
sphcrique  située  sur  le  cône  asymptote  de  l 'hyperbo- 
loïde homofocal  qui  détermine  la  ligne  de  courbure. 

Le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  représenté  par  la  pre- 
mière des  équations  (9)  a  pour  équation 

x\  y',  z'  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact. 

Désignons  par  Ç,  r/,  ^  les  coordonnées  du  pôle  de  ce 
plan  par  rapport  à  rellipsoïde 
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tout  les  axes  sont  les  inverses  des  moyennes  géomëlriques 
les  axes  du  premier  pris  deux  à  deux. 

On  sait  que  les  coordonnées  du  pôle  d'un  plan  par  rap- 
porl  à  une  surface  du  second  ordre  (ii)  permettent  d'é- 
crire l'équation  de  ce  plan  sous  la  forme 

Si  les  équations  (lo)  et  (la)  représentent  le  même  plan, 
on  doit  avoir  les  relations 

rt»  V^  c' 

Si  l'on  tire  de  ces  relations  les  valeurs  de  j:',  y^  z\  et 
qu'on  les  porte  dans  les  deux  premières  équations  du 
groupe  (9)  par  exemple,  ce  qui  exprime  que  le  point 
(ar',  y'j  z')  décrit  une  ligne  de  courbure  de  l'ellipsoïdei 
on  en  déduit 

(.3)  ç'  +  ..-HÇ^=-^, 

ce  qui  montre  que  le  pôle  [\,  y;,  ^)  se  déplace  sur  une 
sphère  ^  on  a  de  plus  par  la  seconde  équation 

fl'ç'  b'ri^  c^X:*     _       I 

a^  —  R'  "^  /^»  — R'  "^  c'  — R»  "^  nH^c^' 

d'où,  en  retranchant  de  la  précédente, 

V  »î'  Ç' 

équation  du  cône  asymptote  de  Thyperboloïde  représenté 
par  la  seconde  équation  du  groupe  (9). 

Donc  le  lieu  des  pôles  (g,  r,,  Ç)  est  représenté  par  l'en- 
semble des  équations  (i3)  et  (i4)«  c.  q.  f.  d. 
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SOLUTION  DE  LA  ODRSUOR  052 

(Toir  pave  IfO)  ; 

Pae  m.  LEMASNE, 

Élève  du  lycée  de  Vendôme  (classe  de  M.  Janlroid). 


Soient  P  et  V  deux  polyèdres  coni^exes  semblaUes 
et  semblablement  placés,  le  premier  intérieur  au  second. 
Prenons  sur  chaque  face  de  P'  un  point  et  joignonsJe 
aux  sommets  de  lajace  homologue  du  polyèdre  P.  Nous 
formerons  ainsi  un  polyèdre  Q,  à  faces  triangulaires^ 
inscrit  dans  le  polyèdre  P'  et  circonscrit  au  polyèdre  P. 
Soit  Q'  un  quatrième  polyèdre  formé  en  joignant  un 
point  pris  sur  chaque  face  de  P  aux  sommets  de  la 
face  homologue  de  P'.  En  désignant  par  P,  P',  Q,  Q', 
les  volumes  des  quatre  polyèdres,  on  aura 


d*oà  Von  déduira 


QQ'  =  PP'     et 


Q'        V  P' 


Les  polyèdres  P'  et  P  étant  semblables  et  semblable- 
ment  placés,  et  le  polyèdre  P  étant  intérieur  au  po- 
lyèdre P',  les  droites  qui  joignent  les  sommets  homolo- 
gues concourent  au  centre  de  similitude,  qui  est  intérieur 
aux  deux  polyèdres. 

Soient  H  et  A  les  distances  du  centre  de  similitude  â 
deux  faces  homologues^  on  a 


H 

1 


VP' 
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Ce  rapport  est  constant,  ainsi  que  les  suivants  : 

H— A       B—h 

Cela  posé)' le  volume  Q  est  égal  au  volume  P,  plus  la 
somme  des  pyramides  ayant  respectivement  pour  bases 
les  faces  de  P  et  leurs  sommets  sur  les  faces  de  P,  somme 
que  je  représente  par  S. 

Soit  Â  Tune  de  ces  pyramides,  et  A'  la  pyramide  ayant 
pour  sommet  le  centre  de  similitude  et  même  base  que  la 
pyramide  A .  On  aura 

A  _  H  —  h 

A'  "~       h     ^ 

Le  second  membre  étant  constant,  si  on  représente  par 
B  et  B',  C  et  C, . . . ,  les  autres  pyramides  analogues,  on 
aura 

ABC  e— A       S 


—  » 


A'        B'       C  h  P 

puisque  Ton  a 

P  =  A'  4-  B'  -+-  C  -h  . .  . , 

d'où 

S  =  P.  — : — 5 


et  par  suite 


H  — A       «    H 


Q  =  P4.p.  — — =p.  _.  =  ^pî'P'. 

Le  volume  Q'  est  égal  au  volume  P^  moins  la  somme 
des  pyramides  ayant  respectivement  pour  bases  les  faces 
de  P',  et  leurs  sommets  sur  les  faces  de  P  -,  je  représente 
cette  somme  par  S'. 

Soit  M  une  de  ces  pyramides,  et  M' la  pyramide  ayant 
pour  sommet  le  centre  de  similitude  et  même  base  que  M. 
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On  aura 

M^  ^      H      ' 

Le  second  membre  étant  constant,  si  on  représente  par  K 
et  N',  R  et  R^ . . . ,  les  autres  pyramides  analogues,  on 
aura 

M        N        R  H  — A       S' 


M' 

~  iN'" 

""R'  ' 

"^  1 

•  •  ■  » 

H 

p?' 

puisque  l'on  a 

P'  = 

M'-f 

N^ 

H-R' 

-f  •  .  . 

•  y 

d'où 

S'  = 

P' 

H  — 
II 

■h 

—  î 

et  par 

suite 

O'—  1 

?'       1 

y    H- 

^-P 

'  *. 

-y 

PP'» 

On  déduit  immédiatement  des  valeurs  de  Q  et  de  Q' 


'  ==  PP'     et     %  =  iV  1 

Q'       V  P' 


QQ 


Note,  —  La  même  question  a  été  résolue,  à  peu  près 
de  la  même  manière,  par  MM.  Bardel]i,de  Milan  ^  Mogni, 
de  Tortone;  Dcmmler,  du  lycée  de  Rouen  (classe  de 
M.  Vincent). 

M.  Laval,  élève  du  lycée  de  Lyon,  commence  par  dé- 
montrer les  deux  dernières  égalités  en  faisant  voir  d'abord 
qu'on  a,  k  désignant  le  rapport  de  similitude  des  deux 
polyèdres  P  et  F, 

Q=P     Q'=P7; 
il  en  déduit  ensuite  les  deux  premières  égalités. 


(  ^:^  ) 


QUESTIONS. 


664.  Dans  tout  triangle  insent  dans  une  conique,  et 
dont  deux  des  côtés  sont  tangents  h  une  seconde  conique, 
le  troisième  côté  enveloppe  une  conique  passant  par  les 
points  d'intersection  des  deux  premières. 

(Ch.  Delevaque  ) 

665.  Sur  des  limaçons  de  Pascal .  —  Etant  donnée 
une  série  de  limaçons  de  Pascal,  décrits  avec  la  même  cir- 
conférence  et  ayant  môme  point  double,  par  ce  point  on 
trace  une  transversale  et  on  fait  passer  une  circonférence 
par  le  point  double  et  par  chaque  point  d'intersection, 
tangente  à  la  courbe  en  ce  point  :  toutes  ces  circonfé- 
rences ont  même  axe  radical^  et  lorsque  la  tT'ansi^er'sale 
tourne  autour  du  point  double,  cet  axe  radical  tourne 
autour  de  ce  point ,  et  le  second  point  commun  à  toutei 
ces  circonférences  décrit  un  cercle. 

(Ch.  Delevaque.) 

666.  Je  transcris  l'équation  de  la  courbe  parallèle  à 
l'ellipse,  trouvée  par  M.  Catalan  [Noui^elles  uinnales, 
t.  m,  p.  553): 

-H  iBa^bH' {x'-i-r'  — •  n'  —  b^  —  />'} 

H-  4(û'j''  -h  b\c'  —  a' A'  —  /;2  /-  —  rrb'Y  —  o. 

1!  faut  démontrer  que 

1*^  Si  l'on  remplace  dans  cette  équation  .r,  )",  k  respec- 


:i72  ) 

livemenl  par  -  .r,  -  y^  -  \Jx^  •+-  j^*,  on   aura   réquation 

^  Ja  H 

de  la  courbe  de  Talbot,  que  M.  Tortolîni  a  obtenue  le  pre- 


mier. 


2"  Si  l'on  remplace  dans  la  même  équation  x,  y^  h  res- 

pectivement  par  -x,    - j^   ArH — V-^  "h j?  on   aura 

22  2 

réquation  de  la  courbe,  enveloppe  des  droites  menées  par 

les  points  de  la  courbe  parallèle  à  Tellipse,  —  -+•  ^=1, 

perpendiculairement  aux  rayons  vecteurs  issus  du  centre. 
{Généralisai ion  de  la  courbe  de  Talbot.)      (Strebor.) 

667.  Théorème  à  démontrer.  —  L'enveloppe  des  cir- 
conférences ayant  leurs  centres  sur  une  circonférence  C, 
et  tangentes  à  un  diamètre  AB  de  C,  est  Tépicycloïde 
engendrée  par  un  point  d*une  circonférence  moitié  moin- 
dre que  C,  roulant  sur  C. 

"Question,  —  Si  l'on  remplace  le  diamètre  AB  par  une 
droite  quelconque,  Tenveloppe  est-elle  encore  une  épicy- 
cloïde?  (E.  Catalan.) 


DES  SYSTÈMES  DE  DEUX  ÉQUATIONS  A  DEUX  INCONNUES; 

Par  m.  Jos.  SIVERING, 
Ingénieur. 


I.  La  résolution  des  systèmes  de  deux  équations  algé- 
briques à  pareil  nombre  d'inconnues  présente,  comme  on 
sait,  deux  sortes  de  difficultés.  Dans  le  cours  des  calculs, 
tantôt  des  solutions  se  perdent,  tantôt  il  s'introduit  des 
solutions  étrangères  à  la  question.  Parmi  les  nombreuses 
recherches  auxquelles  cette  matière  a  donné  lieu,  les  plus 
complètes  sont  celles  publiées  par  M.  Bret  dans  le  XY*  Ca- 
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hier  du  Journal  de  V École  Polytechnique ,  sous  le  titre 
de  Mémoire  sur  la  Méthode  du  plus  grand  commun  dii^i- 
viseur  appliquée  à  V  élimination.  M.  Bret,  en  appliquant 
sa  méthode  à  deux  équations  générales,  Tune  du  sixième, 
Tautre  du  cinquième  degré,  donne  le  moyen  de  former 
une  première  équation  à  une  inconnue  du  cent  vingt- 
deuxième  degré,  qui  contient  les  valeurs  réelles  et  étran- 
gères réunies,  puis  une  autre  équation  du  quatre-vingt- 
douzième  degré,  contenant  les  valeurs  étrangères  seules. 
Ces  équations  formées,  il  reste  à  diviser  la  première  par 
la  seconde,  et  le  quotient  du  trentième  degré,  égalé  à 
zéro,  ne  donnera  plus  que  les  valeurs  réelles.  On  conçoit 
combien  la  formation  d'équations  de  degrés  aussi  élevés 
est  peu  praticable.  Aussi  le  système  de  M.  Bret,  quoique 
plus  complet  qiib  d'autres,  dégénère-t-il  bien  vite  en  une 
méthode  de  pure  spéculation. 

On  a  eu  le  tort,  dans  les  investigations  sur  la  matière, 
de  laisser  les  facteurs  étrangers  s'accumuler,  pour  les 
•  écarter  seulement  lorsque  l'équation  finale  est  formée. 
On  n'avait  pas  tiré  parti  de  ce  que  les  valeurs  étrangères 
s'introduisent  dans  les  polynômes  avant  la  formation  de 
l'équation  finale,  circonstance  qui  permet  de  classer  ces 
valeurs  une  à  une,  au  fur  et  à  mesure  qu'elles  se  pro- 
duisent, sans  en  affecter  les  calculs  extérieurs. 

Nous  établirons  cette  proposition,  qui  est  de  nature  à 
simplifier  la  question  des  valeurs  étrangères;  et  nous 
prendrons  occasion  d'exposer,  en  la  complétant,  la 
théorie  des  valeurs  dites  perdues.  Nous  le  ferons  en  sui- 
vant la  méthode  consistant  dans  l'élimination  successive 
des  premiers  et  derniers  termes,  préparés  par  roultipli- 
cation,  au  lieu  d'employer  le  procédé  des  divisions  suc- 
cessives, toujours  plus  compliqué  et  pourtant  générale- 
ment suivi.  Si  ce  dernier  procédé  obtient  si  souvent  la 
préférence,  c'est  sans  doute  qu'on  livi  attribue  la  facullé 


•^«rr 
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(le  se  prêter  mieux  aux  démon s.tratioii&.  Comme,  cepen- 
dant, la  méthode  que  nous  allons  suivre  est  înoouiest»bk- 
meut  plus  expéditive  dans  les  applications,  il  p'est  pas  sans 
utilité  de  la  raisonner  çt  de  montrer  qu'elle  permet  de 
vaincre  les  difficultés  de  calcul  par  des  m.oyeiis  loul  au&si 
bien  fondés  en  théorie  et  plus  efficaces  dans  la  pratique. 

II.  Etant  données  deux  équations  à  dçi^x  ûju^oonues  x 
et  j  du  w**"™^  degré, 


(0 


(^) 


'^'  -h  {^J  -^  f')  .^""'  H- ...  -h  {cjr'"-'  -j^  .  .  .  _|_  ^)  j: 

-h  é'jT'  -h .  . .  -h/=  o , 


-»r-^V-H...-i-/'  =  o, 


le  moyen  qui  se  présente  naturellement  pour  trouver 
tous  les  couples  de  valeurs  de  jc  cl  de  y  capables  d'y  sa- 
tisfaire, c'est  d'éliminer  une  inconnue  de  manière  à  ob- 
tenir une  équation  finale  ne  contenant  plus  que  Taulre 
inconnue  et  des  nombres  donnés.  Pour  établir  des  for- 
mules d'élimination,  nous  supposerons  les  deux  équations 
ordonnées  par  rapport  aux  puissances  descendantes  de 
l'une  des  inconnues  x,  et  la  seconde  inconnue  j^  envelop- 
pée dans  les  coefficients  de  x,  comme  le  présentent  déjà 
les  expressions  (i)  et  (2). 

Les  équations,  ainsi  préparées,  prendront  la  foime 
suivante,  où  les  coefficients  g*.  A,  A",  /,  etc.,  renfermeront 
y^  mais  pas  x. 


(3) 


(4) 


/  -\-  px^  -f-  qx^  4-  rir  -f-  A  =  o  , 

\  -\-p'x^  4-  q^x^  4-  r'x  -f-  /  =  o. 


Entre  ces  deux  équations  nous  élimiu/çrofis  le  prçmi/tjr 
te;,'me,  en  retranchant  la  seconde  équation  multipliée  par 
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g^  de  la  première  multipliée  par  g' ,  Nous  éliminerons  le 
dernier  terme  en  retranchant  la  seconde  multipliée  par  s 
de  la  première  multipliée  par  s'  et  en  divisant  le  reste 
par  X,  De  la  sorte,  les  équations  proposées  seront  rem- 
placées par  les  suivantes  : 


'»-^— ... 


I  -h  [ps*  —  p' s)^^  -h  [qs'—  q' s) x  -H  [rs'  —  r' s\  =  o . 

Ao  moyen  de  cette  opération,  les  équations  proposées 
(3)  et  (4)  seront  remplacées  par  deux  autres  (5)  et  (6), 
dans  lesquelles  l'inconnue  x  est  abafssée  d^un  degré.  Le 
même  procédé  appliqué  aux  équations  (5)  et  (6),  puis 
successivemenl^ux  couples  d'équations  qui  en  résultent, 
les  abaissera  chaque  fois  d'un  degré.  C'est  ainsi  qu'en  re- 
présentant, pour  abréger,  les  équations  (5)  et  (6)  du 
degré  m  —  i  en  a:  par 

(7)  Ajf'"ï'-|-Bj:«-»-|-Cjr'"-^-4-...4-  Do:» -f- Ej:  —  F  =  0» 

(8)  Fj:"-«-+.G.if^-»-hHx™-=»-h...-hKx'4-Lx-+.M=o, 

01»  trouvera   pour  les  transformées  suivantes  du  degré 
m  —  a  en  X  : 


■jn — 3 


j  (BF-.AG).r«-^4-(CF  — AH)^'' 
^'  \  -+-(EF  — AL)^— (F^  +  AM)  =  o, 


(.  (F' -f- AM).r^2 -+- (BîVH- FG)  x-"-* 

\         -4-(DM-4-FK).TH.(EM-l-FL)=:o, 

puis,  pour  les  transformées  du  degré  m  —  3  en  j', 


).  [(CF  -  AH)  (F'-f- AM)— (RM -H  FG)  (BF  —  AG)> 
i  —[(F»  +  AM)»  -f-  (BF  —  AG)  (EM  -h  FL)]  r=  o, 


•  «  • 


'-'  —  .. 


[(F>-+.AM)»-h  (BF  — AG)(EM-^FL)].r'"■ 
^'^^'    ■  f(EF— AL)(EM  +  FL)4-(DM-hFK)(F'+AM)]  =  o. 
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Ces  opérations,  en  abaissant  chaque  fois  x  d'un  d^;ré, 
conduiront  à  un  couple  d'équations  du  premier  d^ré  en 
X  de  la  forme 

(i3)  ^=f{y)     et    «  =  (p(^-). 

III.  Les  formules  ci -dessus  sont  formées  dans  F  hypo- 
thèse que  les  multiplicateurs,  tels  que  g  et  g\  s  et  5',  soient 
deux  à  deux  premiers  entre  eux.  Nous  maintiendrons 
cette  hypothèse  plus  bas,  dans  Fintérèt  de  la  clarté  des 
démonstrations.  Les  conséquences  seraient  les  mêmes, 
s'il  y  avait  des  diviseurs  communs,  seulement  elles  porte- 
raient sur  les  multiplicateurs  simplifiés.  Si,  par  exemple, 
nous  avions  g' =  yX  et  g^=y'\  les  multiplicateurs  ne 
seraient  plus  g  et  g\  mais  bien  y  et  y',  et  c'est  à  ces  der- 
nières expressions  que  s'appliqueraiexit  lA  propositions  à 
établir, 

IV.  Reprenons  les  équations  (i3).  On  en  déduit  im- 
médiatement/* (^)  =ç  (j^),  qui  ne  renferme  plus  or,  et  qui 
dès  lors  est  l'équation  finale.  Comme  les  égaltlés  n'ont 
pas  été  détruites  par  les  diverses  transformations  opérées, 
il  semble  que  tous  les  couples  de  valeurs  de  x  et  Aej  qui 
satisfont  aux  équations  proposées  satisferont  aussi  aux 
équations  x  =f(y)  Glf(jr)  =  cj)  (j^)_,  et  réciproquement,  de 
sorte  qu'il  ne  resterait  qu'à  résoudre  ces  deux  dernières 
équations.  Cela  serait  exact  s'il  n'était  pas  survenu  de  per- 
turbation dans  le  cours  du  calcul.  Mais  les  facteurs  enj^, 
qui  ont  servi  de  multiplicateurs  pour  l'élimination,  peu- 
vent introduire  dans  les  résultats  des  solutions  étrangères 
à  la  question.  Il  peut  aussi  se  perdre  des  valeurs  apparte- 
nant à  la  question,  par  suite  de  la  suppression,  dans  le 
cours  du  calcul,  de  quelque  facteur  commun  enj*.  Ces 
circonstances  rendent  l'équation  finale  incertaine.  Nous 
allons  nous  occuper  successivement  des  valeurs  étran- 
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gères  et  des  valeurs  perdues,  et  donner  des  moyens  faciles 
de  lever  tous  les  doutes. 

V.  Des  valeurs  étrangères,  —  L'inspection  des  résul- 
tats trouvés  plus  haut  montre  que,  passé  les  équations 
initiales,  la  première  équation  dé  chaque  couple  a  pour 
dernier  terme  le  coefficient,  pris  en  signe  contraire,  du 
premier  terme  de  la  seconde  équation.  C'est  ainsi  que  le 
dernier  terme  de  l'équation  (5)  est  g^ s  — gs\  et  que  le 
premier  terme  de  l'équation  (6)  a  pour  coefficient  gs' — g' s. 
De  même  l'équation  (9)  se  termine  par  le  terme 

—  (F'-f- AM) 

et  l'équation  (10)  commence  par  F*  -h  A  M. 

Ce  sont  précisément  ces  fonctions  qui,   deux  fois 

facteurs  dans  Vélimination,  introduisent  des  solutions 

étrangères  dans  les  résultats.  Ils  se  reproduisent  comme 

facteurs  communs  à  tous  les  coefficients  du  couple  de 

transformées  de  deux  degrés  inférieur  en  x. 

Pour  le,  faire  voir,  il  suffira  de  démontrer  que  l'expres- 
sion F,  qui  occupe  ladite  position  dans  les  équations  du 
[m  —  ij«*"»«  degré  (7)  et  (8),  apparaît  comme  facteur 
commun  dans  les  équations  du  (m  —  3 )»*»««  degré  (11)  et 
(12).  Mettons  dans  ces  deux  dernières  F  en  évidence,  et 
elles  deviendront 


(«4) 


(.5) 


[F(CF»— AFH— B»M-BFG-4-AG>-hACM) 

-hAM(BG  — AH)]^-^ 
[F(AGL  — BEM  — BFL-P  — 2AMF) 

~AM(AM  — EG)]  =  o. 

[—  F(AGL  —  BEM  —  BFL  -  F'  —  2 AMF) 

-4-  AM  ( AM  —  EG)]  ar«-^  + .  . 
-♦-  [F(E»M  —  EFL  —  AL'  -h  F'K 4-  AKM  4-  DFM) 

4- AM(DM  —  EL)]  =  o. 
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La  fonciioQ  F  se  trouve  être  eisplieiteweni  facceur  con- 

mun  à  une  partie  des  coefficients.  U  reste  à  faire  fcir 
qu'elle  Test  aussi  dans  Tautre,  savoir,  dans 

BG  — AH,     AM  — KG,...,     DM  —  EL. 

A  cet  effet,  remarquons  que  les  coefficients  des  équa* 
tions  (7)  et  (8)  ne  sont  que  des  abréviations  de  ceux  des 
équations  (5)  et  (6),  que  nous  avons 

et  ainsi  de  suite.  U  viendra  donc 

BG  —  AH  =  (g'Â-  —  gk')  [hs'  —  h's)  —  {g'h-^gh')  (XV  —  k's) 
=  (^/_  g»s)  [h'k  —  M^')  =  F  (h'k  -  /i/^>, 

AM  —  EG  =  [g'fi—gh')  [rs'—r's]  —  {g'r—gr')  [hs' -^  h' s) 
=  {gs^  —  g' s)  [hr' -- h' r)  =  "P  [br' —  h' r), 

ïm^^L={g'q^gq')[r,^  --r's)^{g'r—gr')\qs^^q's\ 
=  [ë»'  -  g' s)  [qr'  -  q'r)  =  Y  {qr^  -  q^ ^. 

On  trouve  donc  F  comme  facteur  commun  à  tous  les 
termes  des  coefficients  des  équations  (i  1)  et  (12).. 

VI.  Cette  propriété  iinporlaiile  donne  le  moye»  de 
débarra-sser  les  équations  des  facteurs  étrangers  k  mesarc 
qu'ils  se  produisent.  A  cet  eflet,  il  faust  dwiser  chaque 
couple  de  transformées  par  le  coefficient  qui  termine  la 
première  et  commence  la  seconde  des  deux  équations 
formant  le  couple  de  deux  degrés  plus  élei^é  en  x. 

Cette  opération  n'aura  pas  seulement  l'avantage  d'écar- 
ter les  valeurs  étrangères,  mais  elle  simplifiera  encore 
singulièrement  les  calculs  ultérieurs. 

F  n'est  pas  le  seul  multiplicateur  qui  serve  à  passer 
des  transfornftées  du  degré  m  —  i  aux  transformées  sui- 
vantes; il  y  a  encove  A  et  M.  Mais  ces  expressions  ne 
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peuvcmi  devenir  facteurs  communs  au  même  titre  que  F; 
c'est  ee  qu'il  est  aisé  de  reconnaître  à  l'inspection  des  ré^ 
suUatSi  trouvés  (i4)  et  (i5).  Seulement  A  et  M  contri- 
buant ^  former  dans  le  degré  m  —  2  le  faclear  généra- 
teur de  solutions  étrangères,  facteur  qui  sera  F*-f-  AM. 

Vn.  Quand  l'une  des  équations  (ï3),  par  exemple 
x-=f[y)^  présente  la  valeur  de  x  sous  une  forme  suffisam- 
ment simple,  on  peut  s'assurer  de  l'exactitude  des  résul- 
tais de  la  manière  suivante.  On  remplacera  x  par  sa  va- 
leurjr(^)  dans  les  équations  proposées  (3)  et  (4).  On  aura 
alors  deux  équations  en  y  seule,  qui  devront  exister  si- 
multanément, et  dont,  par  conséquent,  le  plus  grand 
eon»mun  diviseur  formera  la  véritable  équation  finale. 

Vin.  Des  "Valeurs  perdues,  —  Des  solutions  inhérentes 
à  la  question  se  perdent  lorsque  dans  l'une  des  transfor- 
mées on  trouve  un  facteur  commun  à  tous  les  coefficients 
des  termes  en  x^  et  qu'on  supprime  ce  facteur  comme 
inutile.  Supposons  que  Y  soit  un  pareil  facteur,  trouvé 
pour  la  première  fois  dans  l'équation  (9)  et  autre,  bien 
entendu,  que  les  facteurs  générateurs  de  valeurs  étran- 
gères. 

Ce  facteur  Y  sera  un  polynôme  premier  a^ec  les  coef- 
ficients A  et  F  des  transformées  précédentes. 

Pour  le  faire  voir,  on  peut,  en  vertu  de  Phypothèse, 
poser  des  identités  de  la  forme 

AG  =  PY,     CF  —  AH  rr:  Qir, . .  . , 
AL  ~RY,      F^  +-AM  =  SY,    .. 


^''^       (ef- 


Si  Y  avait  un  facteur  commun  fx  avec  A,  par  exemple, 
les  termes  AG  et  PY  de  la  première  des  identités  (16) 
seraient  affectés  de  ce  facteur  fx,  donc  l'autre  terme  BF  le 
serait  aussi.  Or,  F  étant  premier  avec  A  (III)  ne  pour- 
j'ait  pas  l'être,  ce  serait  donc  B  qui  aurait  (jl  pour  diviseur. 


■■ 
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Les  identités  suivantes  montrent  que  C, .  • . ,  R  seraient 
dans  le  même  cas.  Par  conséquent  Téquation  (7)  admet- 
trait un  facteur  commun  (x,  contrairement  à  l'hypothèse 
qui  veut  que  ce  facteur  apparaisse  pour  la  première  fois 
dans  l'équation  (9). 

IX.  Le  facteurY^  commun  à  V équation  (9),  lésera 
aussi  à  l  *  équation  (10). 

Le  premier  coefficient  de  Téquation  (10)  vaut  — ST 
et  admet  Y  comme  facteur.  De  plus,  les  identités 
BF  —  AG  =  PY  et  F*  -+-  AM  =  SY  étant  multipliées 
respectivement  par  M  et  G,  puis  ajoutées,  donneront 
F  (BM  H-  FG)  =  (MP  +  GS)  Y,  identité  dans  laquelle 
F  est  premier  avec  Y,  et  qui  partant  ne  peut  exister 
qu  autant  que  BM-hFG  soit  affecté  du  facteur  Y.  Donc 
le  coefficient  du  terme  en  x"*"'  de  l'équation  (10)  est  di- 
visible par  Y.  Au  moyen  des  autres  identités  (16),  on 
peut  démontrer  de  même  que  les  coefficients  ultérieurs 
de  l'équation  (10)  sont  divisibles  par  Y. 

X.  En  posant  Y  =  o,  les  équations  [^j)  et  (%)  se  ré- 
duisent à  une  seule  et  même  équation. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  les  identités  (16) 

donnent 

^       PY-HAG         _       QY  +  AH 
B- p ,       C= , 

^       RY  -+-  AL        ^       SY  —  AM 
E==— ^^,       F  =  — ^^ 

Ces  expressions  de  B,  C,  E,  F,  étant  remplacées  dans 
Téquation  (7),  la  transforment  en 

PY-f-AG  RY-+-AL         SY  — AM 

A-r"'-  H p a:«.->4-...H x p =  o. 

F 
En  faisant  maintenant  Y  =  o  et  multipliant  par  -' 

on  obtient  Téqualion  (8). 


(  38.  ) 

XI.  L* équation  Y  =  o  e^  l'une  ou  Vautre  des  transfor* 
mées  (7)  et  (8)  forment  un  système  de  solutions  du 
problème^  et  sont  le  seul  système  auquel  donne  lieu  le 
polynôme  Y  annulé. 

D'abord  nous  pouvous  admettre  que  les  équations  (7) 
et  (8)  ne  renferment  pas  de  valeurs  étrangères,  puisque 
nous  avons  appris  à  les  écarter  dès  leur  formation. 
D'ailleurs,  ces  transformées  dérivent  des  équations  ini- 
tiales, et  sont  satisfaites  Tune  et  Tautre  par  Y=  o.  Enfin 
le  facteur  commun,  n'étant  apparu  que  dans  les  transfor- 
mées (9)  et  (10),  ne  peut  avoir  fait  évanouir  des  solu- 
tions dans  les  transformations  précédentes,  de  sorte  qu'iV 
serait  superflu  de  remonter  aux  équations  initiales  pour 
les  combiner  as^ec  le  facteur  égalé  à  zéro,  dans  V espoir 
d^ obtenir  un  plus  grand  nombre  de  solutions, 

XII.  Ainsi,  pour  retrouver  les  valeurs  dites  perdues, 
il  faut  procéder  comme  suit  :  Dès  que,  dans  Vune  des 
transformées  y  il  se  présente  un  facteur  commun  en  y  y 
autre  que  celui  générateur  des  solutions  étrangèreSy  il 
faut  égaler  ce  facteur  à  zéro  y  remplacer  les  valeurs  dey 
que  cette  équation  donnera  dans  Vune  ou  Vautre  des 
transformées  de  V ordre  précédent,  laquelle  donnera  à 
son  tour  les  valeurs  correspondantes  de  x.  On  continuera 
ensuite  l'élimination  sur  les  transformées  débarrassées  du 
facteur  commun,  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  les  équations 
finales 

•^  =/(/)»      •^=?(j)       t^t     /( j)  =r  ç  (j), 

qui  donneront  les  autres  systèmes  de  valeurs  des  incon- 
nues. 

Nous  avons  démontré  que  le  facteur  Y,  commun  à 
Tune  des  transformées,  l'est  également  à  l'autre  transfor- 
mée du  même  couple.  Si  donc  on  négligeait  de  le  suppri- 
mer, il  se  reproduirait  dans  les  transformées  suivantes. 


(  38.  ) 
Kn  l*égalant  alors  à  zéro,  et  eii  remontant  d'un  d^gre,  on 

trouverait  évidemment  pour  x  des  valeurs  de  la  forme  -• 

0 

Il  est  donc  essentiel  de  supprimer  les  facteurs  communs 
des  coefficients,  dès  qu'ils  se  présentent^  non -seulement 
pour  simplifier  les  calculs,  et  pour  obtenir  toutes  Ifes  so- 
lutions du  problème,  mais  encore  pour  ne  pas  être  con- 
duit à  des  résultats  propres  à  induire  en  erreur. 

XIII.  Quoique  les  valeurs  perdues  ne  fassent  pas 
partie  de  celles  que  donne  Téquation  finale,  leur  existence 
n'est  pourtant  pas  un  incident,  mais  un  phénomène  tout  à 
fait  normal.  L'équation  de  la  forme  x  =y(j^),  que  donne 
l'élimination,  n'attribue  à  x  qu'une  valeur  pour  chaque 
valeur  de  y.  Or,  il  est  de  l'essence  des  systèmes  de  deux 
équations  à  pareil  nombre  d'inconnues  d'un  degré  supé- 
rieur au  premier,  et  il  doit  arriver,  généralement  parlant, 
que  plusieurs  valeurs  de  x  correspondent  à  une  même 
valeur  de  jr.  Quand  cette  circonstance  se  présente,  l'ana- 
lyse doit  l'indiquer  par  un  indice  quelconque,  et  c'est 
précisément  alors  qu'apparaissent  les  facteurs  communs. 
Les  solutions  données  par  ces  derniers  sont  donc  pour  le 
moins  aussi  conformes  à  l'esprit  du  calcul  algébrique  que 
celles  données  par  l'équation  finale. 

La  théorie  qui  vient  d'être  exposée  sur  les  équations  à 
deux  inconnues  en  réduit  la  résolution  à  celle  d'équa- 
tions à  une  inconnue,  que  nous  sommes  parvenu  à  pré- 
parer de  manière  à  ne  renfermer  ni  plus  ni  moins  que  les 
solutions  cherchées,  et  qui,  dès  lors,  peuvent  être  traitées 
par  les  procédés  en  usage  pour  les  problèmes  à  une  in- 
connue. Cette  théorie  permet  en  outre  de  réduire  à  leur 
forme  la  plus  simple  les  polynômes  sur  lesquels  on  a  be- 
soin d'opérer. 

Il  nous  reste  h  Tappurer  de  quelques  applications. 


(  38:5  ) 

jippUcations,  —  Soient  à  résoudre  les  deux  équations 
du  quatrième  degré 

JC*  -h  J^  H- JT-'^' I  '  J>^' ^y^  —  ^y  —  6  =::r.  O, 

X*  -f-  Jr'  -H  j:j  —    9/^  —  2  j'  —  5  j  —  6  =r  O. 

Les  transformées  du  troisième  degré  seront 

(2/*-f-  3j'  -f-.r)  x^H-  ( —  97*  — 2 j' —  57  —  6).r» 
-h  ( —  9.r*  -h  97=*  -h  6  )  x  -h  1 1  j^*  -I-  5.r'  -f  67'-+-  (îr  =  o. 

Les  transformées  suivantes  du  deuxième  degré  devien- 
dront, toutes  multiplications  faites, 

(27*  -+-  10^^-1-47  ■+"  6}x'  H-  (77* 19.J)'-'*  —  )•-  —  ())  .r 

—  4y«-f- 127*-+-  247^ -h  117'-+-  7r=»4-6j)  =  o, 

(47*  +  127'  -h  247*  "^  I  f  7^ -h  77^-4-67)  x^ 
—  (187*  -h  207*  -f-  3l7*  -H  287*  -h  287'  +  12j)  jc 
-H  (—  187'  —-97*  -+-  7:^''  -*-47*-l-67'H-  127^  -♦-  6  y)  —  o. 

Nous  aurons  ensuite  pour  transformées  du  premier 
d^ré 

(647''  -H  2567»  -h  2827»  -f-  2167'  -f-  3837" 

-h  3737*  -+-  1957  «  4-  1887=»  H-  1447*  -h  367)  .r 

—  ,  167'^-!- 607"^  1387'» -+-5887'» 

9027*  -f-  6627'  H-  6597*  -f-  632  7* 

2897*  +  1687=»-}-  13272  4-  367)  =  o, 
et 

(167'=' -+-607"  +  i387'»~+- 588.1»  -1-9021  " 

H-  652^  '  H-  6597''  -h  6327*  -+-  2897*  H-  1687  ' 

-f-  i32r^  -f-  367)  j"  —  (727''  -h  42->.7"  -+-  6437'" 

-h  987^  ■'  -f-  i565,r*  -h  1490.)^  -f-  1279)*  4-  1073^^ 

-H  {>(k)7'  -f  2(>4.)  '■  4-  '447'  +  3()7)  =  o. 


(  384  ) 
Ainsi  que  nous  l'avons  démontré  (V),  ces  deux  équa- 
tions doivent  avoir  pour  facteur  commun  Texpression 
2j^'  -h  Zy^  ~^yi  1"^  ^^^  Vun  des  coefficients  des  transfor- 
mées du  troisième  degré.  En  effet,  en  divisant  les  deux 
équations  du  premier  degré  par  aj^' -f- 3j^* -+•  j"^  nous 
trouvons  les  quotients  exacts 

(32j'-f- 8oj-«4- 5^*4- 607* H-99j»4-8j»-h  36jr-H36)x 
—  (S^^-f-  iSj^H-  38j'  H-  2287«4-9o/*H-  777* 
i69>-^+24r'-H  ^4^-+-  36}  =  0 


et 

(87»  H-  i8jr»  -+-  38j'  -+-  2287«  +  gor'  H-  77r* 

-h  1697'-+-  24j'4-  247  H-  36)  a: —  (367* -h  i^^y* 
-+-687'  -h  3i37®-i-  279/*  4-  1707*  -h  245^' 
+  84r'-h36j'-+-36)  =  o. 

Ces  deux  transformées  du  premier  degré  en  x  donnent 
pour  équation  en  y  seule 

64j'«  4-  2287"  —  2207  •«  —  28887'*  —  38247'* 
-+-  33997'^  ■+-  170087'*  H-  41247"  -f-  64057'* 
-f-  i583i7'  —  71097^ —  79047'  —  2o347* —  104927* 
—  71047*  —  23767*  —  23o47'  —  8647  =  o. 

Conformément  à  la  règle  établie  (V),  cette  équation 
doit  encore  être  divisée  par 

47**  -h  127*  -h  247*  -f  1 17'  H-  7  J'  -H  67, 

coefficient  qui  termine  Tune  et  commence  l'autre  des 
transformées  du  second  degré.  La  division,  étant  opérée, 
donnera  pour  véritable  équation  finale 

167  "H- 247" — 2237'® —  2417*4-101 17' — 1907'  —  2277* 
-h  8287^  —  ^Q&x^  —  3527*  -+-  1207'  —  2167 —  i44  =  o, 


(  38fî  ) 

dansLlaquelle  les  valeurs  réelles  de  y  sont  —  0,732,  -+-  i , 
-+-  a  et  4-  2,732. 

Toute  autre  méthode  que  celle  employée  aurait  con- 
duit à  des  polynômes  d'une  puissance  bien  plus  élevée. 

Soit  proposé  pour  second  exemple  : 

x'  -h  {3jr  —  i)-^'  —  (    >''  +-  '^'X  H-  fi)  j:  —  i2j'  =  o, 
JT»  -h  (ajr  -h  î)  A^  —  (2r-  -h  y  y  H-  9)  j:  —  i5j^  =  o. 

L'élimination  des  premiers,  puis  des  derniers  termes 
donne  les  deux  transformées  suivantes  : 

.t} -\'[^y  —  QJ\.T.  4-  3 j *  —  2 j  —  4  =  0. 

L^élimination  suivante  donnera 

(—67» -h  23/—  î7)^-|-8j'  — 8  =  0, 
(— 8j»-h8).r  —  i8j*  4-  25.r'— j'— 2j  —  4  =  0- 

Ces  deux  équations  ont  un  facteur  commun  y  —  i . 
Avant  de  le  supprimer,  combinons-le  avec  Tune  ou 
l'autre  des  transformées  du  second  degré  en  j:,  et  nous 
aurons 

x^  —  2jr  —  3  =  0. 

Il  y  a  donc  un  premier  système  de  valeurs,  représenté  par 
y  —  1=0     et     X-  —  IX  —  3  =  0. 

Nous  aurions  obtenu  les  mêmes  valeurs,  mais  nous 
n'en  aurions  pas  eu  d'autres,  en  remplaçant  y  par  i  dans 
les  équations  initiales.  Celles-ci  seraient  devenues 

.r*  -f-  2.r'  —  I  I  X  —  12  =:  (j:  -f-  4)  [x}  —  ix  —  3 )  =  O 

et 

-c*  H-  3  x'  —  1 3  .T  —  1 5  =  (  j:  +  5  )  (  .r*  —  ix  —  3  )  =  o. 

Dans  ces  équations  les  facteurs  a:  -f-  4  et  x  -f-  5  ne  peu- 
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(  386  ) 

veut  s'anéantir  ensemble,  ei  c'est  le-plos  grand  commun 
diviseur  x'—  ix — 3  qui,  égalé  à  zéro,  donne  les  valeurs 
de  X  correspondantes  à  j^'^—  i  =  o,  comme  nous  l'avions 

déjà  trouvé. 

Les  transformées  du  premier  degré  en  x  étant  mainte- 
nant débarrassées  du  facteur  commun  y  —  i  deviendrom 

(6 j  —  1 7  ")  X  —  8  j  —  8  =  o 

et 

(8^ -+- 8)  X  4- i8j^  —  7r'  — 6/ —  4  =  o. 

On  en  déduit 

ou  bien 

4-  io8/*—  348 j' 4-  i47J^  -H  2067  +  i32  =  o. 

Telle  est  la  véritable  équation  finale,  attendu  que,  dans 
les  transformées  antérieures  de  deux  degrés  ou  plus,  il  ne 
s'est  pas  trouvé  de  fonction  en^  formant  le  dernier  coef- 
ficient de  l'une  et  le  premier  de  F  autre.  La  fonction  de 
Tespèce  %y  -f  8  ne  remonte  que  d'un  degré  et  n'intro- 
duit pas  de  valeurs  étrangères  dans  l'équation  finale. 

Comme  Tune  des  équations  en  x,  savoir 

(6/  —  I7).r  —  8j^  —  8  =  0, 

est  assez  simple,  on  peut,  comme  il  a  été  dit  (^11)»  s'as- 
surer de  l'absence  des  valeurs  étrangères  dans  réquation 
finale,  en  substituant  dans  les  proposées  à  x  sa  valeur 

-T Les  équations  proposées  deviendront  alors 

—  f;48j«  +  5436y*  —  i5i!?.6.r* 
~l-  144^7/^  "*~  890J*  —  25oo  r  —  4^'^4  =^  ^5 
—  3240/'' -h  26964 j*  —  75i5or* 
726877'  -h  3744  J^ —  13176/"  —  21 384  =  o. 


(38;  ) 

La  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  onlre 
ces  deux  polynômes  montrera  qu'ils  valent 

ïo8 jr^  —  348 j'  -h  147  J^  -^  0.06 X  -h  i3'2 

muliiplié  respectivement  par  —  6j^  -h  3i/ —  3a  et  par 
—  3o^*  -+- 1 53j^  —  162  y  c'est-à-dire  qu'ils  ont  pour  plus 
grand  commun  diviseur  l'expression  que  nous  avons  trou- 
vée pour  équation  finale,  ainsi  que  cela  doit  être. 


QUESTION  647 

(foirp.  144): 

Solution  de  M.  L.  AUTOS,  d'Athknes. 


I. 
L'équation  de  Tellipse  rapportée  à  ses  axes  est 

Si  Ton  appelle  s  Tangle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  x^ 
on  a 

tani»  £  =r ; 

^  a'  Y 

le  valeurs  de  X  et  de  Y,  tirées  de  ces  deux  équations, 
sont  : 

/l' sin  €  ,^  —  h^  cos  c 

v'//'  sin'i  -H  b^  ros-e  \'a^  sin'i  -h  b  cos' g 

Soient  /une  longueur  portée  sur  la  tangente  à  partir  du 
point  de  contact,  et  x,  y  les  coordonnées  de  l'extrémité 
de  /;  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(^)  D'  =  /ï'sin2s  + ^'cos'c, 

9.5. 


(  388  ) 
le  principe  des  projections  donne 

jr  = /cosi -+- — -  sms,     j^=/sin«  —  —coss. 

L'élimination  de  e  entre  ces  deux  équations  donnera  une 
relation  entre  œ  ety,  qui  sera  Téquation  du  lieu.  Cette 
élimination  exige  quelques  précautions. 

Divisons  la  première  des  équations  précédentes  par  a 
et  la  seconde  par  &,  élevons  au  carré  et  ajoutons;  nous 
aurons 

Cette  équation  donne  Tauxiliaire  D  en  fonction  de  x^)  \ 
si  à  Téquation  ($)  on  joint  la  relation 

sin's  -]-  oos^E  =  1, 

la  résolution  de  ces  deux  équations,  par  rapport  à  cos£, 
sine,  donnera  les  égalités 

fl'  — D^  D'  — ^' 

cos^  6  =  :: ?      sin^  s  = ;: y 


c"  c' 


dans  lesquelles,  pour  abréger,  l'on  a  posé  a*  —  i*  =  à. 
Si,  maintenant,  on  multiplie  la  valeur  de  x  par  sins,  la 
valeur  de  j  par  cos  e,  et  qu'on  les  retranche  l'une  de 
l'autre,  il  viendra 

X  sin  e  —  y  cos  e  =  D  ; 

en  remplaçant,  dans  cette  équation,  sine,  cose  et  D  par 
leurs  valeurs  trouvées  ci-dessus,  on  obtient  finalement 


(y)  

=:±:c  V«'j^'^-+-  b'x^—  a^b\ 
qui  est  Téquation  du  lieu.   Si  Ton  chasse  les  radicaux,  on 


(389  ) 
ura  Téquation 

=  4c2x^(flV-h  b^x^  —  aH^)  [[a^y'^^b^x^  —  b^{a^-^l^)\, 
ui  est  du  huitième  degré. 

IL 

Conservons  la  forme  radicale  (7)  de  Téquation  du  lieu, 
>arce  qu'elle  se  prête  mieux  à  une  discussion  facile. 

Si  Ton  égale  à  zéro  chacune  des  expressions  placées  sous 
es  premiers  radicaux,  on  a 

^2^2  _|_  ^2  j,2  _  ^a  ^^2  4.  Z^')  =  o, 
rt^jî  -f.  b^x^  —  a^  {b'  -H  /')  =  o. 

Ze  sont  les  équations  de  deux  ellipses  concentriques  à 
'ellipse  proposée,  semblables  et  semblablement  placées, 
a  première  étant  intérieure  à  la  seconde. 

La  simple  inspection  de  l'équation  radicale  {y)  de  la 
:rourbe  montre  que  cette  courbe  est  toute  comprise  entre 
[es  deux  ellipses  auxiliaires  dont  nous  venons  de  parler, 
car  pour  tout  point  situé  intérieurement  à  la  première  le 
premier  radical  est  imaginaire,  et  pour  tout  point  exté- 
rieur à  la  seconde  le  second  radical  devient  imaginaire. 
On  voit  aussi  qiie  la  courbe  est  tangente  à  la  première 
ellipse  en  quatre  points  symétriques  deux  à  deux,  par  rap- 
port aux  axes,  les  équations  de  ces  quatre  points  étant 

et  qu'elle  est  aussi  tangente  à  la  seconde  ellipse  en  quatre 
points  symétriques  deux  a  deux  par  rapport  aux  axes,  les 
équations  de  ces  points  étant 

La  courbe  est  formée  de  deux  anneaux  distincts  :  h; 


(39») 
premier  anneau  est  le  lieu  des  exlrémi tés  de  /  comptée 
d'un  côté  de  la  tangente  à  partir  du  point  de  contact,  et  le 
second  anneau,  le  Heu  des  extrémités  de  /  comptée  de 
Tautre  côté  de  la  tangente  à  partir  du  point  de  contact. 
Ces  deux  anneaux  s'entre-croisent  en  quatre  points  si- 
tués sur  les  axes,  et  symétriques  deux  à  deux  par  rapport 
au  centre. 

Si  l'on  suppose  que  la  tangente  à  rellipsé  donnée  glisse 
sur  cette  courbe  de  gauche  à  droite  a  partir  de  Fextrémité 
positive  du  petit  axe,  et  qu'elle  porte  la  longueur  /  comp- 
tée de  gauche  à  droite  à  partir  du  point  de  contact,  lex- 
trémité  de  /  dans  sa  position  initiale  marquera  le  point 
QÙ  la  courbe  touche  l'ellipse  auxiliaire  intérieure.  Dans  le 
mouvement  de  la  tangente,  l'extrémité  de  /  s'éloigne  de 
plus  en  plus  de  la  circonférence  de  l'ellipse  intérieure, 
rencontre  Taxe  des  x  en  un  point  situé  entre  les  deux 
ellipses  auxiliaires,  et  ensuite  rencontre  l'ellipse  exté- 
rieure au  point  de  contact  de  la  courbe  avec  cette  ellipse. 
A  partir  de  cet  instant,  elle  s'éloigne  de  l'ellipse  exté- 
rieure, rencontre  l'axe  desj^  en  un  point  situé  entre  les 
deux  ellipses  auxiliaires,  et  se  rapprochant  de  plus  en  plus 
de  l'ellipse  intérieure  la  rencontre  au  point  de  contact  de 
cette  ellipse  avec  la  courbe.  Ce  point  de  contact  est  le  sy- 
métrique du  point  initial  par  rapport  au  Centre,  et  à  par- 
tir de  ce  point  les  mêmes  accidents  se  reproduisent,  et 
dans  le  même  ordre  que  dans  la  première  moitié  de 
l'anneau. 

Si,  dans  le  mouvement  de  la  tangente,  on  avait  porte' 
la  longueur /sur  cette  tangente  à  partir  du  point  de  con- 
tact, mais  du  côté  opposé,  l'extrémité  de  /aurait  engendré 
l'autre  anneau.  11  est  aisé  de  voir  que  ces  deux  anneaux 
sont  égaux,  et  qu'on  les  amènerait  à  coïncidence  en 
faisant  tourner  le  premier  autour  du  centre  de  l'ellipse, 
de  façon  que  l'un  des  rayons  de  l'anneau  prît  une  position 
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symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  Xy  ou  par  rapport  a 
Taxe  des  jr. 

III. 

Si  Ton  suppose  /  égale  à  zéro,  Téquation  du  lieu  de- 
vient : 


Le  premier  facteur  est  imaginaire;  le  secoud,  égalé  à 
zéro,  donne  l'équation  de  l'ellipse  proposée,  comme  cela 
se  voit  à  priori. 

Si,  dans  l'équation  (y),  on  suppose  &  =  «,  d'où  c  =  o, 
cette  équation  devient 

On  voit  donc  que,  lorsque  l'ellipse  proposée  dégénère 
en  cercle,  le  lieu  (y)  se  réduit  à  un  cercle  concentrique 

dont  le  rayon  est  y/a^  -f-  /*,  ainsi  qu'on  peut  le  recon- 
naître directement. 

Terminons  par  l'énoncé  des  deux  théorèmes  suivants, 
qui  se  démontrent  sans  difficulté. 

1*^  Lorsque  la  tangente  à  l'ellipse  proposée  a  parcouru 
toute  la  circonférence  de  cette  ellipse,  la  longueur  /  a  ba- 
layé une  aire  égale  à  l'aire  du  cercle  de  rayon  /. 

a^  La  normale  à  la  courbe  en  un  point  s'obtient  en 
construisant  l'hypoténuse  du  triangle  rectangle  dont  les 
deux  côtés  sont  :  le  premier,  la  longueur  /  comptée  sur  la 
tangente  à  l'ellipse  donnée  au  point  correspondant,  à 
partir  du  point  de  contact*,  et  le  second,  le  rayon  de  cour- 
bure en  ce  point  de  la  même  ellipse  (*). 

■  I  II  ■    ■  .1  ■  I  ■  I  ir 

(*)  M.  Autos  est  prié  de  démontit»r  ces  deux  pr<»|>osi lions.     G. 
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NOTE  SUR  LA  TRANSFORMATION  DES  GOORBONNÉBS; 

PâR  M.  V.-A.   LE  BESGUE, 

Correspondant  de  l'Institut. 


I, 

La  transformation  des  'coordonnées  rectilîgnes,  soit 
dans  un  plan,  soit  dans  l'çspace,  devrait  se  faire  par  des 
formules  semblables. 

Si  une  droite  OM,  rapportée  à  trois  plans  coordon- 
nés Oxj,  Oxz^  Ox-^î  faisant  un  angle  trièdre  de  som- 
met O,  et  ayant  pour  arêtes  Oar,  Oy,  Oz  sur  lesquelles 
se  comptent  les  coordonnées  positives,  a  pQur  équations 


/^ 


a         o         c  • 

a,  b^  c  étant  les  coordonnées  d'un  point  M  pris  à  une 
distance  OM  =  i  de  Torigine,  qn  fiura  Téquation  de 
condition 

(2) 

f  -H-  o.bc co^[xj  z)  -I-  2cacos(3,  j:)H-  2  û^cos(jr, /). 

Il  faut  remarquer  que  a  étant,  sur  Taxe  des  x^  la  lon- 
gueur de  la  projection  de  la  droite  OM=  i,  obtenue  en 
menant  par  le  point  M  un  plan  parallèle  au  planj^O^;,  la 
projection  d'une  longueur  r,  prise  sur  cette  droite  à  partii' 
du  point  O  et  dans  le  sens  de  OM,  sera  égale  à  ar. 

D'après  cela,  si  l'on  prend  trois  nouveaux  axes  de  coor- 
données, passant  par  la  même  origine  O,  et  ayant  pour 
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équations 

X         y         z 

-  =  4-  =  -'      axe  des  x' ^ 

abc 

(3)  {^,  =  ^=t,     axe  des/, 

^=^  =  ~,     axe  des  3, 

les  nouvelles  coordonnées  étant  x\  y',  z',  on  aura 

!x  =  ax'  H-  a! y'  H-  a"  z', 
Z  ==  fx'  4-  c'y'  4-  c"z', 
et  les  trois  relations 

-f-2^ccos(j,  z)-\-  2cacos(«,  a:)  +  2^/&cos(^,  /), 

,=«"  +  6"  +  r'» 
V  /     ^  H-  2^Vcos(jr,  z)  -4-  2c'û'cos(z,  x)  -f-  2û'^'cos(ar,  j), 

I  =  «"»  H-  h"^  -+-  c"2 

H-  2^VcOS(j,  z)  4-  2c'VcOS(2,  x)  -h  2«"^"C0S(j',  /)  . 

Si  Ton  pose 

(6)     i^  =  a{b'c"  —  c'b")  -+-  6(cV'-  riV)  ■^c{a'h"  —  ^V), 

les  équations  (4)  donneront 

t^od  z:^[h'c"  ^c'h")x-^{c'a"  -  a'c")y-^{a'b"-'b'a")z 
z:=a,x-^a\y  -iira\z, 

^y'z=z[b"c'^c"b)x  -f-  [c"a  —  a^oy  -t-  (fl"^  —  6"fl)z 
Le  plan  qui  passe  par  les  droites  Oj',  O-z' étant  repré- 


sente  par 
on  aura 
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La:-|-Mr-|-N«  =  o, 


l^a  -+-Mfr 

+  J> 

C  =  o,     lua"  H-  M^"-f-  JSc"  =  0, 

d'où  Ton  tire 

L 

M                        N 

^V  — 

c'b" 

c'a"       a'c"       a'b"       h'a" 

ou 

L         M          N 

n,        a\         a\ 

On  aura  donc  les  équations  suivante^  : 

/  rt,.r-|-  a,  y  -\-  a^z-=.  o,     pour  le  plan  x'Oz\ 

(8)        <  ^,x-4-  h\  y  -f-/^",  «  =  0,     pour  le  plan  z'Oj?', 

'  C|  j:  4-  c,  jr  -+-  c"  3  =  G,     pour  le  plan  x'Oy. 

Si  l'on  admettait  que  les  trois  droites  Ox',  O/',  O2' 
fussent  dans  un  même  plan,  on  aurait  de  plus 

Lrt-|-M^-|-Nc  =  o, 
et  par  suite 

a{b'c"  —  c'ô")  H-  ù  (c'a"  —  ^V)  -h  r(û'^"  —  b'a'')  =  A  =  0. 

Celte  équation  ne  peut  avoir  lieu  quand  les  trois 
droites  Ox\  Ojr\  Oz'  ne  sont  pas  dans  un  même  plan, 
comme  il  arrive  dans  la  transformation  des  coordonnées. 

IL 

Pour  l'application  suivante,  il  faut  trouver  réqualion 
d'un  plan  tangent  à  la  surface  à  centre 

et  parallèle  au  plan 

(  b  )  HyX  -h  tt\  y  -f-  n\  z  -—  o.. 
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Il  faut  doue,  en  représentant  par  x\  y'^  z'  les  coordon- 
nées du  point  de  contact,  identifier  les  équations 

oLXx'  --h  oL'yy'  -h  atf'zz*  =  i ,      a^x  -^  a\y  -{-  a'^z  zzz  §, 
en  supposant 

On  a  donc 

/  n 

B  -^  $  d 

ou  encore 


x' 


(îv/«  ^v/a'  ^V«" 


et  comme  Ton  a 
on  en  déduira 


OL  OL  Cf. 


Le  plan  tangent  est  donc 

y     a  a  a 

Comme  le  radical  peut  prendre  le  signe  -h  ou  le  signe  —  1 , 
il  y  a  deux  plans  langents  parallèles  au  plan  (A). 
En  élevant  au  carré,  on  a  Téqualioii 

.  a ] .r-  -4-  a\  ^jr"^ -\- a\  '' <3^ -h 2 a\  a"^ yz  -h  2 a\  r/ ,  c-t"  -|-  2 rt , a\  Jiy 


a  a'-  a" 


pour  le  syslème  de  ces  deux  plans. 

III. 

Soit  une  sujfacc  du  second  drgté,  ayant  son  cenlie  à 
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Torigine  et  représentée  par  Téquation 

(e)     Ax^-f-  A'^'  -h  AV-h  2Bjrz-f-  aB'zJc  -+■  'i^" xy  =  D. 

Si  Ton  fait  disparaître  les  rectangles  en  transformant  les 
coordonnées  par  les  formules  (4)  ^t  que  Ton  trouve  ainsi 

(/)  A.  ^'»  -h  A',  /'  -h  A",  z'^  =  D, 

on  repassera  à  l'équation  (e)  au  moyen  des  formules  (7), 
et  comme  on  obtient  ainsi  l'équation 

A" 
-f.-^  (c,x-\-c\y-hc\zy=D, 

on  trouvera,  en  identifiant  cette  équation  et  Téquation  (e), 


^  =^(A.«î-f-A',^Î4-A';cî), 
A'  =  ~(A.aV+A>V4-A';c'.^), 


{g) 


A^=S^(A.«?+A'.^?+A';<^), 

B  =  ^  (  A.  <*',  a]  4-  A',  b\  b\  -h  A",  c ,  v\  ) , 


«f  * 


B'  =  -  (  A,  a>,  4-  A'.  h\hy-\-  k\  c',  o,  ; , 
B"=  ;^  (  A,  «, «',  ^  A',  6,  y\    +  A-;  c.  c", ) . 


Si  Ton  prend  une  seconde  surface  à  centre  ayant  pour 
équation 


(/O 


a  i^'  -f-  a' j2  -V  a"  Z 


"»5 


et  que  Ton  mène  des  plans  tangents  parallèles  aux  plans 
conjugués  de  la  surface  (e),  plans  dont  les  équations  for- 
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^ûtle  système  (8),  on  aura,  d'après  Téquation  (r/),  les 
ois  équations  suivantes  : 


/   /ï^r» 


a  f x'  -h  a  y  *y*  -4-  «V *'  +  ^ ^'\ o\jrz-{-:ta\aiZJc-\-i a,  n\  xy 


a  a  a 


b\        b\^       b\-^ 
=  -  +  -7- H TT^ 

CL  CL  OL 

r  J  jr^  -h  c,  '  j'  -+-  c",  z'  -f-  2  c ,  r*  jz  -f-  2  c'  c,  z.r  -f-  2  c,  c,  a:j 

•- 1     ,    ''I      .    ''I 


u  a 


.A,  A' 

ultipliant  la  première  par  -^»  la  seconde  par  --^  et  la 

.  .  A" 

>isième  par  — ^  «  on  trouvera  en  ajoutant,  membre  à 

embre, 

A      A'      A" 
I     Ax'+A>*-("  A"z'H-2  B  j2-f-2  B'a:c-f-2  B'^xj  =  -  +  —  -J 


a        a'        a 


Cette  équation  représente  le  Heu  des  sommets  des  an- 
es  trièdres  circonscrits  à  la  surface  {h)  et  dont  les  faces 
nt  parallèles  aux  plans  conjugués  de  la  sur/ace  (e). 
s  lieu  est  donc  une  surface  homothétique  de  même  centre 
le  la  surfape  (e).  Autrement  dit,  elle  lui  est  concentrique, 
mblable  et  semblablement  placée  (*), 


(*)  La  recherche  de  ce  lieu  a  été  proposée,  il  y  a  trois  oo  quatre  ans, 
Concours  général  des  lycées  de  Paris. 
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EXTENSION  DU  THÉORÈME  DE  lOKGE; 

Par   m.  Gustave  DUBOIS, 
Professeur  de  Mathématiques. 


Théobème.  —  Le  lieu  des  sommets  des  angles  trièdres 
circonscrits  à  un  paraboloïde  du  second  ordre  S,  et  dont 
les  faces  sont  parallèles  à  trois  plans  diamétraux  con- 
jugués d'une  surface  à  centre  du  second  ordre  S',  est  un 
plan  parallèle  au  plan  diamétral  de  S'  conjugué  des 
cordes  parallèles  à  F  axe  du  paraboloïde  S. 


Soit 


^2  22 


•J.p         9.r/ 


Tëqualion  du  paraboloïde  S. 

On  n'ôtera  rien  à  la  généralité  de  la  question  en  sup- 
posant que  la  surface  S'  a  son  centre  à  Torigine,  et  que 
par  conséquent  son  équation  est 

Cela  posé,  soient 

pzzzu  -f.  rj  -h  rz  =  O, 

f/  =  nt.r  -4-  m'y  -+■  m"z  :=  o, 
r-=:  nx  +  n' y  -|-  n"z  =  o, 

les  équations  do  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  la 
surface  S';  on  pourra  mettre  l'équation  de  cette  surface 
sous  la  forme 

K/?'-+-K'7-H-R'V'=  I. 

En  identifiant  avec  l'équation  (i),  on  trouve  les  équa- 
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lions  die  condition  : 


(^) 


KP    +K'//r      -H  K."/2'     =:A, 

K  //"  -h  K'/77/?/'  -h  K"//A/"  =  B', 
'^  K//'   -h  K'/7//w'  +  K"/?«'  =  B". 

Maintenant,  les  équations  des  plans  tangents  à  S  et  pa- 
rallèles à  />  =  o,  7  =  0,  r  =:*  o,  sont  : 

pn  -4-  7/' 


wiw    —     ■*»    #■## 


2/            ^ 

/7W' 

•4-7^/'"' 

2/W 

/?/î'^ 

-  5 

U     -h  O'   -h  /2 


nix  -\-  m'/  ■+-  m" z  = 

nx  -H  n'y  -\-  n"  z  = 

in 

ce  qu'on  peut  écrire  : 

ifx   -\-   m'y    -f.    ili"z  =  pP   4-  7/"% 
2  m'^x  -H  2  m  m' y  -\-  2  mm'^z  =  /?'7/'^  H-  7///'^, 
2/î^r  4-  inn'y  -|-  inn"z  =  /;/?''  -h  <7«"^ 

Si  l'on  ajoute,    après  avoir  multiplié  respectivement 
par  K,  K',  K'',  on  trouve,  en  tenant  compte  des  condi-    • 
tions  (îi), 

(3)  2  A^  -h  2 B"7 -h  î>.  B'z  =  /? A'  -t-  V  A"  : 

c'est  Téquation  d'un  plan  parallèle  au  plan  diaméiral  de  S' 
conjugué  des  cordes  parallèles  à  la  droite 

(  r  =  o, 

I    3  =  0, 

qui  n'est  autre  que  Taxe  du  paraboloïde  S. 

Corx>llaire,  —  Le  lieu  des  sommets  des  angles  irièdrcs 
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trirectangles  circonscrits  à  un  paraboloïde  est  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  de  ce  paraboloïde. 

Car,  si  la  surface  S' devient  une  sphère,  Téquation  du 
plan  (3)  se  réduit  à 

X  =  • 

2 

Dans  le  cas  du  paraboloïde  de  révolution,  on  trouve 

dans  le  cas  du  paraboloïde  hyperbolique  équilatère,  on 
trouve 

Scolie.  —  Pour  que  le  plan  (3)  soit  perpendiculaire  à 
Taxe  du  paraboloïde,  il  suffit  que  la  surface  S^  ait  l'un  de 
ses  axes  parallèle  à  l'axe  du  paraboloïde. 


PLAN  OSGULATEUR  A  L'INTERSECTION  DE  DEUX  SURFACES 

HOMOFOCALES; 

Par  m.  HOUSEL, 

Professeur. 


On  trouve,  au  tome  XVII  des  Nouv^elles  Annales  y 
p.  24 2  et  243,  différentes  propositions  énoncées  par 
M.  Heilermann  sur  les  surfaces  du  second  degré.  M.  Val- 
son,  dans  la  thèse  qu'il  avait  soutenue  en  1854?  les  avait 
de  son  côté  obtenues  et  même  démontrées,  excepté  la  pre- 
mière que  voici  : 

Par  un  point  quelconque  d'un  ellipsoïde  passent  deux 
lignes  de  courbure  et  deux  plans  osculateurs  à  ces  lignes; 
ces  plans  coupent  le  grand  axe  en  deux  points  P  et  Q: 
prenons  sur  ce  même  axe  deux  points  F  et  F'  à  égale 
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stance  du  centre  O,  tels,  que  les  quatre  points  F,  P,  Q,  F' 
»rment  une  relation  harmonique;  les  points  F  et  P  sont 
xes,  quel  que  soit  le  point  de  Tellipsoïde. 

Ce  théorème  nous  semble  inexact. 

Cependant  M.  Dewulf  a  cherché  à  le  démontrer  (Nou- 
illes annales,  t.  XVIQ,  p,  4^)  9  mais  sa  démonstration 
»t  fondée  sur  le  théorème  suivant,  qu'il  se  contente 
énoncer  et  qui  nous  parait  également  douteux  : 

Le  plan  osculateur  à  F  intersection  d'un  ellipsoïde  par 
7  hjperboloïde  liomofocal  est  tangent  à  cet  hyperbo- 
*ïde, 

SMl  en  était  ainsi,  il  semble  que  ce  plan  devrait  être 
issi  tangent  à  l'ellipsoïde,  puisque  l'intersection  est  à  la 
is  une  ligne  de  courbure  des  deux  surfaces  :  ainsi,  le 
ng  de  cette  ligne,  ces  surfaces  auraient  des  plans  tan- 
nts  communs,  ce  qui  est  impossible,  puisqu'elles  s'e 
upent  à  angle  droit. 

Quoi  qu'il  en  soit^  nous  allons  faire,  par  une  méthode 
Serenle,  les  calculs  qui  seraient  nécessaires  pour  véri- 
T,  si  cela  était  possible,  le  théorème  de  M.  Heilermann  : 
lUs  conserverons  les  notations  de  M.  Dewulf. 

I.  Indiquons  par 

»        r^        z^  JT*  r'  z^ 

_  .4_  ri_    _L-" I        pt L- U =  I 

»  ^   ^2  ^  C^  ~"  «2  —  u^  ^   b^—u^         c'  —  «^ 

s  équations  d'un  ellipsoïde  et  d'un  hyperboloïde  homo- 
eaux  passant  par  un  même  point  dont  les  coordonnées 
nt  ^1,^1,  ^i;  elles  donneront,  en  les  appliquant  à  ce 
)int  : 

—  x\  (6'-+-c^j  — rî  (û'  H-  C)  —  z]  (fl'H-  b^)  =  o. 
rient  aj,  n\  les  racines  de  cette  équation,  nous  suppo- 

Ânn   de  Mathémal.,  a« série,  t.  II.  (Septembre  i863.)         20 
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serons  que  m*  est  remplacé  par  Tune  d'elles  dans  Tcqna- 
lîon  de  rhyperboloïde. 

Il  faut  donc  calculer  la  distance  à  laquelle  Tave  Or 
(nous  n'avons  pas  besoin  de  supposer  que  ce  soit  le  granJ 
axe)  est  coupé  par  le  plan  osculateur  correspondant  à 
M*  =  //J  :  nous  allons  d'abord  faire  ce  calcul^  non  pas 
seulement  pour  le  point  donné,  mais  pour  un  point  quel- 
conque de  la  ligne  de  courbure,  représente  par  x,  /,  z. 

On  sait  que  l'équation  du  plan  oscillateur  en  ce  point 
est 

[dyd^z  —  dzd^x)  (Ç  — ^)  -h  (dzd*,v  —  dxd^z)  (>î  — /) 

-f- [dxd^y  —  dyd^ x)  (Ç  —  z)=  o\ 

mais  prenons  x  pour  variable  indépendante»  et  posons 
>?=  o,  Ç  =  o,  puisqu'il  ne  s'agit  que  de  Tintersection  du 
pkn  avec  Oo:;  il  reste 

j;  2  )    —  yz 


y  ^  —  Z  y 


II.  Eliminons  x*  entre  les  équations  de»  surfaces,  il 
vient 


ou  bien 


eD  posant 

f^ 

b^-^à'       C2—  «2 

A  —                          ' 

r=*  —  «2     A2_,^2 

c'  —  a' 


En  dîfférentiant  deux  fois  celte  équation,  on  a 

zz'  =  ly/,        z'^  -h  zz"  =  \  (y^  +  yy). 

Mais  Téquation  de  l'ellipsoïde  donne  aussi 

zz'        y  y  X  z"^  -4-  zz"         r'»  4-  ry"  i 
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p»r  conséquent, 


/   ». 


c 


Cl  si  nous  posons 


f»a-f-r'=  -5 


il 


reste 


,_        *'"' 


c^ûjr 


n^y 


^insi  que 


\h'c^ 


n"^  z 


1 


>n  aura  de  même 


p'î  _i_  ,•" 


h^c'^p  ^7^  /-^'r-'p  rt* 


Ue  là  on  lire 


-". 


^^^c'plfl^z'H-A^'c'pjt-^) 


Û*Z3 


«upprimaut  le  facteur -'^-9  commun  à  j^'  et  à  s",  ^t 


Substituant  toutes  ces  expressions  dans  la  valeur  de  ^  —  .r, 

b'c\ 

I  jant  égard  à  ce  que  j  et  z'  ont  aussi  le  signe  —  ,    on 
:rouve 

z                                        X  r 
r   y* ^ 


c^pj:  r 


zjs  .r^' 


26. 
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simplifiant  dans  le  dënominaieur,  on  a  encore  : 

Enfin,  supprimant  un  facteur  commun,  on  a 

m.  Il  faut  maintenant,  dans  cette  expression,  rem- 
placer j'  et  z  en  fonction  de  r.  Les  équations 

donnent 

/ï'^'  =  ^^p  (û'c*  —  c'a:' —  ^'v)» 

et  il  reste 

L —  =  p^'c'x'(z'-|-X^')-t-z»^'p(rt'c'— c'.r'— fl'v)» 

OU  bien,  en  réduisant  et  supprimant  le  facteur  com- 
mun &'  p, 

l^ 1- î—  — L^ L^+32(aV— û'v  ; 

û'  fl' 

supprimant  un  terme  commun  de  part  et  d^autre,  on  a  : 

Jl_=c^x'X^'p(c»— 7)4-  (c'— 7)[(a'7  -f->^'p(«V— c'x'— «'7)]. 

Une  nouvelle  simplification  donne  encore 

J      =y[c^-y)-h{c^-y)nb^p. 

IV.  Parmi  les  quantités  auxiliaires,  nous  nous  propo- 
sons actuellement  de  ne  plus  garder  que  p.  Pour  cela, 
nous  commencerons   par  résoudre,  relativement  à  «'» 
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réquatlon 

d^où  Ton  tire 
donc 

C'  —  |«»  =  -r i i-^ ^ , 

et 

^■~      c^  —  fl»      '"  X  ^»  (c'  —  fl2  j  —  c»  («>  —  ^J)  ' 

Remplaçant  d'abord  y. par  cette  valeur  dans  la  dernière 
Fonction  de  ^,  nous  aurons,  en  supprimant  X  comme  fac- 
teur commun, 

!! L —  = i L-i Ll L_  b'^alc^ .y  \i 

a*  \b'(^c'—a')^c'(b^^a^)^^^         ^^  * 


Mais  aussi 


, -'~P^\ 


substituant   cette  valeur,  réduisant  et  supprimant  &'/d 
comme  facteur  commun,  on  aura 

V.  Afin  d'achever  cette  transformation,   il  faut  aussi 
poser 

ib^=Li:^ 

p 

dans  la  valeur  de  y  pour  obtenir  c* —  y  5  on  a 

^  c>(c>--A»)(i  — pc»)  _  c'{c^--  b')  —  c*f'(c''-  b') 


6^ 
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et 

^  "~  r^p  (  ^^^  —  c')  4-  c2  —  «2  • 
Donc  enfin, 


/^* 


12* 


et 


Çor^  (^2__e/=')(r' — ^/2) 


rt«  [c«p{62  — c2)  -h  c-^— «'p 

VI.  On  trouve  ainsi  la  valeur  (le  $  en  fonction  de 
Vabscisse  x  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  de  courbure 
qui  correspond  à  Tun  des  hyperboloïdes.  Mais  si  ce  point 
se  confond  avec  le  point  fixe  représenté  par  Xi,  /i,  ^i,  il 
faut  considérer  les  deux  lignes  de  courbure  et  les  deax 
valeurs  de  ^  qui  sont  alors  OP  =  «,  OQ  =  (3,  l'une  re- 
lative à  wj,  l'autre  à  i/J ,  chaque  valeur  de  u*  correspon- 
dant à  une  valeur  de  p. 

M.  Dewulf  observe  que  le  théorème  de  M.  Heiler' 
mann  exige  que  le  produit  a/3  soit  constant  :  nous  recon- 
naîtrons bientôt  que  cette  constance  n'existe  pas,  mais  il 
sera  facile  de  voir  qu'elle  serait  en  eflët  nécessaire  pour 
la  vérité  du  théorème. 

Imaginons,  dans  l'ordre  suivant,  les  points  F',  P,  F,  Q 
et  le  point  O  à  égale  distance  de  F  et  de  F'  ;  posons 

OF  =  OF'  =r  S. 

Si  les  quatre  premiers  points  sont  en  division  harmoni- 
que, on  a 

PF.F'Q  =  PF'.FQ, 

ce  qui  revient  à 
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par  conséquent  d'  ==  a|3,  et  comme  il  s^agit  de  vérifier  si  $ 
est  constant,  il  faut  calculer  a/3. 

Relativement  à  Tune  des  lignes  de  courbure,  la  der- 
nière fonction  de  ^  donne  pour  le  point  fixe  : 

ajcf  (S'—a''){c'—  a') 


l'autre  ligne  donne  pour  le  même  point 
Multipliant  ces  valeurs,  on  obtient 


Il  faut  donc,  pour  calculer  foPi  et  po-f-pi,  obtenir 
Téquation  en  jo;  pour  cela,  on  pourrait  exprimer  ti'  en 
fonction  de  p  et  transporter  cette  expression  dans  Téqua- 
tion  en  u';  mais  cette  méthode  serait  pénible. 

VII.  Eliminant  x  entre  les  équations  différentielles 
des  deux  surfaces,  on  a 

-h  -r-, T=0. 


Mais 

7  = (1  ou      7— T-T -H —  =  o. 

et  l'on  en  tire  aussi 


b'  —  M» 
On  a  donc 


c' 


6?[<;-(/;'-- c^)  4-7(r»— rt^jj        7 
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et  comme 

7  =  2'  —  >r'> 
il  reste 

Posons 

^  — c»(^»  — «>)'  ^'  — û»      ' 

cette  équation  devient 

VXy  -h  >(  /'  —  Az'—  B)  — z^  =  o. 

Remplaçons  X  par  —r- — *->  nous  aurons  Téquation  en  p: 

r 

Le  coefficient  de  p*  est 

(Ac^  — ^»)  (c^j'H-^'s»)  +  B^»c». 

Mais  Téquation  de  Tellipsoïde  donne 

ÏV^         ""'        ?' 

et  de  plus 

donc  ce  coemcient  revient  a  — 


a^ 


Le  coefficient  de  p  sera 

—  2  A  c2j2  _  .^2(  Az^  -h  B  —  7-'). 

Pour  éliminer  d'abord  -z',   nous  écrirons  ce   coefficient 
sous  la  forme 
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ce  qui,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  revient  à 


a^ 


«- 
Comme 

il  reste 


ou  enfin 


Enfin  le  terme  indépendant  sera  A;^'.  Si  donc  nous 
posons,  pour  abréger, 

Téquation  eu  p  devient 

Bt^p'  —  p(Bj'  -h  Ar*  —  b')  H-  Aj^^  =  o, 


d'où 


^<  — B/^— A/'  Ar' 

^•■^P'=  B? '     ^"P'="BÏ^ 


VIII.  Avant  de  substituer  ces  valeurs  dans  l'expression 
de  5,  observons  que  celle  qui  donne  a  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

("•  -^  B  ) 
OU  bien 


rt< 
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De  même 


a' 


et  par  conséquent 


9 


a' 


Or,  nous  aurons 


Pop.-h4(p„  +  p.)+(4)^-4(^ 


car  il  s'agit  ici  du  point  donné  sur  l'ellipsoïde. 
Ainsi 


a 


'  ^-^A  (^2_c»)»         ' 


mais 

B-'  c'{b^—c'y 


d'où  enfin 


Les  intersections  des  mêmes  plans  osculateurs  avec  les 
autres  axes  donneraient  de  même  les  quantités 

b^  c^ 

On  voit  que  ces  résultats  sont  très-simples,  mais  qu'ils 
dépendent  de  la  position  du  point  pris  sur  la  surface. 
Ils  sont  donc  en  contradiction  avec  les  énoncés  do 
INI.  Heilorniann  et  de  M.  Dewulf, 
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NOTE  SUR  L'ARTICLE  PRÉCÊMNT. 


Si  les  résultats  du  calcul  de  M.  Housel  sont  en  con-^ 
tradîction  avec  les  théorèmes  énoncés  (t.  XVII,  p.  24^), 
cela  tient  à  ce  que,  dans  les  énoncés  de  ces  théorèmes,  on 
a  confondu  les  plans  osculateurs*aux  deux  lignes  de  cour- 
bure passant  par  un  point  de  Tellipsoïde  avec  les  plans 
des  deux  sections  normales  principales,  en  ce  point;  la 
démonstration  elle-même  de  M.  Dewulf  (t.  XVIII,  p.  46) 
le  prouve,  car  les  plans  tangents  aux  deux  fayperboloïdes 
considérés  dans  cette  démonstration  sont  précisément  les 
plans  de  deux  sections  normales  principales  de  Tellip- 
soïde.  C'est  ce  qui  résulte  assez  clairement  de  la  propo- 
sition suivante  : 

Deux  surfaces  du  second  degré  homo/ocales  et 
d'espèces  différentes  se  coupent  partout  à  angle  droit  y 
et  leur  intersection  est  une  ligne  de  courbure  pour  cha^ 
cune  déciles  (*). 

Ainsi,  les  deux  hyperboloïdes  homofocaux  a  rellip- 
soïde  et  passant  par  un  point  M  de  sa  surface  coupent 
rellipsoïde  suivant  deux  lignes  de  courbure*,  les  tan- 
gentes MA,  MB  à  ces  deux  lignes  sont  rectangulaires,  et 
déterminent  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde,  en  M^  la  nor- 
male MC  a  la  surface  appartient  à  la  fois  aux  deux 
plans  qui  touchent  les  deux  hyperboloïdes  au  point  M  ; 
l'n  outre,  ces  deux  plans  passent,  l'un  par  MA  et  l'autre 


(■)  Peut-être  n*6st-il  pas  inutile  de  rappeler  que  cette  importante  pro- 
position est  due  à  M.  Gh.  Dupin.  On  en  trouve  la  démonstration  dans 
Touvrage  publié  en  181 3  sous  ce  titre:  Dévelop/jeinents  de  Géométrie.  Le 
même  ouvrage  fait  counaitre  le  moyen  de  décrire  par  un  mouvement 
continu  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  degré. 
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par  MB  :  ils  coïncident,  par  conséquent,  avec  les  plaus 
des  deux  sections  normales  principales  de  Tellipsoïde,  au 
point  M  de  sa  surface. 

D'où  il  faut  conclure  que  la  proposition  démontrée  par. 
M.  Dewulf  est  celle-ci  : 

Les  plans  de  deux  sections  normales  principales  en 
un  point  quelconque  de  P ellipsoïde  coupent  le  grand 
axe  de  la  surface  en  des  points  tels,  que  le  produit  de 
leurs  distances  au  centre  est  invariable, 

La  valeur  de  ce  produit  est  ^ — f  en  nom- 

*^    ,  a* 

mant  2a,  a 6,  2 c  les  trois  axes,  et  supposant  a^b'^c. 
Si  l'on  prend  sur  le  grand  axe,  de  chaque  côté  du  cen- 

ire,  des  longueurs  égales  a  — ^ — -9  on  aura 

a 

deux  points  F,  F',  qu'on  a  nommés  points  focaux. 

L'énoncé  du  second  théorème  (t.  XVII,  p.  242)  donne 
lieu  à  la  même  rectification.  Conformément  à  la  démons- 
tration de  M.  Dewulf  (t.  XVIII,  p.  48),  il  faut  dire  : 

Siy  par  les  points  focaux  F  y  F'  et  par  une  normale  en 
un  point  quelconque  M  de  l'ellipsoïde,  on  fait  passer 
deux  plans,  les  angles  qu'ils  forment  entre  eux  sont 
dii^isés  en  parties  égales  par  les  plans  des  sections  nor- 
males principales,  en  ce  point. 

Il  s'ensuit  que  les  deux  plans  normaux  menés  par  un 
point  quelconque  M  de  l'ellipsoïde  et  par  les  points  F,  F', 
coupent  la  surface  suivant  deux  ellipses  qui  ont  au 
point  M  des  rayons  de  courbure  égaux. 

A  l'égard  des  autres  théorèmes  mentionnés  (t.  XVII, 
p.  242),  il  n'y  a  aucun  motif  pour  modifier  leurs  énou- 
ces,  ni  pour  douter  de  leur  exactitude.  Plusieurs  d'entre 
eux  se  vérifient  sans  la  moindre  difficulté.  Par  exemple: 

Les  normales  à  Vellipsoïde  menées  par  les  ombilics 
coupent  le  grand  axe  aux  deux  points  focaux.   Il  est 
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facile  de  s'en  assurer,  puisque  Ton  connaît  les  coordon- 
nées des  ombilics  et  des  points  focaux. 

Deux  sphères  qui  ont  pour  rayons  ces  normales,  et 
pour  centres  les  points  Jocaux,  sont  égales^  et  touchent 
V ellipsoïde  aux  ombilics.  C'est  là  une  conséquence  de  la 
proposition  précédente. 

Ces  deux  sphères  ont  été  nommées  sphères  focales . 

Pour  tous  les  points  d'aune  ligne  de  courbure  de  F  ellip- 
soïde, et  selon  que  cette  ligne  appartient  à  l'un  ou  l'autre 
des  deux  systèmes ^  la  somme  ou  la  différence  des  tan^ 
gentes  menées  aux  deux  sphères  focales  est  constante. 

Cette  proposition  a  été  démontrée  par  M.  Valson,  et  la 
démonstration  qu'il  en  a  donnée,  au  moyen  des  coordon- 
nées elliptiques,  n'est  pas  moins  remarquable  que  le  théo- 
rème qu'elle  a  pour  objet.  G. 


COMPOSITIONS  POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉGOLE  POLYTECHNIQUE 

(ANNÉE  1863). 


Composition  mathématique. 

On  donne  sur  un  plan  deux  circonférences  O  et  O'; 
d'un  point  A  de  O,  on  mène  des  tangentes  à  O';  on  joint 
les  points  de  contact  de  ces  tangentes,  cette  droite  coupe 
la  tangente  menée  en  Â  à  la  circonférence  O  en  un 
point  M  :  on  demande  l'équation  du  lieu  décrit  par  M, 
lorsque  A  parcourt  la  circonférence  O. 

Examiner  les  différentes  formes  de  ce  lieu  selon  la 
grandeur  et  la  position  relatives  des  circonférences  O 
etO'^ 

Indiquer  les  cas  où  il  se  décompose; 

Faire  voir  que  le  lieu  des  points  M  est  tangent  à  la 
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circonférence  O  eu  chacun  des  |>oints    d'intersection  de 
celle  courbe  et  de  la  circonférence  O'. 

Calcul  trigonométrique. 
Un  triangle  ABC  a  pour  côtés 

^/=r  446", 832, 

r=:  897",  355, 
et  Tangle  compris  entre  ces  côtés  est 

8  =  75"  24' 58": 

calculer  les  angles  Â  et  C  et  les  distances  du  centre  du 
cercle  inscrit  à  ABC  aux  trois  sommets  de  ce  triangle. 

CowpoF.idon   de  Géométrie  descriptii^e. 

On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'axe  est 
perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection.  On  coupe 
cette  surface  par  un  plan,  et  Ton  prend  la  courbe  résoItaDt 
de  celle  intersection  pour  directrice  d'un  cône  ayant  pour 
sommet  le  point  le  plus  élevé  de  l'ellipsoïde  au-dessus  du 
plan  horizontal.  Trouver  la  irace  de  ce  cône  sur  le  plan 
horizontal  MN  passant  par  l'axe  de  révolution  de  Tellip- 
soïde. 

Données, 

Le  centre  de  rellipsoïde  est  à  90  millimètres  des  deux 
plans  de  projection.  Le  demi-grand  axe  de  l'ellipse  méri- 
dienne est  parallèle  au  plan  vertical  et  a  70  millimètres 
de  longueur;  le  demi-petit  axe  a  5o  millimètres.  Le  plan 
sécant  passe  par  le  point  (C,  O')  et  a  pour  trace  horizon- 
tale AB  (AE  =  70™"*  ei  BC  =  loS"*-"). 

Les  contours  apparents  de  rellipsoïde  seront  en  trait 
plein.  Le  plan  sera  considéré  comme  plan  auxiliaire.  La 
courbe  direclrice  du  cône  sera  tracée  en  tenant  compte 
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des  parties  vues  et  des  parties  cachées.  La  tiare  du  cône 
sur  le  plan  MN  sera  figurée  en  trait  plein. 

Composition  française. 

Un  jeune  militaire  est  blessé  dans  un  engagement.  On 
le  transporte  à  rambulance.  Le  chirurgien  panse  sa  bk^s- 
sure,  qui  ne  présente  aucun  danger.  C'est  le  blessé  lui- 
même  qui  raconte  avec  une  sorte  de  joie  naïve  cet  acci- 
dent de  sa  vie  militaire. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  QUESTION  644  ; 

Par  m.  HAAG, 

Élève  de  IMathômatiques  spéciales  du  lycée  Saint«Loiiis 

(classe  de  M.  Briot). 


Énoncé.  —  On  sait  que  le  cercle  oscillateur  en  un 
point  quelconque  A  d'une  parabole  coupe  cette  courbe 
en  un  second  point  B5  démontrer  : 

I**  Que  la  droite  AB  et  toutes  les  droites  analogues 
sont  tangentes  à  une  même  parabole; 

2°  Que  le  lieu  géométrique  des  milieux  des  cordes 
telles  que  AB  est  une  parabole, 

Lemme,  —  Si  un  cercle  coupe  une  section  conique  en 
quatre  points  A,  B,  C,  D,  les  bissectrices  des  angles  que 
font  entre  eux  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  de  ces 
quatre  points  sont  parallèles  aux  axes  de  la  courbe.  (La 
démonstration  de  ce  théorème  se  trouve  dans  les  Annales 
de  Mathématiques  de  Gergonne.) 

Corollaire,  —  Supposons  que  les  deux  points  C  et  D  se 
rapprochent  du  point  A  jusqu'à  coïncider  avec  lui  :  le 
cercle  sera  oscutateur  «î  la  conique,!' angle  des  côtés  A  B,  CD 
deviendra  l'angle  de  AB  avec  la  tangente  AT,  et,  d'après 
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le  théorème  précédent,  les  bissectrices  de  cet  angle  de- 
vront être  parallèles  aux  axes  de  la  conique. 

Démonstration  des  deux  théorèmes  énoncés, 

1°  Menons  la  tangente  au  sommet  G  de  la  parabole 
(fie'  0'  ^^  désignons  par  D,  H  et  D"  les  points  où  elle 

FiG.   I.  '-  — 


rencontre  la  tangente  AT,  le  diamètre  AH  du  point  A,  et 
la  corde  AB.  En  D'  élevons  une  perpendiculaire  à  AB,  et 
soit  P  sou  point  d'intersection  avec  l'axe.  Joignons  en-* 
core  FD  et  remarquons  que  cette  droite  est  perpendicu^ 
laire  à  AT.  AH  étant  une  bissectrice  de  l'angle  DAD 
(d'après  le  lemme),  l'égalité  des  angles  DAH,  IVAH  en 
résult'e;  mais  ces  angles  sont  respectivement  égaux  aux: 
angles  CDF,  GEyP,  car  ils  ont  deux  à  deux  leurs  côtés 
perpendiculaires  et  dirigés  dans  le  même  sens.  Donc  les 
angles  CDF,  CEXF^sont  aussi  égaux^  et  les  triangles  rectan- 
gles DGF,  lyCF'  sont  semblables.  Mais  CD  =  DH  d'après 
une  propriété  de  la  parabole,  et  DH  =  D'H,  parce  que 
le  triangle  DAiy  est  isocèle  ;  donc  GD'  =  3  CD,  et  comme 
les  triangles  DGF,  D'CF'  sont  semblables,  CF'sera  aussi 
égal  à  3 CF.  Le  point  F'  est  donc  un  point  fixe,  et  Ton 


(  4'7  ) 
voit  alors  que  toutes  les  droites  telles  que  ÂB  sont  tan- 
gentes à  une  même  parabole  dont  F'  est  le  foyer  et  C  le 
sommet.  Le  paramètre  de  cette  parabole  est  triple  de  celui 
de  la  parabole  donnée. 

2®  Par  le  point  T  {fig.  ti),  où  la  tangente  en  A  ren- 

FlC  .     3 . 


contre  Taxe,  menons  la  seconde  tangente  TA'  à  la  para- 
bole. A  et  A'  sont  deux  points  symétriques  par  rapport 
à  l'axe,  et,  d'après  le  lemme,  TA'  est  une  parallèle  à  AB. 
L.e  milieu  M  de  la  corde  AB  se  trouvera  donc  au  point 
dMntersection  de  cette  corde  avec  le  diamètre  du  point  A'. 
Appelons  K  et  L  les  points  où  AA'  et  AB  rencontrent 
l'axe.  La  perpendiculaire  MP,  abaissée  du  point  M  sur 
Taxe,  est  égale  à  A'K  et  par  suite  à  AK  :  on  eu  conclut 
que  les  longueurs  KL ,  LP  sont  aussi  égales,  et  comme, 
dans  le  triangle  isocèle  TAL,  KL  =  TK  =  aCK,  il  en  ré- 
sulte que  CP=:  5CK.  Alors 


MP 


AK 
5CK 


=  -=7TT=r    =  constante. 


Le  lieu  du  point  M  est  une  parabole  ayant  encore  même 
axe  et  même  sommet  que  la  parabole  donnée,  mais  dont  le 
paramètre  est  cinq  fois  moindre. 

Ann,  de  BInthémat.,  a*  série,  t.  II.  (Septembre  1863.)         2^ 
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SOLUTION  ANALYTIQUE  BB  U  QUESTION  S44  ; 

Par  m.  L.  P., 

Soldat  au  3o^  de  ligne. 


L'ëqualion  générale  des  courbes  du  second  degré,  tan- 
gentes en  un  point  A  à  une  parabole  donnée  j' — 2px=o, 
est 

r' —  o.px  -{-\  iy  —  mx ^  j  (^  —  m'x  —  n']  =  (». 

La  courbe  devant  être  un  cercle,  le  coefficient  du  terme 
en  xy  doit  être  nul,  ce  qui  donne  m'  =  —  m. 

Pour  que  ce  cercle  soit  osculateur  à  la  parabole  au 
point  A,  il  suffit  qu'un  des  deux  points  d^ntersection  de 
la  droite  y  —  m'x  —  n!  =  o  et  de  la  parabole  coïncide 
avec  le  point  A  dont  les  coordonnées  sont 

P  P 

ce  qui  donne 

,       3/?  3/7 

7.  m  2.  m 

L'équation  de  AB  est  donc 

y  =  ni  .T.  H ; — • 

1°  On  voit  que  cette  droite  est  tangente  à  la  para- 
bole /*  =  — ^px^  de  même  que  la  droite  yz^mx-^-  — 

est  tangente  à  la  parabole  donnée j^'  =  'àpx, 

1^  Le  milieu  de  AB  est  à  l'intersection  de  cette  droite 
dont  Féquation  est 
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et  du diamètra  dt  la  parabole  conjugué  des  cordes  paral- 
lèles à  la  direction  m\  Ce  diamètre  est  représenté  par 

(2)  m'y — p=.o. 

En  élîminant  m!  entre  les  éqoatîons  (i)  et  (ifc),  on  obtient 

2/> 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  ttu- 
pain,  professeur^  Laisant,  lieutenant  du  génie;  M.^  lieu- 
tenant d'artillerie;  John  Rittcr;  Gustave  Harang,  élève 
du  lycée  de  Douai  (classe  de  M.  Painvin);  Cornille^ 
élève  du  lycée  de  Strasbourg  ;  Marccllin  Noblot,  élève  du 
lycée  de  Lyon  \  Geoffroy  et  Lhuillier,  élèves  du  lycée  de 
Nancy;  Belbomme  et  Jarlot,  élèves  du  lycée  Louis-le^ 
Grand  (classe*  de  M.  Bouquet);  H.  Cordîer,  élève  du 
collège  Rollin  (classe  de  M.  Suciiel)  ;  A.  Trasce,  élève  du 
lycée  Charleraagne. 


OUBSTION  640 

(  Toir  p.  98  )  ; 

Solution  dk  M.  L.   C  , 
Étudiant. 


Tout  se  réduit  à  faire  voir  que  le  troisième  triangle  est 
semblable  au  premier  ABC. 

Soit  G  le  point  d'intersection  des  médianes  AD,  BE, 
CF  de  ABC.  En  prenant,  sur  les  prolongements  de  AD, 
BE,  CF,  des  longueurs  DH,  El,  FK  égales  à  DG,  BG,  FG, 
et  tirant  les  droites  CH,  AI,  BK,  on  forme  des  trian- 
gles CGH,  AGI,  BGK,  dont  les  côtés  sont  égaux  aux  deux 
tiers  de  AD,  BE,  CF,  et  dans  lesquels  CD,  AE,  BF  sont 

7.7. 
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des  mëdiaucs.  Ainsi,  dans  le  iriangle  CGH,  les  miSdianes 
sont  respectivement  égales  aux  moitiés  des  côtés  du  trian- 
gle ABC.  Et  par  conséquent,  les  médianes  d'un  triangle 
dont  les  côtés  sont  égaux  à  AD,  BE,  CF  ont  pour  yaleur» 
les  trois  quarts  des  côtés  de  ABC.  Ce  qui  démontre  le 
principe  énoncé. 

Note.  —  La  mèmequestron  a  été  résolue  par  MM.  J.-Ch. 
Dupain,  professeur^  Rivet,  lieutenant  d'artillerie;  Lai- 
sant,  lieutenant  du  génie  \  J.  de  Virieu,  professeur  à  Lyon 
(Institution  Sain  te- Barbe);  Oppermann,  élève  du  lycée 
de  Strasbourg;  Léon Lbuillier  et  Charles  Geoffroy,  élèves 
à  Nancy;  H.  de  Nicol,  candidate  TEcole  navale  à  Metz; 
Henri  Lacan,  élève  au  lycée  d'Agen  ;  Bidot,  élève  du  col- 
lège de  Lons-le-Saulnier;  Abraham  Schnée,  élève  du 
lycée  Charlemagne;  P.-R.,  élève  du  collège  Rollin. 


QUESTION  635; 

SoLUTioif  DE  M.  HERMILE  DE  LA  PHIDELNE, 

Élève  du  lycée  Charlemagne. 


ÉiroNCÉ. —  On  sait  que  si  {Tun  point  M  pris  sur  le  plan 
d  *une  conique  C,  ayant  pour  foyers  F,  F',  on  mène  à 
cette  courbe  deux  tangentes  MT,  MT',  et  les  deux 
droites  MF,  MF',  les  angles  TMF,  T'MF',  sont  égaur-, 
de  sorte  que  si  le  point  M  est  pris  sur  une  autre  coni- 
que C  ayant  les  mêmes  foyers  F,  F'  que  C,  la  bissectrice 
de  Vangle  des  tangentes ^  ou  de  son  adjacent j  est  tan- 
gente à  la  courbe  CI  au  point  M.  Prouver  que  toute 
courbe  C\  qui  par  rapport  à  la  conique  C  jouit  de  la 
même  propriété^  est  une  conique  ayant  les  mêmes 
foyers  F,  F'. 
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Soient  MSi ,  MS,  les  bissectrices  de  Taiigle  FMF'  et  de 
son  adjacent;  Tune  de  ces  deux  droites  est,  par  hypo- 
thèse, tangente  à  C  au  point  M. 

Nommons  r,  Tj  les  rayons  vecteurs  MF,  MF' 5  t^,  i^i  les 
angles  que  ces  rayons  vecteurs  forment  avec  la  tangente 
menée  au  point  M  à  C  ;  et  r^  la  dérivée  de  r  par  rapport 
à  Ti  :  on  sait  que 

,  COSC' 


"-r 


«  COSP 


Ici,  =  ±  I.  Donc  r'  =±  i.  D'où  /i  rj  =  const. 

COS  Vi  ^« 

Ce  qui  montre  que  la  courbe  C"  est  une  conique  ayant 
les  deux  points  F,  F'  pour  foyers. 


QUESTIONS. 


668.  Si  l'on  désigne  para,  b,  c  trois  demi-diamètres 
d^une  conique  y  par  A  et  B  ses  demi-axes  principaux^ 
on  a  la  relation  : 


1         I  rsin2(^, 


c)      sin  2(c,  a) 
sin 2 (a,  b) 


*       J  2  sin  (rt,  ^)sin  [b,  c)  sin  (c,  a) 

(Faure.) 

669.  Deux  tétraèdres  abcd^  a'b^c'd'  étant  donnés,  dé- 
signons par  «1 ,  «t ,  «8 ,  «4  les  volumes  des  tétraèdres  que 
Ton  obtient  en  joignant  le  sommet  a  aux  sommets  a\ 
i',  c',  d';  pai*i3i,  Ps,  Psj  Pi  les  volumes  des  tétraèdres 
que  l'on  obtient  en  joignant  le  sommet  b  aux  sommets 
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ï^,    formem  un  faisceau,  ou,  si  l'on  veut, 
^nd  ordre  dont  V indice  est  i .  D'où  il  suit 
eu  un  quatrième  point  fixe  m,  qui 
\tà^  la  base  du  faisceau. 

>^^  second  corollaire,  ainsi    rectifié, 
'-à  une  solution  de  la  question  3 1 7, 
^.  \^  ^  de  celle  que  M.  Cremona  a 

'^  %  -i»iM  une  forme  très-simple. 

<>.  %  G. 


^  ^- 


>r 


1^.         "> 


> 


'^     <^^     ^  ^  *  ''ION  OBS  CARTES  DE 

*  de  Géographie 
au  19  décembre  1862, 
.  de  la  Société  de  Géogra- 
-^7à36oet4a5à486). 

oanle  dissertation,  accompagnée  de  notes 
^ition  îïnmense,  est  destinée  à  détruire  de  nom- 
mes erreurs  historiques.  En  remontant  aux  sources, 
i'Avezac  à  pu  donner  une  date  certaine  à  la  pre- 
e  apparition  de  chaque  système  de  projections  et 
re  à  chaque  inventeur  ce  qui  lui  appartient.  Ainsi, 
pès  le  savant  géographe,  la  projection  de  Flamsleed 
o)  appartient  à  Sanson  (i65o)  5  la  projection  du  Dé- 
de  la  guerre  est  de  Ptoléraée  (iSo)^  la  projectioii 
orgna  {1789)  doit  être  restituée  à  Lambert  (1772); 
ffhl  n'a  jamais  revendiqué  pour  lui-même  la  projec- 
de  Mercator  (  1 569 )  :  il  en  a  seulement  donné  (  1 589) 
léorîe,  que  rinventeur  n'avait  pas  divulguée  (*)  ;  la 

Loin  de  s'allribuer  l'iiivontion  de  Mercator,  \Vri|;hl  ullait  ju»<|u'a 
indre  que  le  système  des  latitudes  croisaaiilos  était  déjà  sunittammeiit 
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a\  b\  c\  d\  eic,^  on  aura  la  relation 


a,  a-i  aa  ol^ 

Pi  pi  Pa  p4 

7i  7»  73  7« 

^1  ^î  ^3  ^4 


=zabi:d  X  a'b'cdf  . 


(Faure.) 

670.  Dans  l'hyperbole  équilalère,  si  l'on  multiplie  la 
distance  d'un  point  de  la  directrice  au  centre  par  la  tan-» 
gente  de  Tangle  sous  lequel  on  voit  de  ce  point  l'hyper- 
bole, on  obtient  pour  produit  Taxe  transverse. 

(Faure.) 

CORRESPONDANCE. 


M.  Ë.  Fontaneau  nous^  adresse  une  rectification  rela- 
tive à  la  solution  quMl  a  donnée  (p.  3oo)  de  la  ques- 
Ûon  317,  proposée  par  M.  de  Jonquières. 

Le  second  corollaire  (p.  3oi)  doit  être  énoncé  de  la 
manière  suivante  : 

Si,  par  un  point  P  pris  hors  d'une  conique  S,  on  mène- 
une  série  de  cordes^  et  que,  par  les  extrémités  de  cha- 
cune d'elles^  et  par  deux  points  a,  tî,  pris  sur  la  courbe^ 
et  un  troisième  point  b  pris  en  dehors^  on  fasse  passer" 
une  série  de  courbes  du  second  ordre ,  toutes  ces  courbes 
se  couperont  en  un  même  quatrième  point, 

La  démonstration  que  M.  Fontaneau  en  donne  se 
fonde  $ur  l6$  lemmes  i^  2  (p.  3oo,  3oi),  qui  dépendent 
eux-mêmes  de  la  théorie  des  involutions.  Oq  peut  dé- 
montrer ce  corollaire  en  remarqiM^^t  que  les  courbes  àvL 
second  ordre  qui  pas^nt  par  a^  tz,  b^  et  dont  les  seconde^ 
cordes  d'intersection  avec  S  $ont  a8suJ4^ttiefi  à  pa&sor  par 


{  i-^i  ) 

le  point  lix«  P,  forment  un  faisceau,  ou,  si  l'on  veut, 
une  série  du  second  ordre  dont  V indice  est  i .  D'où  il  suit 
qu'elles  se  coupent  en  un  quatrième  point  iixe  m,  qui 
constitue  avec  a^  /i,  £,  la  base  du  faisceau. 

Au  moyen  de  ce  second  corollaire,  ainsi  rectifié, 
M.  Fontaneau  parvient  à  une  solution  de  la  question  3  f  7, 
qui,  au  fond,  diflère  peu  de  celle  que  M.  Cremoua  a 
donnée  (t.  XX)  p.  34a),  sous  une  forme  très«simple. 

G. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Coup  d'qeii.  historique  suh  la  projection  obs  cartes  de 
GÉOGRAPHIE,  Noticc  luc  à  la  Sociélé  de  Géographie 
de  Paris,  dans  sa  séance  publique  du  19  décembre  186a, 
par  M,  d'Av^ezac  (  Bulletin  de  la  Société  de  Géogra- 
phie^ t.  V,  i863,  p.  a57  à  36o  et  4^5  à  486). 

Cette  intéressante  dissertation,  accompagnée  de  notes 
d'une  érudition  iûimense,  est  destinée  à  détruire  de  nom- 
breuses erreurs  historiques.  En  remontant  aux  sources, 
M!  d'Avezac  à  pu  donner  une  date  certaine  à  la  pre- 
mière apparition  de  chaque  système  de  projections  et 
rendre  à  chaque  inventeur  ce  qui  lui  appartient.  Ainsi, 
d'après  le  savant  géographe,  la  projection  de  Flamsteed 
(1700)  appartient  à  Sanson  (i65o)  \  la  projection  du  Dé- 
pôt de  la  guerre  est  de  Ptolémée  (i5o)-,  la  projection 
de  Lorgna  {1789)  doit  être  restituée  à  Lambert  (1772); 
Wright  n'a  jamais  revendiqué  pour  lui-même  la  projec- 
tion de  Mercator  (  1569)  :  ^'  ^°  ^  seulement  donné  (i589) 
la  théorie,  que  l'inventeur  n'avait  pas  divulguée  (*)  5  la 

(*)  Loin  de  s'allribuer  l'invention  de  Mercator,  \Vrit$ht  allait  jusqu'à 
prétendre  que  le  âystèmo  des  latitudes  croissa nies  éuit  déjh  sunisammeut 
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projection  d'Arrowsmîih  (1794)  est  de  G.  Postel  (i58i)  ; 
enfin  la  projection  nommée  horaaiographique  par  M.Babi- 
net  (1857)  estdue  au  géomètre  allemand  MolIweide(i8oS). 

3ur  ce  dernier  point  nous  ne  pouvons  approuver  les 
insinuations  assez  mal  fondées  auxquelles  se  livre  Tauteur 
de  la  Notice,  à  Tégard  d'un  savant  et  spirituel  académi- 
cien. M.  d'Avezac  n'ose  pas  dire  que  M.  Babinet  s'est 
approprié  Vidée  de  MoUweide  en  supprimant  le  nom  de 
Tinventeur,  mais  on  voit  qu'il  le  pense  et  il  le  donne  â 
entendre.  N'est-il  pas  plus  naturel,  plus  vraisemblable 
d'admettre  que  M.  Babinet  n'a  eu  aucune  connaissance 
du  travail  de  MoUweide,  enfoui  dans  une  volumineuse 
collection,  ignoré  de  presque  tous  les  écrivains  spéciaux, 
et  que,  s' étant  proposé  le  même  problème,  il  a  dû  tom- 
ber sur  la  même  solution?  De  pareilles  rencontres  ne  sont 
pas  rares,  et  il  n'y  a  guère  de  géomètre,  petit  ou  grand, 
qui  n'ait  réinventé  quelque  chose  sans  s'en  douter.  C'est 
ce  que  les  éditeurs  de  journaux  mathématiques  savent 
mieux  que  personne  (*). 

Il  parait  moins  facile  de  justifier  M^  Babinet  au  sujet 
de  cette  assertion  :  u  que  la  projection  homalographique 
est  la  seule  qui  n'altère  pas  l'étendue  ^relative  des  «di- 
verses parties  du  globe.  »  On  ne  peut  voir  là  qu'une 
forte  distraction,  puisque  M.  Babinet  lui-même  reconnaît 
que  d'autres  projections  jouissent  de  la  mênie  propriété. 
(Voir  Atlas  universel  de  Géographie  physique  et  poli" 


indique  par  Ptolénoée,  assertion  gratuite  qu'on  retrouve  dans  le  Diction' 
naire  mathématique  de  l'Encyclopédie  méthodique,  art.  Projection.  {Voir 
James  Wilson,  A  dissertation  on  the  rise  and  progress  qf  ihe  modem  art  qf 
navigation  ;  Scriptores  logarithmici,  t.  IV,  p.  3oi.) 

{^)  Rien,  a  dit  avec  raison  M.  Terquem,  n'est  plus  rare  en  mathéma- 
tiques qu'un  plagiat  effectif;  rien  au  contraire  de  plus  commun  qu'un 
plagiat  involontaire.  Au  reste,  les  méthodes  générales  constituent  seules 
de  véritables  découvertes,  quoiqu'elles  ne  fassent  pas  toujours  autant  tic 
bruit  qu'une  application  utile. 
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ique  à  r usage  des  cours  supérieurs.  Introduction,  p.  6 

H  S.) 

A  part  ce  léger  dissentiment,  nous  ne  pouvons  que 
louer  l'excellente  Notice  de  M.  d'Avezac  et  souhaiter 
qu'elle  se  répande  parmi  tous  ceux  qui  s'occupent  de  géo- 
graphie ou  de  géodésie.  Nous  saisissons  cette  occasion 
poar  appeler  de  nouveau  l'attention  de  nos  lecteurs  sur  les 
beaux  Atlas  publiés  par  l'éditeur  Bourdin  (^),  dans  le 
système  homalographique,  dont  les  avantages,  aujour- 
d'hui bien  reconnus,  sont  indépendants  de  toute  question 
de  priorité.  P. 


SUR  UKE  LOCUTION  NOUVBLLB. 


tt  Que  dites-vous?  Comment?  Je  n'y  suis  pas:  vous 
plairait-il  de  recommencer?  Vous  voulez,  Âcis,  me  dire 
qu*il  fait  froid ^  que  ne  disiez-vous  :  Il  fait  froid  !  » 

Ce  passage  de  la  Bruyère  m'est  revenu  en  mémoire  à 
l'occasion  d'une  locution  nouvelle  déjà  fort  répandue, 
et  qui  consiste  à  nommer  variété  éi^anouissante  le  cas 
particulier  d'une  conique  qui  se  réduit  à  un  point  ou  à 
deux  droites.  J'avoue  que  je  n'ai  pas  compris  tout  d'a- 
bord. En  bon  français,  une  variété  év^anouis santé  devrait 
vouloir  dire  une  variété  qui  s'évanouit,  qui  cesse  d'exis- 
ter, eu  sorte  qu'une  ellipse,  qui  cependant  est  un  genre 
et  non  une  variété,  cesserait  d'être  une  variété  quand 
elle  se  réduirait  à  un  point.  Quel  galimatias!  Revenons 
k  la  Bruyère. 

«  Vous  voulez  dire,  Acis,  que  votre  courbe  se  réduit 

(*)  5if  rue  de  Seine.  Voii-y  sur  ces  Atlas,  les  Nouvelles  Annales^  t.  XIX, 
p.  i5a. 


à  un  point  ou  à  deux  droites  :  dites  qu'elle  se  réduit  à 
un  point  ou  à  deux  droites.  Mais,  répondez-vous^  cela 
est  bien  uni  et  bien  clair,  et  d'ailleurs  qui  ne  pourrait 
en  dire  autant?  QuMmportc,  Acis?  Est-ce  un  si  grand 
mal  d*ètre  entendu  quand  on  parle  et  de  parler  comme 
tout  le  monde?  (La  Bruyerb,  chap.  V,  De  la  Société  et 
de  la  Com^ersation,  )  E.  P. 


THlORfiMBS  SUR  LES  SURFACES  DU  SEGONB  MtBRE; 

Par  m.   HIOUX, 

Répétiteur  au  lycée  Bonaparte, 

Et  m.  BODKMER, 
Professeur  aa  lycée  de  Caen. 


I.  Etant  donnée  une  surface  du  second  ordre  S^  si, 
d^un  point  fixe  P,  on  mène  tivis  droites  parallèles  à  un 
système  de  diamètres  conjugués  d^une  surface  du  second 
ordre  à  centre,  qui  rencontrent  la  surface  S  en  trois 
points  A,  B,  C,  le  lieu  du  pôle  M  du  plan  ABC  par  rap- 
port à  cette  surface  est  une  surface  du  second  ordre  S'. 

Prenons  pour  surface  à  centre  un  ellipsoïde  E,  et 
pour  axes  coordonnés  les  axes  a^,  2&,  âc  de  cette  sur- 
face directrice. 

Soient  Xi,  /i,  z^  les  coordonnées  du  point  P  5 

I  /=  Ax»A'jr'-4- A"z'-f-2BjsH-  T.'&jrz  4-  '2^" jty 
^^'     \  -4-2Ca:-+- 2C'/-H2C";3-4.  I  =0 

réquation  de  la  surface  S. 

Le  plan  de  pôle  M  (a,  6,  7)  a  pour  équation 

Concevons  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  Pel 
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^C  l'on  a  par  identification  les  six  relations 

K'r»-!- =  h\ 

K»r'*H-... =  c\ 

K}lt  -h  K'»  w/w'  +  K''»///i'  =  G , 

K»/r-hK'»wiw''-+- =  o, 

KV/'4- =  o  (*). 

Il  en  résulte  qu'en  ajoutant  les  équations  (a)  après  les 
aYoir  multipliées  respectivement  par  K*,  K'*,  K^*,  il 
vient 

Remplaçons  enfin  M,  M',  M^  par  leurs  valeurs  tirées 
de  (3)  et  nous  aurons 

/         «t[AVÎ  -  V./'x./'a  4-/.  (/'a)'] 

c^est  Féquation  du  lieu. 

Il  suffit  de  remarquer  que  Vj,  /"'«,  /^'S,  /'y  sont  des 
fonctions  linéaires  de  a,  6,  y^  pour  reconnaître  que  cette 
équation  représente  une  surface  du  second  ordre. 

CoROLLAiiLE  I.  —  L'cTiveloppe  du  plan  ABC  est  une 
surface  du  second  ordre,  polaire  réciproque  de  S'  par 
rapport  à  S. 

Corollaire  II.  — Le  lieu  d^s  points  d^oà  Von  peut 

(*)  SI  Ton  désigne  i>ar  a'\  h',  c'  les  demi-diamètres  conjugués  de  rellip- 
solde  Ey  paraUèles  à  PA,  PB,  BG,  on  sait  qu'on  a  les  six  relations 

«'•  i*-+-  *'»m«  -h  c'*  n«  =  û*,  a'«  //'  4-  fc'«  min'  -h  c'*  nnf  =  o, 

«"/'«-h =ft»,         a'»/r-4- =  0. 

«'•/••-h =  r«,       «'«/'/•-*- =  o, 

ce  qui  donne  la  signification  des  quantités  K,  K',  K*. 
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mener  à  une  surface  du  second  ordre  trois  tangentes 
parallèles  à  un  système  de  diamètres  conjugués  d*une 
surface  du  second  ordre  à  centre,  est  une  surface  du  se- 
cond ordre. 

Supposons  en  effet  le  point  P  choisi  de  telle  sorte  que 
les  trois  droites  PA,  PB,  PC  soient  tangentes  à  la  surface 
S,  le  point  Ml  viendra  se  confondre  avec  le  point  P. 
Remplaçons  donc  dans  (4)  «,  o,  y  parari,j^i,  z^\  remar- 
quons que  Vi  devient  alors  égal  à  :xf^  et  nous  trouverons 
que  les  coordonnées  Xi,  j^y  z^  du  point  P  doWent  satis- 
faire à  Téquatiou  de  condition 

qui  conduit  aux  deux  solutions 

f  =  Oy 

i         4/(Aû»  +  A'^^'H-  A'^c') 

La  première  est  étrangère  à  la  question  et  la  seconde  re- 
présente une  surface  du  second  ordre. 

Corollaire  III.  —  Quand  la  surface  directrice  est  une 
sphère,  on  conclut  de  ce  qui  précède  que  : 

1°  Si  Von  mène  d^un  point  fixe  P  trois  droites  rec- 
tangulaires qui  percent  une  surface  du  second  ordre  en 
trois  points  A,  B,  C,  le  lieu  du  pôle  M.  du  plan  ABC, 
par  rapport  à  cette  surface^  est  une  surface  du  second 
w^dre; 

oP  Le  lieu  des  points  d^oii  Von  peut  mener  à  une  sur^ 
face  du  second  ordre  trois  tangentes  rectangulaires  est 
une  surface  du  second  ordre. 

Il  suffit  de  faire  rt  =  A  =  c  dans  les  résultats  précé- 
dants, pour  obtenir  les  équations  qui  conviennent  à  ce 
<^as  particulier. 
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Heniarque.  —  La  surface  S'  est  réelle  ou  imaginaire 
saivant  la  position  du  point  P.  Le  lieu  représenté  par 
Téquation  (5)  partage  l'espace  en  deux  régions  telles,  que, 
pour  tout  point  P  pris  dans  l'une,  la  surface  S'  est  réelle, 
tandis  qu'elle  est  imaginaire  pour  tout  point  P  pris  dans 
fautre. 

IL  Si  le  point  M  (a,  6,  y)  est  supposé  fixe,  l'équa- 
tion (4)  représente  le  lieu  des  points  P  répondant  à  ce 
théorème  : 

Étant  donnés  une  surface  du  second  ordre  S  et  un 
cône  circonscrit  de  sommet  M  (a^  S,  y),  si  on  imagine 
des  canes  ayant  pour  directrice  la  courbe  de  contact 
ABC  et  admettant  trois  génératrices  parallèles  à  un 
système  de  diamètres  conjugués  d'aune  surface  du  second 
ordre  à  centre^  le  lieu  des  commets  P  de  ces  cônes  est 
une  surface  du  second  ordre  S'. 

L'équation  (4)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

en  posant 

A/7«-h  A'^^*  -h  A"r'  =  H. 

La  surface  S',  coupe  la  surface  S  suivant  deux  courbes 
situées  dans  les  plans 

-<6)  V,=  o, 

(7)      HV.  — (otV'a/'x.  -4-  ^»/'6/'j.-+-ry'7/'z.)  =  o. 

l^epltn  (6),  Vi  =  o,  est  le  plan   ABC  de  pôle  M:  son 
équation  peut  s'écrire 

x/'^i  -4-  €/'r,  H-v/'z,  -h  ar.r-, -I-  ?.c'r, -h  txc";;,  H- 2  =  o. 
Le  plan  (7)  passe  par  une  droite   DE,   inlerseclion  des 
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plans 

(6)  V,=o, 

(8)  «'/'«/' X.  +  b^/'è/'r,  +  c'/'7/'».  =  o. 

Si  l'on  met  Tëquation  du  plan  (  7  )  sons  la  forme 

H-  7.CXi  -H  2c'j,  -I-  2c"z,  H-  2  =  O, 

on  voit  que  le  pôle  N  de  ce  plan  a  pour  coordonnées 

La  droite  MN,  qui  passe  par  les  pôles  M  et  N  des  deux 
plans  (6)  et  (7),  est  la  polaire  conjuguée  de  Tintersection 
DE  de  ces  deux  plans,  par  rapport  à  la  surface  S.  Elle  a 
pour  équation 

^^^  ûV'a         ^»/'6         cî/'v 

Cette  droite  MN  est  conjuguée  du  plan  (8)  par  rapporta 
la  surface  S,  et  du  plan  (6)  par  rapport  à  Tellipsoïde  E. 

La  droite  MN  perce  la  surface  S  aux  points  F,  L;  les 
plans  (6),  (7)  6t  (8)  aux  points  H,  K,  O.  Les  six  points 
M,  F,  H,  K,  L,  N  sont  en  involution,  et  le  centre  d'invo- 
Itttion  est  le  point  O. 

Les  plans  passant  par  DE  et  chacun  de  ces  points 
forment  un  faisceau  de  six  plans  en  involution  ;  le  plan 
central  d^involution  est  le  plan  (8). 

(  La  fin  prochainement,  ) 
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SUR  DEUX  aUGSTIONS  DE  MAXIMUM; 

Par  m.  V.-A.  LE  BESGUE, 
Correspondant  de  l'Institut. 


I. 

1.  Problème  I.  —  Construire  un  parallélipipèdc 
OABCD,  connaissant  les  arêtes  OA=a,  OB  =  i,  OC==c 
et  la  diagonale  OD  =  rf,  sachant  d^ ailleurs  que  les 
plans  diagonaux  DOA,  DOB,  DOC  sont  respectivement 
perpendiculaires  aux  faces  BOC,  COA,  AOB. 

Problème  II.  —  Construire  un  tétraèdre  OABC  dont 
les  faces  OBC,  OAC,  OAB,  ABC  ont  des  aires  données 
iiy  t,  c,  rf,  sachant  d'' ailleurs  que  les  arêtes  OA5OB,  OC 
sont  respecti\^enicnt  perpendiculaires  aux  arêtes  oppo- 
sées BC,  CA,  AB. 

Ou  voit  tout  de  suite,  pour  le  problème  I,  que  la  con- 
dition de  perpendicularité  revient  à  dire  que  le  volume 
doit  être  maximum,  puisque  les  données  a,  &,  c,  d  reste* 
raient  les  mêmes  en  faisant  tourner  un  plan  diagonal  sur 
son  intersection  avec  la  face  opposée  du  parallélipipède. 
Pour  le  second  problème,  la  condition  de  perpendicularité 
revient  encore  à  dire  que  le  volume  est  maximum;  mais 
pour  le  voir  il  faut,  ou  mettre  le  problème  en  équation 
par  l'emploi  du  calcul  différentiel,  ou,  ce  qui  est  préfé- 
rable, établir  quelques  théorèmes  qui  montrent  la  corré- 
lation des  deux  questions,  et  desquels  il  résulte  que  si 
l'on  a  remplacé  les  aires  a,  ft,  c,  ddu  second  problème  par 
des  lignes  proportionnelles,  et  qu'on  ait  construit  avec 
ces  lignes  un  parallélipipède  satisfaisant  au  problème  I, 
il  suffira  de  mener  des  plans  perpendiculaires  aux  arêtes 

Ann.  de  Hathémat.,  a«  série,  t.  Il   (Octobre  i8G3.)  28 
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et  à  la  diagonale  de  ce  parallélipipèdc  pour  obtenir  un 
tétraèdre  dont  les  faces  auront  des  aires  proportionnelles 
aux  aires  données  et  qui  conduira  à  un  autre  ayant  des 
faces  dont  les  aires  seront  données.  Ce  tétraèdre  étant 
construit,  on  voit  tout  de  suite  que  le  tétraèdre  symé- 
trique satisfera  encore. 

Les  deux  questions  conduisent,  comme  on  va  le  voir, 
aux  trois  mêmes  équations  entre  trois  inconnues,  et  on 
ramène  la  solution  à  celle  d'une  équation  du  quatrième 
degré. 

Quand  deux  des  données  a,  £,  c,  d  sont  égales,  Téqua- 
tion  du  quatrième  degré  se  ramène  au  second,  et  la  solu- 
tion est  géométrique. 

On  pourrait  donner  au  problème  un  autre  énoncé. 
Dans  un  parallélipipède  0A6CD,  les  trois  plans  diago- 
naux coupant  en  leurs  milieux  les  côtés  du  triangle  ABC, 
leur  intersection,  qui  n'est  autre  que  la  diagonale  OD, 
va  passer  par  le  centre  de  gravité  g  du  triangle  ABC,  et 

on  a  Og  =  ^ODj  cette  intersection  passe  aussi  par  le 
centre  G   de    gravité   du  tétraèdre    OABC,  et   on  a 

OG  =  y  OD  ;  on  pourrait  donc  énoncer  ainsi  le  pro- 
blème I  :  Construire  un  tétraèdre  OABC  dont  on  con- 
naît les  arêtes  OA,  OB,  OC  et  la  distance  OG  du  som- 
met  O  au  centre  de  grauitéy  sachant  d^ ailleurs  que  le 
plan  qui  passe  par  le  centre  de  granité  et  une  arête 
est  perpendiculaire  sur  la  face  opposée.  Comme  le  té- 
traèdre a  pour  volume  la  sixième  partie  du  volume  du 
parallélipipède,  c'est  encore  un  cas  de  maximum. 

II. 

Premier  problème, 

2.  /'■*  Solution, — Si  l'on  désigne  par  x,  y^  z  les  an- 
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gles  des  arêtes  BOC  =  x,  COA  =  y,  AOB  =  z,  on  aura 

(i)     d*=  a^  -+•  b*  -{-c^  -{-  n  ùccQsx-\~  2cacosy-h  aa^cosz, 

et  pour  la  condition  de  perpendicularité 

!a  (cosj^  cosz —  cosa:)  =  6(cosz  cos^r  —  cos^) 
=  c  (cosar  cos  jr — cosz) , 

ce  qui  se  trouve  facilement  au  moyen  de  la  formule  des 
triangles  sphériques  rectangles 

cos  a  =  cos^  COS7. 

On  verra  plus  loin  comment  le  calcul  difTérentiel  donne 
les  équations  (a). 

Le  système  (  a  )  se  transforme  comme  il  suit  :  soient 
X,  Y,  Z  les  angles  des  perpendiculaires  aux  troi»  faces  qui 
passent  par  b,c'y  c^w^  a,  b^  c'est-à-dire  les  suppléments 
des  angles  des  faces,  on  aura  les  formules  ' 

cos Jî  cosj^  —  cos  2  =  sin  07  sinj  cosZ^ . . . , 
cosXcosY  —  cosZ  =  sinX  sin  Y  coszy . . .  ♦ 

de  sorte  qu'en  changeant  les  binômes  de  (2)  en  monômes 
et  divisant  par  sinxsinj^sinz,  puis  remplaçant  sino:, 
sinj^,  sinz  parles  sinus  proportionnels  sinX,siu  Y,  sinZ, 
il  vient 

(i)'  acotX=  6cotY  =  rcotZ, 

d'où  il  résulte  que  cosX,  cos  Y,  cos  Z  seront  tous  posi- 
tifs ou  tous  négatifs. 
LVquation  (1)  devient 

,   .,  ,      -4-2cacotZcotX-f-2«^cotXcotY 
(2)'  ( 

/^ccosXsinX-4-câ'cosYsinY-f-rt^cosZ  sinZ\ 
\  sinXsinYsinZ  / 

28. 
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Le  système  (i)'  (a)'  où  les  inconnues  sont  X,  Y,  Z  con- 
duit à  l'équation  de  Lagrange. 
Si  Ton  pose 

a  cet  X  =  A  cet  Y  ==  c  cet  Z  =  «, 

d'où 

a  _-  n 


sinX  = 


V^tt^H-û' 


cosX  = 


^  a»  4-  û» 


le  radical  ^u' 4- fl'  étant  pris  positivement,  Téquation  (2)' 
deviendra,  en  faisant,  pour  abréger. 


(3) 


r      ï  ï  •      1 

3a' -h  tf  =  a      — :  H — ,  .    ,,  H — ; •,  I 


En  voici  la  discussion  :  c'est  une  simplification  de  celle 
donnée  par  M.   Painvin   [Noui^elles    jinnaleSj    1862; 
p.  353  et  suivantes). 
Nous  ferons 

(a'-h  fl')  ( M'-h  ^')  (a'  -f-  «')  =  w«+  Aa«  4-  Ba»  -#-  C, 

l'équation  en  li  deviendra,  en  posant  u*=  d, 

e(3ô»-|-2A0-f-B)»— (O»-hA0»-i-Bô-hC)(9Ô^-h6^0  +  c»)  =  o 


ou 


(4) 


3^'Ô*-i-P,Ô»+ PîO'-i-PaÔ  — Cc»=:  O, 


en  posant 

P,  =  4A'--3B  — 6Ae— e^,      Pa=4AB  — 9C— 6Be  — AcS 

Pa  =  B'— 6C<?  — Btf'. 

3.  Pour  discuter  facilement  cette  équation,  supposons 
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€i]>  b^c^  d:  il  en  résultera  e  positif*,  donc  u  le  sera 
aussi,  d'après  Téquation  (3).  Il  faut  prendre  les  valeurs 

positives  de  6*,  puis  faire  u  =  ^.  Or,  il  n'y  a  qu'une  ra- 
cine positive.  En  eflfet,  le  premier  terme  de  l'équation  (4) 
étant  positif  et  le  dernier  négatif,  on  a  déjà  une  racine 
positive  et  une  négative  pour  6.  De  plus,  si  l'on  pose 

4P3  =  — [B(2tf)»-f-  i2C(2<r)— 4B'], 
comme  on  a 

2<?>^i^-f-^'     et     2e<l«'-f-^'-hc% 

même  en  mettant  pour  2e  dans  4^8  sa  moindre  limite 
rt*+  i*,  la  quantité 

B(2^)2-f-  I2C(2^}— 4B'  =  U 

sera  positive^  comme  on  le  voit  en  posant 

et  ordonnant  U  suivant  les  puissances  de  c'5  car,  réduc- 
tion faite,  tous  les  termes  sont  essentiellement  positifs.  Il 
suit  de  là  que  P3  est  négatif  dans  tous  les  cas.  De  plus,  si 
l'on  remarque  que 

AP,— P,=  4A»— 7AB-i-9C  — 6<?(A^— B), 

où  A*  —  B  est  essentiellement  positif,  reste  positif  même 
quand  on  met  pour  2  e  sa  plus  grande  limite  A,  puisque 
Ton  a 

AP,  —  P,  >  A*  —  4  AB4- gC, 

et  qu'en  posant 

on  a  pour  A'^ —  4AB  -h  9C  une  quantité  essentiellement 
positive,  il  faut  donc,  si  P,  est  positif,  avoir  Pi  positif, 
et  Féquation  n'a  qu'une  variation;  si  Pf  est  négatif^  Pi 
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peut  être  positif  ou  négatif^  mais  il  n'y  a  encore  qu'une 
Tariation.  Ainsi  9  a  une  seule  valeur  positive. 

Pour  la  réalité  de  la   solution  il  faut  que  les  deni 
conditions 

X-|-Y-hZ<4  droits,     T-hZ— X>o 

soient  satisfaites*,  or,  comme  X,  Y,  Z  sont  aigus,  la  pre- 
mière Test  nécessairement.  Comme  Y+Z  —  X  est  infé- 
rieur à  deux  droits^  il  faut  que 

tang(Y-|-Z—X) 

tangY-f-tangZ  —  tangX-htangXtangYtangZ 

~"  I  — tangYtangZ+tangZ  tangX  -f-  tangX  tangY 

soit  positif.  Or  le  second  iBen»bre  devient 

u*  (b-i-c  —  û)  -+-  nbc 
tt  (  w*  +  «^  -|-  ûc  —  àc) 

et  le  dénominateur  est  positif;  le  numérateur  devra 
l'être,  ce  qui  arrive  toujours  pour  b  -hc — a^a  ou  =o. 
Mais  si  a — b  —  c  est  positif,  il  faut  avoir 

.    _        abc  ^  abc 

en  posant 

a  —  b  —  c=:  9, 

Cherchons  ce  que  devient  pour  u^  =  -y  la  quantité 

V  =  u'iiu^'h'  a^'jiu^-i-  b')-\-{u^  +  b^)  (u^  -h C) 


car  Téquation  (4)  n'est  autre  que  P  =  o. 
Comme  on  trouve 
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il  en  résulte 

4^»P  =  [6abc'^2S{ab  +  ac—  bc)y 

=  [i2a^c4-^(a*-|-^'-H-c* — d^-h^ab-hnac — 2bc)] 

Or,  le  premier  et  le  troisième  facteurs  sont  positifs,  le  se- 
cond peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  produit 

essentiellement  positif,  chaque  facteur  l'étant,  puisque 
dans  un  quadrilatère  gauche  un  côté  est  moindre  que  la 
somme  des  trois  autres. 

Comme  u*  =  —  donne  à  P  le  signe  +  et  que  w  =  o 

donne  à  P  le   signe  — ,  la  valeur  de  m*    est  comprise 

abc 

entre  o  et 1 • 

a  —  tf  —  c 

On  trouve  donc  un  seul  système  de  valeurs  réelles 
pour  Xj  Y,  Z,  et  par  suite  un  aussi  pour  x^  jr^  z*^  mais 
avec  ces  valeurs  on  peut  faire  deux  tétraèdres  syraélriques 
qui  satisfont  à  la  question. 

Nous  avons  supposé  a^b^c^d^  mais  il  est  à  re- 
marquer que  si  les  arêtes  0  A  =  a,  OB  =  i,  OC  =  c  et  la 
diagonale  OD  =  d  sont  prolongées  de  sorte  que 

on  formera  autour  de  O  huit  parallélipipèdes  équivalents 
symétriques  deux  à  deux.  En  ne  prenant  que  les  quatre 
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qui  n'en  contiennent  pas  deux  symétriques,  on  voit  que 
dans  Fun  la  diagonale  sera  a,  dans  l'autre  &,  dans  un  troi- 
sième c,  dans  le  quatrième  d.  D'ailleurs,  si  dans  l'un  la 
condition  de  perpendicularité  des  plans  diagonaux  sur  les 
faces  opposées  est  satisfaite,  elle  le  sera  aussi  dans  les 
autres  :  on  peut  donc  supposer  sans  inconvénient  que 
l'on  a 

4.  //*  Solution,  —  Dans  le  système 

a  {cosx  cosz  —  cosj?)  =  b  (cosz  cosa:  —  cos^) 

=  c  (cos;r  cos jr  —  cosz), 
rf2  =r  a'  4-  ^'  -f-  c'  -f-  2  ôc  cos  j:  -^  2ca  cosjr  -\-  2ab  cosz- 

on  prendra 

^^  -+•<?'  4-  2  ^c  cosx  =r  r% 
c*  4-  a'  -H  2  c^i  ces/  =  5% 
û^  4-  ^'4-  labcosz  =  t^0 

r,  5,  t  seront  les  diagonales  des  faces.  On  aura  d'abord, 

en  posant 

«'4-  b^-i-c^-h  d^  =  (T\ 
l'équation 

g»  =  r^  4-  5^  4-  t\ 

Les  conditions  de  perpendicularité  deviendront 

Ir*  ^  r'ff»  4-  [d'  —  û')  (<r* ^  A»)  =  —  2r»/% 
s*  —  s^  (j'4-  (rf'—  b^)  (û^—  c')  =  —  2*V% 
/4  —  f2  V   4_   (^2  —   c^)  ^2  _  ^2)  _-   _  2  ^»^3  . 

on  pourrait  aussi  prendre 

l  r*  —  r2(7»4-  (^2  ___  ^a^  (^2  _  ^,2)  =  _  ^^v, 

(^)  I    jy<  ~  j2  ^2  4-  (r/a  —  ^' )  (c'^  —  ^2  )  =  —  2  jV% 
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ces  équations  ajoutées  membre  à  membre  avec  les  précé- 
deutes  donnent 

r'-i-  f*-+-  ^'==  ff'. 

Sî  Ton  prend  la  valeur  de  t*  dans  la  première  équation  [a) 
et  qu'on  la  substitue  dans  la  dernière  équation  (b)^  on 
trouve 

^^^  \  ^^(a^^d^)\^t'-hc')]r'—[d^'-a'y{b'—c'Yz=o. 

La  permutation  tournante  des  lettres  a,  &,  c  donnerait 
de  semblables  équations  en  s  et  t. 
Si  Ton  pose 

en  choisissant  les  signes  de  manière  à  rendre  a,  |3  positifs, 
on  a  d'abord 

2  (a»  -f-  rf')  =  a'  4-  7»,     2  (ô»  -h  c^)  =  P'  -4-  ^% 
ce  qui  change  Téquation  (c)  en 

i3/-*  —  2  (a' -4- p» -h  7»  +  (î^)  r* 
-h  (a»p'  +  a^f  -h  ol'S'  4-  p^'v^  +  p'5»  -h  7'^*)  a* 
—  a»pV^'=0, 

qui  revient  à 

IQ  =r»(r»— a»j  (r'  —  p')  (/-'—  7')  4-  r»  (r'—  a»)  (r^—  p»)  (r'  —  ^») 
+  r'(r»—  a')  (r»-  7';(r»-  ^')  4-r'  (H-  P')(r»— 7')  (r  »—  ^») 
^  (,.1—  a')  (r'  —  p')  (r»  —  7»)  (r'  —  8')  =  o. 

Si  dans  cette  équation  on  met  pour  /' 

-00,     o,     a%     p%     7%     1^», 
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on  voit  que  Q  prend  les  signes 

de  sorte  qu'il  y  a  une  valeur  de  r*  tombant  entre  • — « 
et  O5  c'est-à-dire  négative,  et  trois  valeurs  positives,  l'une 
entre  a*  et  j3*,  la  seconde  entre  P*  et  y*,  la  troisième  entre 
7*  et  $\ 

Par  exemple,  si  les  nombres  positifs 

sont  rangés  par  ordre  de  grandeur,  la  valeur  de  r  tombera 
entre  d —  a  et  i-f-c,  comme  le  montrerait  la  figure. 

Quand  deux  des  quatre  quantités  «,  &,  c,  d  sont  égales, 
t  et  c  par  exemple,  ou  d  et  a,  l'équation  (c)  s*abaisse  au 
second  degré  et  la  construction  est  géométrique. 

5.  ///*  Solution, — La  forme  (e),  la  plus  commode 
pour  la  discussion,  se  présente  tout  de  suite  quand  on  con- 
sidère les  triangles  formés  par  i,  c,  r  et  a,  €/,  r  comme 
perpendiculaires . 

Soient  t  et  î/  les  aires  de  ces  triangles  :  le  volume  du 

parallélipîpède  est ; ?  il  faut  donc  rendre  —^  maxi- 
mum. Or  on  a 

4/^  =  4ô'c2—  (62  4.  c7__  ^2)2  _.  [(^  ^  cY  —  r2][r»— (^  —  c)'], 
4f"=4flW»  — («2+^'— '•')»  =  [(fl-f-€f)'—r2]  [r=»—(û  —  c?)*], 

d'où  l'on  tire 

i6^2^'2        ( r'  —  a^)  (r'  ~  p')  (r^  —  7»)  (r^  —  (î^) 


^2  ^2 


Si  l'on  prend  la  dérivée  par  rapport  à  r  en  l'égalant  à 
zéro,  on  aura  l'équation  (e)  qui  revient  à  Q  =  o. 


(  443  ) 

ni. 

6.  Si  l'on  coupe  le  tétraèdre,  dont  les   arêtes    sont 

OA  =  û,  OB  =  i,  OC  =  c,  par  un  plan  perpendiculaire 

à  OÂ,  les  hauteurs  des  deux  parallélogrammes  qui  ont  OA 

pour  base  commune  seront   bsinz^  csin^^,  et  comme 

elles  font  Fangle  X,  Faire  de   la  section   droite    sera 

bc  sînj^  sinz  sinX,  par  conséquent  le  volume  V  du  paral- 

lélipipède  sera 

_-         f     •       •        •      sinZ 
V  =  fl^csm  j:  sin  r  sin  z  —, —  : 

sinz 

en  posant 

sinX sînY sinZ 

sinj:        sin  jr       sin? 
on  aura  donc 

d'où  Ton  tire 

V  =  {bc  sin j:)* {ca  sinj)*  (ab  sînz)'  sin'or  sin'^  sîn'z.  ^% 


ou 


V<  =  iiJ^îcf  sin^Xsin^Ysin^Z  (j\\ 

en  représentant  par  a^^b^^  Oj  les  aires  des  trois  faces  duF 
parallélipipède  qui  passent  par  le  sommet  O. 

Or,  si  l'on  regarde  a^b^Ci  comme  des  lignes  qui  repré-' 
sentent  les  aires,  en  menant  les  droites  OA',  OB',  OC 
perpendiculaires  aux  plans  BOC,  COA,  AOB,  mais  non 
du  même  côté  que  OA,  OB,  OC,  on  verra  que  ces  lignes 
font  entre  elles  des  angles  suppléments  de  ceux  que  font 
entre  elles  les  faces  de  l'angle  irièdre  OABC,  de  sorte  que 
si  les  perpendiculaires  sont  égales  à  ^i,  2»i,  Ci,  la  quantité 
V*  sera  égale  à  V*,  V  étant  le  volume  du  parallélipipède 
dont  les  arêtes  sont  OA'  =  a,,  0B'=  &i,  OC'=  Ci. 
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L'équaiîoii  V  =  V*  mon  ire  que  quand  le  premier  pa- 
rallélipipède  atteint  son  maximum,  il  en  est  de  même  du 
second,  et  par  conséquent  aussi  du  tétraèdre  OA^B'C  qui 
en  est  la  sixième  partie,  ou  encore  les  tétraèdres  OABC, 
OA'B'C  atteignent  ensemble  leur  maximum. 

Or,  les  plans  diagonaux  du  premier  parallélipipède 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  arêtes  A'B', 
B'CCA',  savoir:  le  plan  DOC  à  A'B',  le  plan  DOA  à  B'C 
et  le  plan  DOB  à  CA'.  En  effet,  si  l'on  coupe  le  parallé- 
lipipède perpendiculairement  à  l'arête  OA,  on  formera 
une  section  droite  oadb^  dont  les  côtés  oa^  ob  et  la  diago- 
nale od  seront  proportionnels  aux  aires  des  faces  du  pa- 
rallélipipède et  de  son  parallélogramme  diagonal  passant 
par  O.  Or  si,  dans  le  plan  de  la  section  droite  oadb^  on 
mène  à  oa  une  perpendiculaire  oa'  •=  oa  et  à  ob  une 
perpendiculaire  ob'  =  ob^  de  sorte  que  l'angle  afoV  soit 
supplément  de  ao&,  le  parallélogramme  oa! d'b'  sera  égal 
au  parallélogramme  oadb,  et  sa  diagonale  a!b'  sera  égale 
et  perpendiculaire  à  od.  De  là  on  conclut  que  le  plan  dia- 
gonal est  perpendiculaire*  à  afb'.  Il  en  serait  encore  de 
même  si  Ton  remplaçait  oa\  ob'  par  des  droites  propor- 
tionnelles. On  voit  donc  que  les  plans  diagonaux^  qui 
dans  le  parallélipipède  primitif  passent  par  le  point  O, 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  côtés  A'B', 
B'C,  C'A'  du  triangle  A'B'C  Ils  sont  donc  perpendicu- 
laires à  A'B'C  et  leur  intersection  OD  Test  aussi. 

Comme  pour  le  cas  du  maximum  du  premier  paralléli- 
pipède les  plans  diagonaux  sont  perpendiculaires  aux  faces 
opposées,  il  s'ensuivra  que  dans  le  second  parallélipipède 
les  arêtes  OA',  OB',  OC  sont  perpendiculaires  aux  droi- 
tes AB',  B'C,  C'A'.  Autrement  le  tétraèdre  OA'B'C  a 
ses  arêtes  opposées  perpendiculaires  entre  elles. 

Si,  par  le  point  O,  on  menait  perpendiculairement  aux 
faces  A' OB',  B'OC,    C'OA'  des  perpendiculaires,  elles 
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coïncideraient  avec  OA,  OB,  OC,  et  si  on  les  prenait 
proportionnelles  aux  aires  des  faces  des  parallélogrammes 
qui  ont  pour  côtés  OA',  OB',  OC,  elles  seraient  égales  à 
rt,  &,  c  multipliées  par  le  facteur  constant  V.  Puisqu'elles 
sont  proportionnelles  à  a,  6,  c,on  conclurait,  comme  plus 
haut,  que  OB'  est  perpendiculaire  à  ABC.  Maintenant 
on  peut  considérer  la  face  ABC  comme  la  somme  algébri- 
que des  trois  projections  des  faces  OAB,  OAC,  OBC  sur 
ABC,  mais  OD'  est  aussi  la  somme  algébrique  des  projec-  ' 
tions  de  OA',  OB',  OC  sur  OD'.  Donc  OD'  est  propor- 
tionnelle à  ABC.  Donc  en  menant  des  plans  perpendicu- 
laires à  OA',  OB',  OC,  OD',  on  a  un  tétraèdre  dont  les 
faces  ont  des  aires  données  proportionnelles  aux  lignes 
OA',  OB',  OC,  Oiy.  De  ce  tétraèdre  on  passera  à  un 
autre  dont  les  faces  auront  précisément  les  aires  deman- 
dées. Au  lieu  de  ce  tétraèdre  on  pourra  prendre  le  té- 
traèdre symétrique.  Il  est  facile  de  voir  que  ce  qui  pré- 
cède s'accorde  avec  la  Note  de  M.  Paul  Serret  [Nouvelles 
annales,  i863,  p.  79).  Cette  Note  a  pour  objet  d'établir 
une  corrélation  qui  n'est  autre  au  fond  que  la  précédente. 

On  pourrait  développer  davantage  ce  qui  concerne  les 
parallélipipèdes  OABCD,  OA'B'C'D'^  mais  cela  a  déjà 
été  fait.  On  n'a  mis  ici  que  ce  qui  est  nécessaire  pour  bien 
montrer  la  corrélation  des  deux  questions,  objets  de  celle 
Note. 

Si  l'on  prolongeait  OD'  de  OD"=OD',  le  tétraèdre 
A'B'C'D"  serait  le  tétraèdre  dérivé  des  aires  dont  s'est 
occupé  M.  Painvin  dans  le  dernier  paragraphe  du  Mé- 
moire déjà  cité.  Sa  théorie  est-elle  bien  nouvelle,  et  ne 
pourrait-elle  pas  s'établir  d'une  manière  plus  simple? 
On  peut  se  proposer  d'établir  par  la  Géométrie  et  la  Trigo- 
nométrie élémentaires  les  propriétés  géométriques  du  té- 
traèdre OABC  à  volume  maximum,  et  où  OA,  OB,  OC, 
OG  ont  des  valeurs  données  (G  est  le  centre  de  gravité), 


MH^Ai 
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et  du  tétraèdre  OABG  à  volume  maximum  dont  les  faces 
ont  des  aires  données.  Cette  marche  est  sans  doute  plus 
simple  que  l'emploi  des  déterminants. 

IV. 

Second  problème. 

7.  On  suppose  les  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  per- 
pendiculaires entre  elles.  Si  les  arêtes  issues  du  point  0 
sont  a,  6,  c,  faisant  les  angles  BOC  =  ar,  COA=j, 
AOB  =  z^  les  arêtes  opposées  étant  perpendiculaires, 
il  faut  que  les  perpendiculaires  abaissées  de  B,  C, 
(OB  =  i,  OC=c)  sur  OA  aient  le  même  pied.  Ainsi 

,                    .                cosr       cosz 
b  cosz  =  c  cos jr     ou     — r  "  = • 

Le  système 

cosâT       cos  y       cosz 
a  b  c 

exprime  donc  la  perpendicularité  des  arêtes  opposées  ;  il 
revient  à 

bc  sin.r  cota;  =  ac  siny  coty  =  ab  sinz  cotz, 
ou 

a,  cotj;  =  bi  coij  =  c^  cotz, 
ou  encore 

cos  a?        ,   cosj^  cosz 

smX  smY  smZ 

ou  bien 
ax  sinY  sinZ  coso:  =  ô,  sinX  sinZ  cosj  =  C|  sinX  sin  Y  coss, 

ou  enfin 

ax  (cosY  cosZ  —  cosX)  =  b^  (cosZ  cosX  —  cosY) 

=:  c,  (cosX  cos  Y  —  cosZ). 
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Ces  équations  sont  toutes  semblables  à  celles  du  premier 

système. 

Si  l'on  représente  par  d^  Taîre  de  la  quatrième  face, 
on  trouve  comme  il  suit  Téquation 

qui  revient  à 

d\=za\  -f-^jH-cJ  —  2^,c,  cos(ft,,c,) 

—  2c,a,  cos(ci,ai)  —  7.ayhx  cos(a,,  ^,). 

C^est  une  conséquence  des  équations  suivantes,  d'où  nous 
ôtons  les  indices  pour  abréger  : 

a^=  b  cos(a,  b)  -h  ccos(fl,  c)  -f-  dcos(a,  d)^ 

b  =  c  cos{by  c)  +  fl  cos(by  a)  -h  dcos[b,  d)^ 

c  =  a  cos(c,  a)  -^  b  cos(c,  ^)4-  r/cos(c,  rf), 

d-=a  co%[dy  fl)  H-  ^  cos(</,  b)  -h  ccos(£/,  c). 
Delà 

d^  =s  ûûf  cos  {</,«)  -f-  bd  ces  (r/,  ^  )  4-  crf  cos (rf,  c)  ; 
mais  les  équations  précédentes  donnent 

âf£^cos(a,  ûf)  =  «^  —  a6cos(a,  6)  —  ac  cos  (a,  c), 
Wcos(^,  d)  =  b^ —  bc  cos(&,  c)  —  ôa  cos(^,  a), 
C£?  co$(c,  d)=  c^  —  ca  cos(c,  a)  —  cb  cos(c,  b)\. 

d'où  pour  d*  la  valeur 

rf*  =  fl*4-^2-|-c* — 2^ccos(^,  c)— 2cacos(c,rt) — 2âf^COS(/l,  ^). 

Cette  démonstration  est  sans  doute  connue.  Si  Ton  met- 
tait cette  valeur  sous  la  forme 

rf*=fl'-f-^^-hc'  —  2^ccos(^,  c) —  2a[ccos(c,  a)-\-bcos{ay  b]\ 

ou 

d'^=ia^'\-b^-^c^ —  2^ccos(^,  c) —  2.a\a  —  dcos(ay  r/)], 
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OU  aurait 

équation  connue,  et  qui  a  différentes  significations  géo* 
métriques,  soit  comme  double  valeur  du  carré  d'une  dia- 
gonale d'un  quadrilatère  gauche,  soit  comme  double  va- 
leur du  carré  de  Taire  d'un  parallélogramme  diagonal 
dans  un  parallélipipède. 

Ainsi  l'on  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  équations 
du  second  problème  sont  précisément  les  mêmes  que 
celles  du  premier. 

8.  Si  l'on  remarque  que  l'on  a 

sin'X I — cos^X 

n    — ; — :     : 

sm^j?  sin^j: 

I  —  cos^  X  —  cos^y  —  cos'z  -f-  acos  j:  cosj  cos  z 

sin' j:  sin^j  sin'z 

et  que,  de  même, 

T         sin'j:         1  —  cos^j: 
k^       sin'X  sin^X 

I  —  fos'  X  —  cos' Y  —  cos'Z  -h  2  cosX  cos  Y  cosZ 


5 


sin^  X  sin^  Y  sin'  Z 
on  aura 
\^=z  à^  h^  c^[i —  cos^o:  —  cos'j  —  cos'z  +  2cosx  cosj  cosz), 

et 

V<  =  «î^*cJ(i  — cos^X  —  cos'Y  — cos'Z"h2cosXcosYcosZ). 

Si  l'on  remplace  «1,^1,  c^  par  2 a',  2^',  ic\  a\  b\  c'  étant 
les  aires  des  faces  du  tétraèdre  dont  le  volume  T  e^t  donné 
par  l'équation  V=  6Ï,  il  viendra 

X  (i  —  cos'X  —  cos^Y  —  cos^Z  -\-  2cosX  cosY  cosZ). 
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Donc,  si  l'on  veut  avoir  le  maximum  de  V  et  de  T,  en 
ayant  égard  aux  relations 

d*  =  rt'  -h  ^^  -4-  c*  -h  2  bc  cosj:  -\-  2ca  cosj  -f-  2  «^  cosz, 
d'*=ia'' H-  b''  -h  c'» -4-  2  b'c'  cosX  -f-  2  c'a'  cos Y-1- 2  a'  b' cosZ, 

le  calcul  difTérentiel  donnera  immédiatement 

cos^  cosz  —  cosj?       C0S2  cosj:  —  cosj       cos^  cosj^  —  cos« 
bc  ca  ab 

cosYcosZ  —  cosX cosZcosX — ces  Y cosXcosY — cosZ 

V?  "TIP  "^  Vb'  ' 

qui  sont  précisément  les  équations  trouvées  plus  haut  par 
des  considérations  géométriques. 


SECONDE  SOLUTION  DE  U  QUESTION  295 

(  TOir  t*  série,  t.  1 ,  p.  64  )  ; 

Par  m.  J.  B., 

Elève  en  Mathématiques  spéciales. 


Enoncé.  —  Par  un  point  P  pris  dans  le  plan  d^une 
courbe  algébrique  M,  on  mène  des  norrhales  à  cette 
courbe  qui  la  rencontrent  aux  points  Ai ,  A,, ... ,  A„.  On 
suppose  que  la  somme  des  carrés  de  ces  normales  est 
égale  à  p*,  quantité  constante.  Le  point  P  engendrée 
une  courbe  Mi  ;  la  normale  à  cette  courbe^  menée  par  le 
point  P,  passe  par  le  centre  des  moyennes  distances 
des  points  Aj ,  A^ ,  etc. 

Soient  y=:f[x)  Téquation  de  la  courbe  M5  Xojj^o 
les  coordonnées  du  point  P*,  (j?i,jKi))  (^«^J^O?  ®^^m  ^^s 
coordonnées  des  points  A] ,  As ,  etc. 

Ann.  de  àlathémat.,  2^  série,  t.  II.  (Octobre  i863).  29 
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On  a,  par  hypothèse, 

(0  ^[{^o-x,Y-\-[xo-y.Y]=p\ 

L*équation  de  la  normale  en  Ai  est 

r  — ri  =  —  -r  («— ^i); 

elle  passe  par  le  point  P,  donc 

(2)  (^,  —  j.)y, -f-(xo— ^,)  =  o. 

Je  prends  la  dérivée  de  (i),  par  rapport  à  Xo^  en  ap- 
pliquant le  théorème  des  fonctions  composées  : 

2Kj(ro— 7i)y,+(^o— ^i)]4-(rt— /i)/o-*-j?o— ^ij=o. 

En  vertu  de  Téquation  (2),  j'ai  donc 
égalité  que  je  puis  écrire  ainsi  : 

(/îjo —  2/,  )y^  "h  /îXo  —  2j?,  =  O, 
OU 

(3)  [r.-^)/.  +  ^.-^=o. 

L'équation  de  la  normale  en  P,  au  lieu  des  points  P,  est 


i 


r-^Jo= r  {^  —  ^0)7      OU     (jTo— r)yo-J-^o— J:=0. 

Il  faut  démontrer  que  cette  droite  passe  par  le  centre 
des  moyennes  distances  des  points  Ai,  At, .  .  .  ,  dont 


2^1      'ZXi  ^    _j 
n         n    ' 
est  exprimé  par  la  relation  (3). 


les  coordonnées  sont  - — ^  >  — ■'  ;  c'est  précisément  ce  qui 
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SOLUTION  GÉOHÉTRIOUE  DE  LA  QUESTION  DE  MÉCANIQUE 
DU  CONCOURS  DE  1862  (RHETORIQUE  SCIENTIFIQUE); 

Par  m.  Abraham  SCHNÉE, 
Élève  du  lycée  Charlemagno. 


Un  point  matériel  M,  placé  en  un  point  donné  B, 
sans  vitesse  initiale ,  se  meut  sous  l'influence  de  deux 
forces  attractives  dirigées  vers  deux  centres  fixes  A 
e/ A'5  les  intensités  de  ces  forces  varient  proportion- 
nellement aux  distances  du  point  attiré  aux  centres 
fixes ^  et  elles  prennent  respectis^ement  les  valeurs  don- 
nées g  y  g',  lorsque  les  distances  MA,  MA'  deviennent 
égales  à  V unité  de  longueur.  On  demande  de  détermi- 
ner la  trajectoire  du  point  matériel  M,  ainsi  que  la  loi 
du  mouvement. 


Soît  entre  les  centres  fixes  un  point  E  tel  que 

AK   ^g' 
A'E        g' 

Menons  BE-,  soient  M  et  D  deux  points  de  celle  droite; 
menons  MA,  MA',  et  par  D,  les  droites  D^j/,  Dt|/'  respecti- 
vement parallèles  à  MA', MA.  Les  triangles  MAE,  MA'E, 
de  même  hauteur,  sont  onlre  eux  comme  leurs  bases  AE, 

29. 
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Â'E;  ainsi 

surf  MAE  __  AE 

surfMA'E"'A'E' 

La  figure  M^  D^'  est  un  parallélogramme,  donc 

surf  MD>I;  =  surf  MD^'y 

et  régalité  précédente  peut  s'écrire 

surf  MAE 
AE  _  surfMD^ 
ÂME""  surfMA^E' 
surf  M  Dtp' 

Les  triangles  MAE,  MD^p  ont  un  angle  commun  \  il  en  est 
de  même  des  triangles  MA'E,  MD^'.  Donc 

surf  MAE  _  MA. ME        surfMA^E  _  MA' .  ME 
sûrfMD^  ""  MD.M4/  '      surfMD^  *"  MD.M^**  ' 

et  par  suite 

AE  _  MA     My  _g^ 

A'E  ■"  MA'  *  M^^  ""  g'  ' 

Mf       MA'.gr' 
M>{/  MA.^ 

Si  donc,  à  un  instant  quelconque,  le  motile  se  trouve 
sur  la  droite  BE,  d'après  l'énoncé  et  l'équation  précé- 
dente il  se  mouvra  sur  cette  droite,  pourvu  qu'il  parle 
du  repos  :  c'est  précisément  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  qui 
nous  occupe. 
Des  relations 

B(ï)  =  BA.g',     M^=:MA.^, 

on  déduit  par  division 

B(p        BA 


On  tire  de  là 


MtP       MA 


j 
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ce  qui  prouve  que  la  droite  cp^p  est  parallèle  à  BE.  Les 
triangles  ByC,  Mij/D  ont  donc  même  hauteur,  et  par 
suite  ces  triangles,  ou  les  parallélogrammes  ByCcp', 
Mip  D^'  sont  entre  eux  comme  les  lignes  BC,  MD  ;  on  a 
donc 

By.By^sinB   ___  BC 

M4».MysinM~MD' 

et  en  remplaçant  B(p,  B^',  M^*)  M^'  par  leurs  valeurs, 

BA .  B A^  sin  B  __  BC 
MA.MA'sinlVl""MD' 

Le  premier  membre  est  égal  au  rapport  des  triangles 
BÂA',  MA  A'  qui  ayant  même  base  sont  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs,  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  comme  les 
segments  BE,  ME  ^  on  a  donc 

BC  _  BE 
MD'^ME' 

et  comme  BC  et  BE  sont  des  quantités  fixes,  il  en  résulte 
que  la  force  qui  sollicite  le  corps  est  proportionnelle  à  sa 
distance  au  point  E.  Elle  est  maximum  en  6,  et  nulle 
en  E.  La  vitesse  du  corps  est  au  contraire  nulle  en  B  et 
maximum  en  E. 

A  partir  de  E  le  corps  continue  à  se  mouvoir  en  ligue 
droite,  mais  d'un  mouvement  relardé,  et,  pour  deux  po- 
sitions symétriques  du  mobile  par  rapport  à  E,  il  est 
animé  de  vitesses  égales  mais  de  sens  contraires.  Il  en  ré- 
sulte qu'ayant  parcouru  un  espace  EB'=BE,  sa  vitesse 
est  nulle,  et  il  se  dirige  de  nouveau  vers  E-,  son  mouve- 
ment est  oscillatoire. 
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«HBSTION  655; 

Solution  de  M.  CORNILLE, 

Elèvo  du  lycée  de  Strasbourg  (classe  de  M.  Saint-Loup). 


Enoncé. — Soient  OA,  OB  les  demi-axes  d'une  ellipse 
dont  le  centre  est  O  ;  ANC  la  circonférence  décrite  du 
point  O  comme  centre  avec  OA  pour  rayon  ^  NM  une 
perpendiculaire  à  l'axe  OA,  rencontrant  P ellipse  au 
point  M  et  la  circonférence  ANC  au  point  N]  P  le  point 
oà  r ellipse  est  rencontrée  par  le  rayon  ^vecteur  ON,  et  Q 
te  point  de  rencontre  de  la  circonférence  et  d^une  per- 
pendiculaire à  Vaxe  OA,  menée  par  le  point  P  :  si  Von 
prend  OR  ==  OP  sur  la  direction  du  rayon  OQ,  la  droite 
RM  sera  tangente  à  V ellipse  et  perpendiculaire  à  OR. 

(Sagchi.)     " 

Soient  x'^  y'  les  coordonnées  du  point  M,  on  aura  la 
relation 

Les  coordonnées  du  point  N  seront  xf^  -~-^  et  Téqua* 
lion  du  rayon  vecteur  ON  sera,  par  conséquent, 

ay' 

Si  l'on  détermine  les  coordonnées  du  point  d'intersection 
de  cette  droite  et  de  l'ellipse,  on  obtiendra 

ab'^x'  a^br' 

.r  =r  1        y  = — — 


On  aura  alors  pour  les  coordonnées  du  point  Q 

•y—    , ?       .)•  —  -, 
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L'cquatipn  de  la  droite  OQ  sera  donc 


On  voit  déjà  que  cette  droite  (2)  est  perpendiculaire  à 
la  tangente  à  Tellipse  menée  au  point  (a/,  j'). 
Le  cercle 

coupe  la  droite  (2)  en  un  point  dont  les  coordonnées 
sont  évidemment 

(3)         ^  =  ::n:7r:r-Âr:7i'     ^^  = 


L^équation  de  la  tangente  à  l'ellipse  au  point  M  est 
(4)  û»jj'-l-  h^xx'  =  a*  6% 

et,  en  cherchant  les  coordonnées  de  son  intersection  avec 
la  droite  (2),  on  trouve  identiquement  les  valeurs  (3). 
Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

Note, —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Ch. 
de  Trenquelléon  ;  J.-Ch.  Dupain*,  A.  M.,  élève  du  col- 
lège de  Douai;  Godart,  élève  de  M.  Bourgeois 5  Albin 
Laval,  élève  du  lycée  de  Lyon;  Auguste  Grouard.  élève 
du  lycée  Louis-Ie-Grand 5  G.  Monniot;  A.  Pellelreau, 
élève  en  spéciales  à  Poitiers;  Demmler;  A.  Mastio,  élevé 
en  spéciales  au  lycée  de  Rouen  (classe  de  M.  Vincent); 
John  Risser;  Abraham  Schnée,  élève  du  lycée  Charle- 
magne;  C.  B.  (de  Gand)  ;  Ch.  Contet,  élève  de  Mathé- 
matiques spéciales  au  lycée  de  Besançon  (classe  de  M.  Che- 
villiet);  P.  R.,  du  collège  RoUin;  Arthur  Grassat,  élève 
de  Mathématiques  spéciales;  René  Passaguay,  élève  en 
Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Lyon. 
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OUESTION  641; 

Solution  de  M.  A.  G., 
Élèyeeu  Mathématiques  élémentaires  (Rhétorique  scientifique). 


Démontrer  la  relation 

ces  (a  -h  b-\-c)  cos(a  -^  b  —  c)  cos  (a-\-e  —  b)  cos{b  +  c  —  a) 
—  4  ^^s*  a  cos*  b  cos'  c 
=  —  (cosfl  -h  cos^  -h  cosc)  (cosfl  H-  cosb  —  cosr) 
X  (cosfl  -h  cosc  —  cos  A)  (cosb  -+■  cosc  ^  cosa). 

(Catalan.) 
On  a 

(cosa  -h  cos  b  -h  cosc)  (cosa  -h  cos^  —  cosc) 

=  2  cos  a  cos  b  -f-  (cos*  a  •+■  cos*  b  —  cos*c) 
et 

(cosa  4-  cosc  —  cos^)  (cosb  +  cosc  —  cosa) 

=  2  cosa  cos  b  —  (cos* a  -h  cos*é  —  cos*c). 

Multipliant  membre  à  membre  les  égalités  précédentes  et 
nommant  P  le  premier  membre  de  Tégalité  résultant  de 
cette  multiplication,  il  vient 

P  =  2  cos*a  cos*  b-{-2,  cos' a  cos*  c  -h  2  cos* b  cos'  c 
—  cos*  a —  cos*  b  —  cos*  c. 

D*aulre  part, 

cos  [a  -\-  b  +  c)  cos  (a  -f-  ^  —  ^)  =  cos*  (a  -h  b)-\-  cos'  c  —  i 
et 
cos  {a  -i-  c  —  b)  cos  (/^  -f-  c  —  a)  =  cos'  (a  —  A)  4-  cos*c  —  i . 

La  multiplication  de  ces  deux  dernières  égalités  donne, 
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en  nommant  V  le  produit  des  quatre  facteurs  des  pre- 
miers membres, 

P'  =  [cos{a  -h  b)  cos(fl  —  b)Y  -f-  [cos^(a  +  b) -+-  cos*(o  —  b)] 
X  (cos'c  —  i)  H-  (cos»c  —  1)=^ 

==  (cOS'fl-|-COS*Ô — l3^4-(4cOS*a  COS'6 — 2C0S^«--2C0S'^4-2) 

X  (cosV  —  I )  -H  (cos^c  —  I )'  ; 

d'où 

P'  =  cos*  a  -h  ces*  b  -h  cos^  c  —  2  ces' a  ces'  ^  —  2  ces'  a  cos^c 
—  2  cos'^  cos'c  -+-  4  ces' a  cos^^  cos*c  ; 

donc 

P'  —  4  cos'a  cos^  b  cos*  c  ==  —  P. 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  653; 

Par  m.  J.  DE  VIRIEU, 
Professeur  à  Lyon  (institution  Sainte-Barbe). 


1.  Démontrer  Tidentité 

(-f-  ces' a  +  cos'6  4-  ces' c)^  —  4  sin' (^  -h  ^  -f-  ^) 
X  (cos^fl  cos*3  4-  cos^^  cos'c-f-  cos^c  COS^â) 
—  4  cosa  cosb  cosccos  [a  -\-  b  -\-c) 

X  [cos^û  -f-  cos'^  -f-  cos^c  4-  ces'  (a-\-  b-^c)] 

(A)  (  ...  .  /=o. 

*  —  2  cos^  (a  +  b-^c)  (cos'fl  +  cos* b  H-  cos^c ) 


4  cos'û  cos'b  cos'c 
-f-  Scosflcos^  cosccos  (a  -h  b  -{-  c) 
-f  cos*(^  -h  b  -{-  c) 

(Strebor.) 
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2.  Rappelons  los  identités  coBnues 

COS(p  -h  q)  •+-  COS(p —  q)  =  2COS/7COS9, 

cos(p  •+-g)c€is(p  —  q)  =  ces*p  ^  cos*q — i, 

(B)     ^ 

cos'  [p-h-  q)-h-  cos'  (/?  —  y)  ■=  4  COS^p  COS^q  —  2  cos'ç 

—  a  cos*/>  •+-  a. 

3.  On  a  identiquement 

1        [  J?  —  cos  (-f-  «  4-  ^  -f-  c)]  [x  —  cos  (—  a-l-  ^  4-  c)] 
f  =x*—  2cosAcos(^  -+-  c)x  -h  [cos*(6H-i?)-Hcos'fl— l], 

(         [ar  —  cos  (-4-  a  —  6  H-  c)]  [  j?  —  cos  (-4-  «+  6  —  c)] 
j  =  ar' —  2  cosa  cos  (6  —  c)  a;  +  [cos^  (^  —  ^)  +  cos'a — ij. 

4.  Multipliant  (i)  et  (2)  membre  à  membre,  on  a  la 
nouvelle  identité 

/       [jr  —  CCS  (-4-  a  -h  6  -4-  c)][  J?  —  00s  ( —  a  +  ^  -f-  c)] 
X  [«  —  ces  (4-  a  —  è  -4-  <?)]  [a?  —  cos  (4-  a  H-  ^  —  c)] 
«r*  —  2  cosii  [cos  (^  +  c)  4-  CCS  {b  —  c)]  x^ 


(3) 


4- 


r     4^^'^  <^os  (^  4-  <?)  cos  [b  —  c)  —  2       "1 
|_4-2co8»fl4-cos'(^4-c)  4-  cos^(^  —  c)\ 


=  {  —  2  cos«  [cos  (^  4-  c)  4-  cos  [b  —  c)] 

X  [cos  [b  4-  c)  cos  (b  —  c)  4-  cos'a  —  i\x 
4-  cos  (4-  û  4-  ^  4-  c)  cos  ( —  a  4-  ^  4-  c) 
\       \  X  cos  (4-  <ï  —  b-\-c)  cos  (4-  «  4-  ^  —  c) 

5.  Mais,  d'après  une  proposition  de  M.  Catalan  (^j, 
ou  a 

cos  (4-  «  4-  ^  4-  c)  cos  ( —  a  4-  ^  4-  c) 
X  cos  (  4-  a  —  b  -^  c)  cos  (4-  û  4-  ^  —  c) 
z=  4cos'^cos'^cos^c —  (cosfl4-cos^4-cosc)  (cosa4'COs6 — cosc' 

(*)  Page  456. 
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X  (cosfc  -4-  cosc  —  cosa)  (cosc-+-cosrt  —  cos^) 
=  4  cos'fl  cos^  b  cos*c  -\-  co%*a  -f-  cf)s*  b  -f-  cos*c 

—  ?  cos^  a  cos'  6  —  2  cos^  ^  cos^  <?  —  2  cos'  c  cos-  a 
=  -I-  4cos'ncos'^cosV— 4(cos'ûcos'6h-cos2Z»  cos'c-f-cos^ccos^û) 
(cos'fl  +  cos^b  H-  cos^c)^ 


6.  En  vertu  de  cette  dernière  identité  et  des  identités  (B), 
Téquation  (3)  devient 

\x  —  cos  ("h  a  -f-  ft  -4-  c)]  [x  —  cos  ( —  a-\-b  -\-c)] 

X  [a?  —  cos  (H- a  —  b  -\'c)][x  —  cos {-\- a  -^  b  —  c)] 

-^  X*  —  4  cos  a  cos  b  cosr .  x^ 

[4  (cos'fl  cos^^-f-cos'ô  cos^c  4-  cos'c  cos'«)"| 
—  2  (cos'a  -4-  cos^^  -h  cos'c)  J 

—  4  cos«  cos  b  cosc  (cos'«  H-  cos'^  4-  cos^r  —  2)  x  }  • 
4-  4  cos'fl  cos'  b  cos^c 

—  4  (cos'«  cos'^  H-  cos' ^  cos*  c  H-  cos'c  cos'«) 
4-  (cos'fl  4-  cos'^  4-  cos*c)' 

7.  Posant  tour  à  tour 

j:=  cos  (4-«  4- ^  4-c),     x  =  cos  (— a -^  b -{- 0)^ 
X  =  cos  (4-  a  —  b  -\-c)f     X  =z  cos  (4-  a  -^  b  —  c), 

on  a  quatre  expressions  idenliquement  nulles,  dont  la 
première  coïncide  avec  ce  que  devient  le  premier  membre 
de  ridentité  proposée ,  (A) ,  quand  on  y  remplace 
sin' (a  4-  i  +  c)  par  "  i  —  cos'  (a  4-  i  4-  c) ,  et  qu'on  ordonne 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  cos  (a -h  b  -h  c) . 
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DESCRIPTION  D'UN  MOUVEMENT  CONTINU  DU  LIEU 

qui  fait  Tobjet  de  la  Composition  de  Géométrie  analytique  au  Concoirs 
d'admission  à  TÉcole  Polytechnique  en  1863^ 

Par  m.  h.  LEMONNIER, 

Professeur  de  Mathématiques  au  lycée  Saint-Louis. 


L'énoncé  du  problème  revient  au  suivant  : 

Étant  donnés  deux  cercles  sur  un  plan^  on  fait  mou- 
voir un  point  mobile  P  sur  la  circonférence  du  premier, 

m 

on  prend  les  polaires  de  ce  point  par  rappoît  aux  deux 
cercles^  on  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
deux  polaires. 

Quand  des  cercles  sur  un  plan  ont  un  même  axe  radi- 
cal, on  sait  que  les  polaires  d'un  point  quelconque  du 
plan  par  rapport  à  ces  cercles  concourent  en  un  même 
point.  C'est  un  cas  particulier  d'un  théorème  général 
concernant  les  coniques  qui  passent  par  quatre  points 
réels  ou  imaginaires. 

Qu'on  prenne,  au  reste,  pour  axe  des  Y  l'axe  radical 
commun,  l'équation  générale  des  cercles  sera,  en^ coor- 
données rectangulaires, 

celle  de  la  polaire  du  point  (XY)  sera 

(or  —  fl)  (X  —  «)  -h  (jr  —  ^)  (Y  —  ^)  —  A  =  X  (;c  4-  X). 

Par  conséquent  la  polaire  passe  par  le  point  fixe  que 
donnent 

.r  =  --  X     et     —  (X=^  -  rt')  -H  (j  —  ^>)  ( Y  —  ô)  ^  A  =  o. 
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Cela  posé,  soit  O  le  centre  du  cercle  de  rayon  R  sur 


lequel  se  prend  le  point  mobile  P,  et  soit  IV  Taxe  radical 
de  ce  cercle  et  du  second  cercle  donné. 

Si  M  est  un  point  du  lieu  correspondant  au  point  P,  et 
que  leurs  projections  sur  la  droite  OA  perpendiculaire  à 
II'  soient  m  et  p,  on  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  ces 
projections  sont  symétriques  l'une  de  Tautre  à  Tégard  du 
point  A. 

Donc,  si  on  prend  AOi  =  OA,  on  aura  Oi/n  =  pO. 

Menons  sur  OA  la  perpendiculaire  0,Y',  sur  PM  la 
perpendiculaire  MQ,  et  soit  Mm'  une  parallèle  à  OA. 

Le  triangle  QMm'  se  trouve  égal  au  triangle  Pop^ 
d^où  il  suit  que 

QM  =r  PO  =  R. 

Donc,  si  on  prolonge  QM  de  MS  =  MQ,  la  droite  OS 
sera  parallèle  à  PM,  Tangle  S  sera  droit. 

Donc,  si  on  fait  mouvoir  un  angle  droit  S  de  façon  que 
Fun  des  côtés  indéfinis  passe  par  le  point  fixe  O  et  que 
l'autre  côté  s'appuie  sur  la  droite  OiY'  par  un  point  Q 
situé  sur  ce  côté  à  une  distance  constante  2  R  du  som- 
met S,  le  point  M  milieu  de  SQ  décrira  le  lieu  demandé. 
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Qn'on  ait  SQ  =  OOi  =  aOA,  le  lieu  sera,  drapés 
Newton,  une  cissoïde  ayant  le  point  A  pour  sommet,  etc. 

J'ajouterai  que  la  normale  du  lieu,  au  point  M,  s'obtien- 
dra en  joignant  ce  point  au  point  K  où  se  coupent  la  nor- 
male menée  en  Q  sur  la  directrice  rectiligne  Oi  Q  et  la 
normale  menée  en  O  sur  OS. 


QUESTION  D'EXAMEN; 

Solution  de  M.   G.   DUBOIS, 

Professeur  de  Mathématiques. 


Troui^er  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  le 
rapport  de  leurs  dislances  à  deux  droites  données  AB, 
CD,  72072  situées  dans  un  même  plan^  soit  égal  à  un 
rapport  donné  k. 

Soient  a  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  don- 
nées, a  Tangle  qu'elles  font  entre  elles. 

Prenons  pour  axe  des  z  l'une  des  droites  AB,  pour  axe 
des  X  la  plus  courte  distance,  et  pour  axe  des  y  une  per- 
pendiculaire aux  deux  premiers  axes. 

La  dislance  d'un  point  M  (.r,  j,  z)  du  lieu  à  la  droite 
AB,  prise  pour  axe  des  z^  est  évidemment 


On  obtiendra  la  distance  du  môme  point  M  à  la  droite 
CD,  en  remarquant  qu'elle  est  l'hypoténuse  d'un  trian- 
gle rectangle  dont  les  côtés  de  l'angle  droit  sont,  d'une 
partit  [x  —  a),  et  de  l'autre  la  distance  de  la  projection 
du  point  M  sur  le  plan  YOZ  à  la  projection  de  la  droite 
CD  sur  ce  même  plan.  Or,  cette  dernière  distance  est 


égale  à 


rcosa  —  z  sma, 
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donc  la  distance  du  point  M  à  la  droite  CD  est  égale  à 

L'équation  du  lieu  demandé  est  donc 

'  {x -^  a)* -h  {jr  cos et  —  «sinaj* 

ou  bien 

A»(^-cosa  — zsma)^  — j'-H(A-'— i)  \^  ^-j--—\  =  .^——. 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  immédiatement  que  ce 
lieu  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  ayant  pour  plans 
diamétraux  conjugués 


y  ces  a  —  z  sm  a  =  o,     ^-  =  o,      x  = 


X»— I 


c'est-à-dire  le  plan  des  zx^  un  plan  parallèle  au  plan 
des  zy^  et  un  plan  passant  par  la  droite  CD  et  l'axe 
des  X, 

Il  en  résulte  que  le  centre  de  Thyperboloïde  est  situé 
sur  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  données  AB, 
CD,  en  un  point  qui  partage  cette  droite  en  deux  segments 
soustractifs  dont  le  rapport  est  égal  au  carré  du  rapport 
donné  A;  et  que  les  parallèles  aux  deux  droites  données 
menées  par  ce  centre  sont  des  diamètres  de  cet  hyperbo- 
loïde. 

Dans  le  cas  particulier  où  A'=  i,  Téquation  (i)  peut 


s'écrire 


(/  ces  a  —  zsina)' — J*  =  7,a[x j  ; 

elle  représente  alors  un  paraboloïde  hyperbolique,  qui 
passe  au  milieu  de  la  plus  courte  distance  des  deux  droites 
données,  et  a  cette  plus  courte  distance  pour  diamètre 
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conjugué  des  plans  parallèles  à  ces  deux  droites,  lesquelles 
sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  toutes  les 
sections  faites  par  ces  mêmes  plans. 


NOTE  SUR  LES   ANNUITÉS; 

Par  m.  J.-Ch.  DUPÀIN. 


Une  personne  contracte  un  emprunt  remboursable 
au  moyen  de  n  annuités  de  a  francs^  on  a  calculé  quil 
serait  aussi  ai^antageux  pour  elle  de  payer  m  annuités 
de  b  francs.  On  demande  à  combien  on  é^^alue  le  taux 
de  r intérêt.  Le  premier  payement  s^ effectue  un  an  après 
le  jour  de  V emprunt. 

Appelons  x  Tintérèt  annuel  d'un  franc;  la  valeur  de 
la  dette  au  moment  où  elle  est  contractée  peut  se  repré- 
senter indi£féremment  par 

"^ —: — •     OU  par     — ^ -\ 

x[i-^xY  a;(n-x)'"       ' 

on  en  conclut  que 

[a  —  b)  (i4-x)'«— û(ï  -f-.r)^-" 4-^  =  0, 
OU,  en  posant  j>^  =  i  -f-  x. 

Les  annuités  étant  évidemment  inégales,  on  peut  sup- 
poser a>A,  ce  qui  exige  par  compensation  m^n. 

L'équation  (1)  a  pour  racine  Tunité,  et  comme  d'ailleurs 
son  premier  membre  présente  deux  variations,  le  nombre 
des  racines  positives  est  certainement  deux. 
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La  règle  de 'Descartes  permet  de  compter  les  racioes 
négatives  : 

/  m  impair une  racine  négative, 

in  pair deux  racines  négatives, 
n  impair. . .  pas  de  racines  négatives. 

Les  racÎDes  négatives  n'ont  pas  d^imporlance  dans  la 
question  proposée. 

L'équation  dérivée 
a  toujours  m  —  n  —  i  racines  nulles,  une  racine  positive 


</ 


a  (m  —  n)  .  .  •  /       •  t 

— ; 77J  et,  si  n  est  pair,  une  racine  néfi;ative.  La 

m  [a  —  à]  JT       »  o 

racine  positive  de  la  dérivée  sépare  les  deux  racines  po- 
sitives de  l'équation  (i).  Or,  d'après  la  nature  du  pro- 
blème, il  faut  que  y  ait  une  valeur  supérieure  à  15  il  faut 
donc  aussi  que  la  racine  positive  de  la  dérivée  soit  supé- 
rieure à  Tunité,  ce  qui  revient  à— ">  t* 

*  n  ^    à 

La  règle  de  Lagrange  donne  pour  limite  supérieure  des 

racines  de  l'équation  (1)  \/  _  r  En  effet,  cette  quan- 
tité est  plus  grande  que  l'unité,  et  si  on  la  substitue  à  y 
dans  le  premier  membre  de   Téquation  (i),  on  trouve 

un  résultat  positif r- 

*  a  —  ù 

La  valeur  convenable  de  y  étant  ainsi  comprise  entre 
deux  nombres  connus  peut  s'obtenir  par  les  méthodes  or- 
dinaires d'approximation. 

Dans  quelques  cas  particuliers  elle  est  une  fonction 

Ann,  de  Mathémat.,  2«  série,  t.  H.  (Octoliro  1803.)  3o 
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# 

explicite  des  données.  Soit  a  m  =  3/1,  réqaalion  (i)  de- 
viendra 

le  premier  membre  est  alors  divisible  parj^"*"** — i ,  el  Ion 
trouve 


Si  m  =  2/ï, 


=  \J-\^\J\-^ir^h 


a  b 

le  premier  membre  est  divisible  parj^" —  i,  el  l'on  trouve 


Si  m  =  3/1, 

a  h 

y^ 7  y""  H r  =  o; 

a  —  h  a  —  b 

le  premier  membre  est  encore  divisible  par  j^ — i,  et 

Ton  trouve 

I 

r=  

^b 


\/-j-\/î-^ 


DÉMONSTRATION  ANALYTIQUE 
DE  QUELQUES  THÉORÈMES  SUR  LA  PARABOLE; 


Pak  m.  J.-J.-A.  MATHIEU, 

Capitaine  d'artillerie. 


Sur  la  parabole  inscrite  dans  un  angle  donné,  on  peut 
démontrer  les  ihéorèmes  qui  suivent  : 

\ .  La  directrice  passant  par  un  point  fixe,  le  lieu  du 
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foyer  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  déterminé  par 
V  angle  donné  et  le  point  fixe  pris  pour  point  d^  inter- 
section des  trois  hauteurs. 

2.  Inversement,  si  le  lieu  du  foyer  est  un  cercle  pas- 
sant  par  le  sommet  de  V angle  donné^  la  directrice  passe 
par  un  point  fixe,  intersection  des  trois  hauteurs  du 
tnangle  déterminé  par  l^ angle  donné  et  le  cercle  pris 
pour  cercle  circonscrit. 

3.  La  parabole  étant  tangente  à  une  troisième  droite^ 
la  directrice  passe  par  un  point  fixe^  intersection  des- 
trois  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  tangentes. 

4.  Il  résulte  des  théorèmes  4  et  3  que  le  lieu  du  foyer 
d^une  parabole  tangente  à  trois  droites  est  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  formé  par  ces  droites  (  théorème 
bien  connu). 

5.  Vun  des  points  de  contact  de  la  parabole  inscrite 
étant  donné,  la  directrice  passe  par  un  point  fixe ^  in- 
tersection de  la  perfyendiculaire  éle\^ée  par  le  sommet  de 
Sangle,  au  côté  dont  le  point  de  contact  est  connu,  ai^ec 
la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  de  contact  sur 
Vautre  côté, 

6.  II  résulte  des  théorèmes  4  et  5  que  le  lieu  du  foyer 
d'aune  parabole  inscrite  dans  un  angle ^  av^ec  un  point 
de  contact  donné,  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
déterminé  par  V angle  donné  et  le  point  fixe  de  la  di- 
rectrice pris  pourpoint  d* intersection  des  trois  hauteurs, 

7.  La  direction  des  diamètres  de  la  parabole  inscrite 
étant  donnée^  la  directrice  passe  par  un  point  fixe  si- 
tué à  V infini,  le  cercle  lieu  du  foyer  déifient  alors  une 
droite  passant  par  le  sommet  de  V angle  et  ayante  par 
rapport  aux  côtés  de  V angle  pris  pour  axes,  un  coeffi- 
cient angulaire  réciproque  de  celui  de  la  direction  des 

diamètres. 

3o. 
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J'indiquerai  succinctement  l'analyse  bien  simple  qui 
fournit  la  démonstration  de  ces  théorèmes.  Les  candidat 
pourront  y  trouver  d'utiles  exercices  de  calcul  et  des 
moyens  pour  résoudre  plusieurs  problèmes  sur  la  con- 
struction des  paraboles  soumises  à  des  conditions  don- 
nées. 

L'équation  générale,  contenant  deux  paramètres  va- 
riables, des  paraboles  inscrites  dans  un  angle  peut  rece- 
voir la  forme 

(i)  (^djr -^  exY  -h-  2  (dy -h  ex) -^1  =  0. 

Cherchant  la  condition  pour  qu'une  droite  y =mX'-\-n 
soit  tangente  à  la  parabole  (i),  on  trouve 

(a)  /i  (///w  — •  e) -4- ^  =:  o. 

On  déduit  de  là  que  l'équation  de  la  directrice,  consi- 
dérée comme  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circon- 
scrits à  la  parabole,  est 

(3)        /(c?-hrfcose)4-a:(^-f-  tf  cosO)-hcosO  =  o. 

Par  ridentifîcalîon  de  cette  équation  avec  celle  de  la 
polaire,  on  trouve  les  équations  qui  déterminent  les 
coordonnées  du  pôle  de  la  directrice,  c'est-à-dire  du 
foyer  : 

,,.  l  Ji(û^4-2^cosO)-J-x,c4-i  =  o, 

(  7i^-4-.»i(c-h2rfcos9)-f- 1  =0. 

L'élimination  de  d  et  e  entre  les  équations  (3)  et  (4) 
conduit  à 

.^.    J  rC-ï^i  •+-riCose)-|-a:(j, -Hor.cosO) 

j  —  cosO  (a:J  4-  r?  +  2:r,  J,  cosO)  =  o. 

La  directrice  passant  par  un  point  donné,  on  voit  sans 
difficulté  que  l'équation  (5)   en  x,,  yi    représente  un 
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cercle  passant  par  le  sommet  de  Fangie  et  coupant  les 
axes  de  manière  que  le  triangle  inscrit  a  pour  point  d'in- 
tersection des  hauteurs  le  point  donné,  ce  qui  démontre 
le  théorème  \ . 
Si  on  a 

*î  +  JÎ  -+"  2a:,/,  COS0  =  aas^  +  ^7,, 

c'est-  à-dire  si  le  lieu  du  foyer  est  un  cercle  passant  par 
le  sommet  de  Tangle,  l'équation  (5)  devient 

v 

—  (ar-hjcosô  —  b  cosB)  -f- jH-  xcosÔ  —  a  cosO  =  0. 

La  directrice  passe  donc  par  un  point  fixe,  intersection 
des  deux  droites  : 

X  -^y  cosO  —  b  cosG  =  0, 
jr  -f-  xcosO  —  a  cosB  =  o, 

ce  qui  démontre  le  théorème  2,  car  ces  équations  repré- 
sentent deux  hauteurs  du  triangle  inscrit. 
Pour  démontrer  le  théorème  3,  soit 

o        a 

l'équation  d'une  troisième  tangente  :  l'équation  de  condi- 
tion (2)  donne  entre  a  et  £  la  relation 

rf^  -h  ea  -h  I  =  o. 

Par  l'élimination  de  e  entre  cette  relation  et  l'équa- 
tion (3)  de  la  directrice,  on  trouve 

fi  [x  (a  cosB—  b)  +  x{a  —  Acos0)]-f-flcos9 — x  —  J:cos0=o. 

Celte  équation  représente  une  droite  passant  par  un 
point  fixe,  intersection  des  deux  droites  : 

X  (a  cosO  —  b)  -h  x(a  —  b  cosO)  =  o, 
fi  cosO  —  V  —  .V  cosO  =  o. 


soit  la  „ 


,so»l»l"       rp 

"Il 


"'I  x:2r"W-  ''""Jvt  v»*"'':.''  11. .;»?>'• 

co,.j.S"'''°  ^      .aAi'»'*"-''"'"'^ 

>«•""■■=" '".,C''«'"-°"''"'""°"' 


irfri- 


~.«  qui  précède  <^^^'^^i,,,re  se  cou- 
lentes  à  un  q^^  j^  jén.e. 

'-^^^'"^  tSXs  côtés  du 
,r  les  milie»^ 

,ot<.  du  triangle 
sommets  a 

trois  droites  a;)  "■ 
J    une  inclinaison 

•"'"'■'  j  en  un  même  pom. 
,„t  5e  coupe»  en  i  est  ie 

>  A  ce  triangt^'  «/ 
irconscnt  à  ce 

.,«.;M-^'-7tau-.essys.én.csde 

nds  pour  a%es  ^.^^.  ^  ^  Vori''iu«  et  les 

na«ont  t)ar  les  quai      r  ^^^.^  i  oi^o 


X 


■^> 


>. 


.rabote  <?««""-  ^es  sysie»-'-  - 

"^     _A«\alère,onreco  .,  ^^le  o^^t  V 


o. 


.t^«^*",t!  drconscriies  au  quadr 
^  çaraboies 

..  ^4^^-^^         ^''     ^^  A.  ces  deux 

^^t^i^  Uires  des  dUmèu- ae  ces 

,nl  pour  valeurs  *  ^ 
paraboles  ayant  ço  ^^^^^^^ 

tésoliei,  1 


_^— ^I«e  des  côtés  ppf.  1'>  '  ,^  H  VoP"''  ' 

■ ^I  t,olot  de  Teocootre  «ctWernent  ec  de 

C-^  *"''  •   To«'  ^-  ''^^*'"*^        I  sera  V-an«e  aux  ^  ",  ^^^  .^s 
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Ces  droites  représentant  deux  hauteurs  du  triangle,  les 
théorèmes  3  et  4  sont  démontres. 

Les  théorèmes  5  et  6  s'aperçoivent  tout  de  suîle  au 
moyen  de  Téquation  (3),  qui  ne  contient  plus  quun 
paramètre  variable  quand  Tun  des  points  de  contact  de 
la  parabole  inscrite  est  donné. 

Enfin  le  théorème  7  se  démontre  en  posant 

-  ==:  CODSt.  =  h , 

a 

et  en  éliminant  les  paramètres  variables  des  équations  (4), 
ce  qui  conduit  simplement  à 

Note  de  M,  Mathieu, 

J'ai  donné,  dans  l'article  précédent,  la  démonstration 
de  sept  théorèmes  sur  la  parabole  ^  voici  la  démonstration 
non  moins  facile  de  cinq  autres.  Ces  douze  théorèmes 
sont  susceptibles  d'une  foule  d'applications  à  un  grand 
nombre  de  problèmes  sur  la  parabole,  qu'ils  permettent 
de  résoudre  graphiquement  de  la  manière  la  plus  simple. 

8.  Par  quatre  points^  formant  un  quadrilatère  con- 
v^exe^  on  peut  faire  passer  deux  paraboles.  Les  dia- 
mètres de  ces  paraboles  sont  parallèles  aux  côtés  de 
Vun  quelconque  des  trois  parallélogrammes  construits 
en  prenant  pour  diagonales  un  systèrne  de  droites  pas- 
sant par  les  quatre  points,  et  pour  sommets,  des  points 
conjugués  harmonique  ment  aux  sommets  du  quadri- 
latère, 

9.  Vans  le  triangle  dériy^é  du  quadrilatère ^  qui  a  pour 
sommets  les  points  d^ intersection  des  deux  droites  de 
chaque  sy sterne j,  les  droites  qui  joignent  les  milieux  des 
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côtés  sont  des  tangentes  communes  aux  deux  paraboles, 

10.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  directrices  des 
deux  paraboles  circonscntes  à  un  quadrilatère  se  cou- 
pent au  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  dérivée. 

11 .  Il  en  résulte  aussi  que  les  foyers  des  deux  paraboles 
sont  sur  le  cercle  qui  passe  par  les  milieux  des  côtés  du 
triangle  dérii^é, 

12.  Enfin,  si  l'on  mène  par  les  sommets  du  triangle 
que  forment  les  tangentes  communes  trois  droites  ajant^ 
par  rapport  aux  côtés  de  ce  triangle^  une  inclinaison 
réciproque  de  celle  des  diamètres  de  l'une  des  para- 
boles, ces  trois  droites  iront  se  couper  en  un  même  point  y 
situé  sur  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle^  qui  est  le 
foyer  de  la  parabole  que  l'on  considère. 

Je  prends  pour  axes  l'un  quelconque  des  systèmes  de 
droites  passant  par  les  quatre  points.  Représentant  par  p 
elp\  q  et  q^  les  distances  comprises  entre  l'origine  et  les 
sommets  du  quadrilatère,  on  reconnaît  facilement  que  les 
deux  paraboles  circonscrites  au  quadrilatèic  ont  pour 
équations 


*•_._    2*r     ,   r'_^,^ 


^)-Kî-^7)-^'  =  " 


PP'  \Jpp'  qq'         99'  \P      P 

Les  coefficients  angulaires  des  diamètres  de  ces  deux 

paraboles  ayant  pour  valeurs  do     _?  le  théorème  8  en 

\PP' 
résulte  {*). 

(*)  Soit  o  le  point  de  rencontre  des  côtés  pp',  qq' y  axes  des  x  et  des  y. 

Prenez  sur  opp\  oqq'  les  distances  oniy  on  respectivement  égales  à  sjop.op', 

^oq.oq'i  la  médiane  ol  du  triangle  omn  sera  parallèle  aux  diamètres  de 
Vune  des  deux  paraboles.  Cela  résulte  du  théorème  de  NeMrton  sur  les 
segments.  Car,  si  Ton  mène  à  la  parabole  deux  tangentes  st,  st'  parallèles 
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Dans  l'équation  d'une  parabole  la  somme  des  termes 
du  premier  degré  et  du  terme  indépendant  représente 
toujours  Téquation  d^une  droite  tangente  à   la  courbe. 
Mais  la  droite 

X (  -  4- -i) +r  (- -H  A  )  —  *  =  ^ 
\P     PI         VI      ni 

passe  évidemment  par  les  points 

P  9  )    P         'i 

7.x  VLY  \    IX  7,  Y 

-7-i--T— ^=0^  r-rHr-^— I=0. 

p       9  \  p        q 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  ces  points  sont  justement  les 
points  milieux  des  côtés  du  triangle  dérivé,  qui  aboutissent 
à  l'origine,  et  comme  on  pouvait  prendre  pour  origine 
l'un  quelconque  des  trois  sommets  du  triangle  dérivé,  le 
tbéorème  9  est  démontré. 

Les  théorèmes  10,   11  et  12  sont  des  conséquences 
immédiates  de  théorèmes  démontrés. 


à  ouiy  on,  elles  seront  entre  elles  dans  le  rapport  — •  La  corde  des  con 

on 

tacts  ti'  sera  donc  parallèle  à  mn,  et,  par  conséquent,  les  diamètres  seront 

parallèles  à  la  médiane  o/.  L'équation  de  ol  est  y  =  ^      ^  ^  .  x.  Le  coeflfi- 

^op.op' 

\0Q  .oq' 
cient  angulaire  des  diamètres  est  ■  C'est  un  des  résultats  du  calcul 

yop .  op' 
de  M.  Mathieu.  G. 
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RECHERCnS  DES  AXES  D  UKE  CONIQIE  SUR  UN  PLAN 

ET  DANS  L ESPACE; 

Par  m.  J.-J.-A.  MATHIEU, 

Capitaine  d'artillerie. 


Je  donne  dans  cet  article  un  moyen  pour  trouver  les 
axes  d'une  conique,  sans  recourir  à  la  transformation  des 
coordonnées. 

La  méthode  consiste  à  décrire  du  centre  de  la  conique 
un  cercle  de  rayon  p,  à  chercher  l'équation  des  diagonales 
du  rectangle  déterminé  par  les  points  d'intersection  des 
deux  courbes,  et  à  exprimer  que  les  deux  courbes  sont 
tangentes,  en  exprimant  que  ces  diagonales  se  confondent. 
On  trouve  ainsi  une  équation  bicarrée  en  p,  qui  a  pour 
racines  les  longueurs  des  demi-axes  de  laconique. 

§  P'.  —  Conique  sur  un  plan. 
Les  axes  coordonnés  sont  quelconques.  Ecrivons  : 
A^» -h  Bxr -h  Cx^ -f- D/ H- Ear -h F  =  o, 

équation  de  la  conique  ;  Q  angle  des  axes  coordonnés  ; 
x^y  coordonnées  du  centre  5 


_D7^-4-Ea/-haF_AE-i-CD— BDE4-F(B»— 4AC) 
^  2  ""  B'— 4AC  ' 

résultat  de  la  substitution  de  x',  y'  à  x^j  dans  l'équation. 
L'origine  étant  transportée  au  centre  de  la  conique, 
on  a  : 

A72 4.  Bxr  -i-  Cr'-H  cp  =  o, 

équation  de  la  conique^ 
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équation  du  cercle  ] 

équation  des  diagonales,  immédiatement  déduite  des  deux 
équations  précédentes  ; 

condition  de  contact  des  deux  courbes. 

Celte  dernière  équation,  ordonnée  par  rapport  à  p, 
devient 

(i)    p<(B'— 4AC)— 4p'(A-|-C  — Bcose)^— 4(p'sin»e  =  o. 

Si  k  représente  le  coeflBcient  angulaire  d'un  axe,  k  sera 
la  valeur  du  rapport  -»  tiré  de  l'équation  des  diagonales 
confondues  5  on  aura  donc 

,  Bp*-|-2(PC0SÔ 

A  =z — ■ • 

Ap^-f-  ? 

L'éliminalion  de  p^  entre  cette  relation  et  Téquation  (1) 
conduit  à  Téquation  aux  coefficients  angulaires  des  axes: 

(2)      X'2(B  —  2ACOS0)  —  2X-(A  — C)—  (B  — 2Ccose)=ro. 

Cercle,  —  La  condition,  pour  que  les  carrés  des  demi- 
axes  soient  égaux  et  de  même  signe,  sera,  d'après  l'équa- 
tion (i), 

(A  •+  C  —  B  cosG)2  -h  (B^—  4  AC)sin'e  =  o  ; 

mais  cette  condition  se  transforme  facilement  en  la  sui- 
vante : 

(A  —  C)2sln' e  H-  [B  —  (  A  -f-  C) cosOp  =r  o, 
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laquelle  entraîne 

A  =  C,     B  =  2Acosô. 

Telle  est  la  vérification  fournie  par  l'analyse,  vérification 
déjà  signalée  par  M.  Gerono  dans  ce  journal,  de  ce  fait 
qu'ilnefaut  que  trois  conditions  pour  déterminer  Fellipse 
équilatère  ou  le  cercle,  tandis  qu'il  en  faut  quatre  pour 
déterminer  Thyperbole  équilatère. 

Hyperbole  équilatère.  —  La  condition,  pour  que  les 
carrés  des  demi- axes  soient  égaux  et  de  signes  contraires, 
sera,  d'après  Téquation  (i), 

A-hC  —  BcosO  =  o. 

Considérons  les  hyperboles  équilatères  circonscrites  h 
un  triangle  ayant  les  côtés/?  et  q  et  Tangle  compris 0.  Il 
est  facile  de  voir  que  Téquation  générale  de  ces  hyper- 
boles peut  recevoir  la  forme 

ky^  -h  xj  -h  C  JT*  —  kqjr  —  Cpx  z=z  o  ; 

avec  la  condition 

AH-C  —  ces  0  =  0. 

Ou  déduit  bien  facilement  de  là  que  toutes  ces  hyper- 
boles se  coupent  en  un  point  fixe,  point  d'intersection 
des  hauteurs  du  triangle,  et  que  le  lieu  des  centres  de  ces 
hyperboles  est  un  cercle. 

Ces  conséquences  méritent  d'être  développées. 

\ .  On  vient  de  voir  que  les  hyperboles  équilatères  qui 
passent  par  trois  points  se  coupent  en  un  quatrième  point 
fixe  :  ceci  implique  forcément  une  relation  de  positions, 
entre  chaque  point  et  les  trois  autres,  qui  ne  change  pas 
avec  le  point  que  Ion  considère.  Les  trois  sommets  d'un 
triangle  et  le  point  de  concours  des  hauteurs  forment  en 
eflet  un  système  de  quatre  points  jouissant  de  cette  pro- 
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priété  que  l'un  quelconque  des  quatre  est  le  point  de 
concours  des  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  trois 
autres. 

2.  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  éqoilatères  pas- 
sant par  trois  points,  qui  est,  diaprés  ce  que  nous  avons 
dit,  un  cercle,  se  confondra  avec  le  lieu  des  centres  des 
coniques  passant  par  quatre  points  placés  dans  les  condi- 


tions énoncées. 


3.  On  sait  qu^en  général  le  lieu  des  centres  des  coni- 
ques passant  par  quatre  points  est  une  ligne  du  second 
ordre  passant  par  neuf  points  qui  sont  :  les  milieux  des 
six  droites  qui  joignent  les  quatre  points  deux  à  deux  et 
les  trois  sommets  du  triangle  qui  dérive  du  quadrilatère, 
c'est-à-dire  les  trois  points  d^intersection  des  trois  sys- 
tèmes de  droites  qui  passent  par  les  quatre  points. 

4.  Il  résulte  évidemment  des  théorèmes  précédents 
que  :  les  trois  sommets  d'un  triangle  et  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs  forment  un  système  de  quatre  points 
jouissant  de  cette  propriété  que  les  milieux  des  six  droites 
qui  les  joignent  deux  à  deux  sont  sur  le  cercle  circonscrit 
an  triangle  dérivé  du  quadrilatère  des  quatre  points;  ce 
cercle  étant  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équîla- 
tères,  en  nombre  infini,  qui  passent  par  quatre  points 
placés  dans  les  conditions  énoncées. 

5.  Quatre  points,  donnés  au  hasard  sur  un  plan,  dé- 
terminent en  général  une  hyperbole  équilatère  et  quatre 
triangles.  Les  quatre  points  de  concours  des  hauteurs  de 
ces  triangles  sont  sur  l'hyperbole  équilatère,  et  les  quatre 
cenîles  des  neuf  points  de  ces  triangles  se  coupent  en  un 
môme  point,  centre  de  T hyperbole. 

Parabole.  —  Je  donnerai  ici  le  moyen  de  trouver  le 
paramètre  de  la  parabole  représentée  par  Téquation 
générale. 
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Avant  de  supposer 

B»  — 4AC  =  o, 
faisons 

B*  — 4AC  =  4«>     A  +  C  — Bcosô=  '2p; 

l'équation  (i)  deviendra 

p*a  —  9.  p'  py  —  <p'  sin^  9  =  o, 

d'où 

'y^  P  —  v/p=^ -+■  a  sin^  G 


a         y   a 


Vp-f-V^p^H-asin^G 
Par  un  calcul  facile,  on  trouve  à  la  limite,  pour  a  =  o, 

3  3  1 

b^       (AE  -t-CD  —  BDE)'sin^G 
2(A-l-C--  BcosG)' 

§  II.  —  Conique  dans  V espace. 
Les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires.  Ecrivons  : 

Aa:'  +  A>'  -f-  A'^s^-f-  2  B jz  -f-  a  B' xs  -h  2  B".rjr 
+  2Cj? -h  2C'j-+- 2  C'z  -f-D=o, 

équation  d'une  surface  du  second  degré; 

mx  -h  ny  -\-pz  —  i  =  o, 

équation  du  plan  sécant:  x\  y\  z\  coordonnées  du 
centre  de  la  section-,  ç,  cf'^,,  (j>'. ,  y'^,,  résultats  de  la  sub- 
stitution de  x\  y\  z'  kx^y,  z  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  et  dans  ses  dérivées. 

Les  coordonnées  du  centre  de  la  section  sont  données 
par  le  système  d'équations  du  premier  degré 

wx'  +  /ï/'  -h  /?»'  —  I  =  o, 
p(f\.  —  n  (j»;,  =  o. 
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LWigine  étant  transportée  au  centre,  on  a 

mx  -h  /ix  -H  /?2  =  o, 

équations  de  la  conique;  et 

a:*+ j'  +  z'  — p'=o, 
»jx  -h  ny  -\-pz  =  Oy 

équations  du  cercle. 

On  déduit  de  là  les  équations  des  projections  des  deux 
courbes  sur  le  plan  des  xy^  puis  Téquation  des  diagonales 
du  parallélogramme  formé  par  les  quatre  points  d'inter- 
section de  ces  deux  projections.  En  exprimant  que  les 
deux  diagonales  se  confondent,  on  exprime  que  les  deux 
projections  sont  tangentes  et,  par  conséquent,  que  le 
cercle  et  la  conique  le  sont  aussi.  On  arrive  de  la  sorte  à 
l'équation  bicarrée  en  p  que  voici  : 

-l-y92(B//2  _  AA')  -h  2/71/2  (A'^B"  —  BB') 
+  2/wy9(A'B'  — BB")H-2/î/^(AB--B'B^)] 

—  p^[/7i'(A'-l-A")-f-«MA  +  A.'') -i-/7'(A-h  A') 

—  2/w«B"  —  imp^' —  2/î/yB]^ 

—  [//*=*+  //2  +  y>'](p'=o. 
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QUESTIONS. 


671 .  Par  un  point  A  d'une  ellipse  donnée,  on  mène 
deux  cordes  AB,  AC  également  inclinées  sur  la  normale 
en  ce  point:  démontrer  que  la  droite  BC,  qui  unit  les  ex- 
trémités de  ces  cordes,  passe  par  un  point  dont  la  position 
est  indépendante  de  leur  inclinaison  sur  la  normale^  et 
déterminer  la  ligne  que  ce  point  décrit  lorsque  le  point  A 
parcourt  l'ellipse  donnée,  (H.  D.) 

672.  Étant  donnés  deux  ellipsoïdes  de  même  centre, 
semblables  et  semblablement  placés,  on  mène  de  chaque 
point  de  la  surface  du  plus  grand,  des  plans  tangents  à 
l'autre  :  démontrer  que  l'enveloppe  des  plans  des  lignes 
de  contact,  ainsi  déterminées,  est  un  ellipsoïde  semblable 
aux  deux  premiers.  (H.  D.) 

673.  Inscrire  dans  une  parabole  uu  triangle  abc  sem- 
blable à  un  triangle  donné  ABC,  et  dont  un  des  som- 
mets a  soit  situé  en  un  point  donné  sur  la  courbe. 

Cas  particulier  où  le  triangle  ABC  est  équilatéral. 

674.  Soient  ABC  un  triangle  dont  l'angle  C  est  droit; 
y  le  milieu  de  l'hypoténuse  AB  ;  r  le  pied  de  la  hauteur  C  r  \ 
P  un  point  quelconque  de  la  circonférence  du  cercle  Cry 
(cercle  des  neuf  points);  C.r  la  tangente  à  cette  courbe 
au  point  C  :  démontrer  que  le  produit  des  perpendicu- 
laires abaissées  de  P  sur  les  droites  Cy,  Cr  est  égal  au 
produit  des  perpendiculaires  abaissées  do  ce  même  point 
sur  l'hypoténuse  et  la  tangente  Cx,      [G.  J.  (Oxford.)] 

675.  Soient  ABC  un  triangle  isocèle  dont  chacun  des 
deux  angles  A,  B  a  pour  mrsure  arc  lang  2  v^2  ;  /^,  y,  /*  les 
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les  équations  des  cordes  de  conlact  relatives  à  ces  tan- 
gentes, dans  le  cercle  variable  et  dans  l'elHpse. 

Les  équations  du  cercle  et  de  Tellipse  peuvent  se  mettre 
sous  la  forme 

(2)  (j-t-wx+zï)  (/-h  w'-c4-/î')-+-^(r-+-a^-+-p)'=0j 

(3)  (x-{-mx-^n){X'hm'a:-^n')-^V  (x-^oL'jc-^fky  =  o. 

L'équation  (a)  représentant  un  cercle^  les  coefficients 
des  carrés  des  variables  doivent  être  égaux,  et  le  rectangle 
des  variables  devra  disparaître,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

(  4  )  l  -h  *A  =  /W  w'  -+-  W, 

(5)  w -H /w'-t- 2Xa  =  o. 

En  retranchant  les  équations  (2)  et  (3)  membre  à 
membre,  on  obtient  les  équations  de  deux  droites  passant 
parles  points  d'intersection  du  cercle  et  de  l'ellipse;  ces 
équations  sont  : 


(  j  -h  a^  -t-  p)  =  (  J  -h  a'.r  H-  p'). 


-  y -^ (r-i-«-^ +  P)  =  (/-^ «'^  +  p')- 

Or,  si  l'on  veut  que  l'une  des  cordes  communes  soit  fixe, 
il  suffira  d'identifier  Tune  de  ces  deux  équations  avec 
celle  de  la  droite  passant  par  les  deux  points  communs 
aux  deux  courbes,  équation  que  nous  supposons  être 

j-hMorH-  R  =  0. 
On  aura  donc 

-v/t'*"-»'' 

(6)  ^    \- =  M, 

*\/>7-' 
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Si  nous  appelons  X  et  Y  les  coordonnées  du  lieu,  les  quan- 
Lîtés  m,  /»',  X',  a',  /3'  seront  des  fonctions  de  X,  Y,  a,  b 
faciles  à  déterminer.  Dès  lors,  les  équations  (4)9  (5), 
(6),  (7),  qui  expriment  toutes  les  conditions  du  pro- 
blème, ne  contiendront  plus  que  trois  paramètres  varia- 
bles, X,  a,  (3,  et  par  suite,  si  nous  éliminons  a,  |3,  X  entre 
ces  quatre  équations,  nous  aurons  Téquation  de  la  courbe 
cherchée. 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  m  et  de  m',  remar- 
quons que  l'équation  d'une  tangente  à  l'ellipse  peut  s'é- 
crire 

y  •+-  mx  -4-  \là*  /w^-f-  b^  =  o, 

et  si  nous  voulons  déterminer  les  deux  tangentes  passant 
par  le  point  (X,  Y),  il  suffira  de  résoudre  l'équation 


Y-+-/WX-+-  s/a^m^-^b'=  o, 

ou 

(X»— «*)m»-h  2YX.m-+.  Y»  — ô*=:o, 

par  rapport  à  m.  En  conséquence,  nous  aurons  : 

2YX 

Y'—  b' 
(9)  """'  =  XÎ3^- 

De  plus,  l'équation  de  la  corde  de  contact,  relative  à  ces 
deux  tangentes,  étant 

a'  Yr  4-  ^'X  j:  —  /?'  b^=  o, 

3i. 


(  484  ) 


on  a  iinmédial( 

ement 

(10) 

(•') 

P            Y 

Comme  l'équation  (3)  doit  être  identiquement  la  même 
que  l'équation  (  i  ),  on  obtiendra  la  valeur  de  ï!  en  égalant 
à  zéro  le  coefficient  du  rectangle  des  variables,  ce  qui 
donne 

(i2^  m  4-/w'-l-2Va'  =  o. 

En  comparant  l'équation  (5)  avec  l'équation  (la),  on 
obtient 

(5')  >a  =  /a'. 

L'équation  (6)  étant  rendue  rationnelle  devient 

remplaçant  dans  cette  équation  1  par  sa  valeur tirée 

de  (5'),  nous  aurons 

aa'(a  — a')  =  M'(a— a'), 

et,  comme  généralement  ce  est  différent  de  a%  on  peut 
poser 

ou 

M' 

par  suite,  les  équations  (4)  et  (5)  deviendront 


-  mm'-^X  (  1  — .  — J  =  o, 

m-\-ni'  -\ ;r— =  O; 

oc 
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l'où, 

en 

éliminant  X, 

'3) 

I  — 

mm' 

— 

2M^ 

W 

m  H 

h  m' 

a' 

31  en  faisant  usage  des  équations  (8),  (9)  et  (10)  et  posant 
a*  ^i'  =  c",  il  vient,  réductions  faites, 

équation  du  lieu  cherché. 

Remarquons  que  pour  obtenir  cette  équation  on  ne 
Tait  nullement  usage  de  Téquation  (7),  qui  est  la  seule 
renfermant  le  paramètre  R;  donc  le  lieu  est  indépendant 
ie  R,  et  par  conséquent  //  reste  le  même  lorsque  la  corde 
commune  se  déplace  parallèlement  à  elle-même.  Si  les 
leux  extrémités  de  cette  corde  viennent  se  réunir  en  un 
seul  points  la  corde  devient  tangente  et  Ton  retombe  sur 
le  problème  proposé  au  concours  général,  année  i844* 
[^ o\v  Nou^^elles  AnnaleSy  t.  III,  p.  4^*5  et  p.  489.) 

Remarquons,  en  second  lieu,  que  le  coefficient  M  qui 
[ixc  Tinclinaison  de  la  corde  commune  n'entre  qu'à  des 
puissances  paires  dans  Téquation  de  la  courbe  \  par  con- 
séquent, cette  équation  restera  la  même  lorsqu'on  y  rem- 
placera M  par  —  M,  d'où  l'on  conclut  que  le  lieu  reste 
encore  le  même^  que  la  corde  commune  fasse  l^ angle  S 
ou  r  angle  180°  —  $  auec  le  grand  axe  de  r  ellipse, 

2.  L'équation  (i4)  du  lieu  peut  se  mettre  sous  une 
forme  assez  simple.  A  cet  effet,  menons  une  tangente  à 
l'ellipse  parallèle  à  la  corde  commune,  et  soient  p  et  q  les 
coordonnées  du  point  de  contact  :  on  aura 


_  b^jj 


et,  par  la  substitution,  l'équation  (i4)  devient 
b^p^(b'p^^  a'q')Y'  ^  a^(j^  (b'p'-h a'if')  X^=  -^ p^  fj' a' b' c- . 
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Maîs^  le  point  x  =  p^  y  =  q,  étant  silué  sur  l'ellipse, 
on  a 

et  par  suite  l'équation  (i4)  pourra  s'écrire 

('4')  4^,-4î  =  -'- 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  la  courbe  chercliée 
est  une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes  principaux,  et 

ayant  pour  excentricité   2  \/  ~TT  '^~     2"  =  ^^»  Elle  est 

donc  homofocale  avec  Tellipse  donnée.  On  voit  d'ailleurs 
qu'elle  passe  par  le  point  (p^  q). 

Si,  au  lieu  d'une  ellipse,  on  donnait  une  hyperbole, 
Téquation  (i)  serait  remplacée  par 

f!     z!  — - 

et  on  trouverait  pour  Téquation  du  lieu 

Y2         x^ 


f?/.»      '       fi2/«2  ' 


q*c*        p'C 


a^ 


qui  est  celle  d'une  ellipse  homofocale  avec  l'hyperbole 
donnée. 

Supposons  en  troisième  lieu  que  la  courbe  donnée  soit 
une  parabole  ayant  pour  équation 

(i5)  jr'  =  2P-c. 

Les  calculs  se  traitent  de  la  même  manière,  et  l'on 
arrive  encore  à  l'équation 

,   - .  I  —  mm'        a'2  —  M* 

(i3j  = . 

^      '  m  -\'  m'  2 M'a' 
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Mais  comme,  dans  la  parabole,  Téquation  d'une  langente 

est 

P 

y  -h  mx  H =  o, 

les  valeurs  de  m  et  de  vri  seront  les  racines  de  Téquation 

,       Y  P 

X  aX 

et  par  suite 

Y  P 

m'^rm'= —  --,       ntm' = -^^  * 

X  2X 

De  plus,  Tëquation  de  la  corde  de  contact  étant 

Yj  —  Px  —  PX  =  o, 

ou  aura 

a  —  — y"' 

et,  en  substituant  dans  Téquation  (i3),  on  obtient  pour 
l'équation  du  lieu  : 

(i6)  (ïX  — P)PM'=P»— M^Y'. 

On  voit  encore  que  le  lieu  reste  le  même  lorsque  la  corde 
commune  se  déplace  parallèlement  à  elle-même,  en  fai- 
sant l'angle  5  ou  i8o° — 5  avec  l'axe  de  la  parabole. 

En  appelant  encore  p  et  {/  les  coordonnées  du  point 
de  contact  de  la  tangente  parallèle  à  la  corde  commune, 
on  aura 

et  l'équation  (i6)  deviendra 

^  — p"  p ' 

ou 

(17)  Y'=;~4/îX  +  4/>'-^7^ 
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On  trouve  donc  pour  le  lieu  une  parabole,  rapportée 
à  son  axe  principal,  ayant  même  foyer  que  la  proposée, 
et  tournée  dans  un  sens  opposé.  Elle  passe  par  le  point 
(p,  q)  et  elle  a  pour  paramètre  J^p^  c'est-à-dire  quatre 
fois  l'abscisse  du  point  de  contact. 


THÉORÈMES  SUR  LES  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE 

(Toir  page  4S6)  ; 

Par  m.   HIOUX, 

Répétiteur  au  lycée  Bonaparte, 

Et  M.  BODFMER, 

Professeur  au  lycée  de  Gaen. 


Ilf.  Parmi  les  plans  ABC  considérés  au  §  I,  il  peut  y 
en  avoir  dont  le  pôle  M  s'éloigne  à  l'infini  ;  les  cônes  cir- 
conscrits de  sommet  M  se  transforment  alors  en  cylindres. 
Cherchons  le  lieu  des  directions  des  génératrices  de  ces 
cylindres. 

Pour  cela  divisons  l'équatîon  (4)   par  y',  et  faisons 

tendre ->  -  vers  des  limites  finies,  à  mesure  que  y  tend 

,.7.7.  ^ 

vers  l'infini. 

L'équation,  toutes  transformations  faites,  devient 

H(a/'.r.-f.6/>.-f.7/'3.)' 
-[«y^.(/'a--2c)-f-^yj'.(/'6-2c') 

(.0)  {  +c^f'z^{ri-^n] 

•4-/.  [«^(/'a  -  icy  -+-  b^r^  -  nc'Y 

-+-^M/'7"-2c")2]=:o. 

Elle  est  homogène  par  rapport  à  a,  6,  y  et  représente  un 
cône  du  second  ordre  dont  le  sommet  est  à  Torigine. 
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Les  génératrices  de  ce  cône  sont  les  directions  des  gé- 
nératrices des  divers  cylindres  circonscrits. 

IV.  Si  l'on  considère  une  génératrice  particulière  du 
cône  précédent, 

f  —  Z  — î 

a        6        7 

Téquation  (lo)  représente  le  Heu  des  points  P,  ce  qui 
donne  un  théorème  analogue  au  théorème  II. 

La  surface  du  second  ordre,  lieu  des  points  P,  définie 
par  l'équation  (lo),  coupe  la  surface  S  suivant  deux 
courbes  situées  dans  les  plans 

a/' a:.  -+-  €/'^,  -f-v/'z,  =  o, 
-  [û'/':r.  (/'  a  -  2c)  H-  h^f  y,  (/'6  -  2c') 

Le  premier  est  le  plan  diamétral  de  la  surface  S,  conjugue 

de  la  direction 

^ y      2 

a         6         7 

Le  second  passe  par  une  droite  DE,  intersection  des  deux 
plans 

a/'r, -f-6/'j.-h7/'-«  =  o» 
^^/'^.(/'a  -  2c)  4-  b^f'y,  (/'  6  -  2c') 

Ce  dernier  plan  est  conjugué  de  la  droite 

'^'  __  y z 

a^  (/'  a  —  2c)  ""  h^  (/'  6  —  2 c')  ""  c'  [f  7  —  7.c")  ' 

par  rapport  à  la  surface  S. 

Cette  droite  elle-même  est  conjuguée  du  plan 

a/'  X,  -I-  6/'j,  -h  7/'  z,  =  o, 
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par  rapport  à  rellipsoïde  E,  ce  que  Ton  voit  en  écrivant 
Téquation  de  ce  plan  sous  la  forme 

■+-  2ca  -h  2c' 6  -f-  ic"y  =  o. 

Remarquons  encore  que  le  plan  qui  contient  celte 
dernière  droite  et  la  génératrice  particulière  considérée, 
est  conjugué  de  la  droite  DE  par  rapport  à  la  surface  S. 

y.  Quand  le  point  fixe  P  est  sur  la  surface  S,  le  lieu  S' 
se  réduit  à  deux  plans. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  y*,=o,et  l'équation  (4)  se  décom- 
pose en 

(11)  V.=:0, 

(12)  HV,-(«^/'ar./'«-+-^»/>,/'6-f-c'/'z./'7)  =  o. 

L'équation  (i  i), 
^i/'a-hjri/'ê-hz./'yH-  2i?a-|-2c'6-{-  ar^'v-h  2  =  0, 

peut  s'écrire 

a/'^, -hê/'/i-h  y/'z,  -H2car,  -*-  2c' j, -|-  2c"z,  -f-  2  =  o; 

elle  représente  le  plan  tangent  à  la  surface  S  au  point  P: 
Oest  le  lieu  des  pôles  de  ceux  des  plans  ABC  qui  con- 
tiennent le  point  P. 

Quant  à  l'équation  (12),  elle  représente  un  plan  pas- 
sant par  une  droite  DE  définie  par  les  équations 

(II)  V.=:0, 

(i3)         «y'x,/'aH-6'/'^'./'6-f-c^/'3./'7  =  o. 

La  polaire  réciproque  du  corollaire  I  se  réduit  à  deux 
points  :  l'un  est  le  point  P  lui-même;  Tautre,  que  nous 
appellerons  I,  est  le  point  de  rencontre  de  ceux  des  plans 
ABC  dont  \v  pôle  apparti(Mit  au  plan  (12). 
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L'équation  (i a),  mise  sous  la  forme 

-h  2ca  4-  2C'6+  2C"7  -f-  2  =  o, 

fait  voîr  que  les  coordonnées  x',  y' ^  z'  du  point  I  ont 
pour  valeurs 


j 


^^•^i g—'    r  =/• g—'    *  =«i g — 

La  droite  PI  a,  par  suite,  pour  équations 

Cette  droite  est  la  polaire  réciproque  de  DE  par  rapport 
à  la  surface  S.  Elle  est  conjuguée  du  plan  (i3)  par  rap- 
port a  cette  même  surface,  et  du  plan  (i  i)  par  rapport  à 
l'ellipsoïde  E.  Donc  : 

Si  d'un  point  P  d'une  surface  du  second  ordre  S,  on 
mène  trois  droites  PA,  PB,  PC,  etc,  le  plan  ABC  coupe 
en  un  point  fixe  I  la  droite  menée  du  P  qui  a  ses  deux 
conjuguées  tangentes  à  la  surface  S  en  ce  point. 

Quand  on  prend  pour  surface  à  centre  une  sphère,  la 
droite  PI  devient  la  normale  à  la  surface  S  au  point  P. 
Donc  : 

Si  d'un  point  P  d\ine  surface  du  second  ordre,  on 
mène  trois  droites  rectangulaires  qui  percent  la  surface 
aux  trois  points  A,  B,  C,  le  plan  ABC  coupe  en  un  point 
fixe  la  normale  à  la  surface  au  point  P  (*). 

VI.   Quand  le  point  P  est  sur  la  surface  S,  Téquation 


(*)  Voir,  pour  ce  cas  particulier,  les  Nouvelles  Annales,  cahier  de  sep- 
tembre i8()a. 
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du  cône  (lo)  considéré  au  §  III  se  décompose  en 

a/'  X,  -*-  6/>,  -h  7/'  z,  =  o, 

ce  cône  est  donc  alors  Tensemble  de  deux  plans  respecti- 
vement parallèles  aux  plans  (11)  et  (12)  du  paragraphe 
précédent,  et  il  y  a  lieu  de  considérer  deux  séries  de  cy- 
lindres circonscrits. 

Les  premiers  ont  pour  plan  tangent  commun  le  plan 
(11),  tangent  en  P  à  la  surface  S;  les  plans  des  courbes 
de  contact  passent  par  une  même  droite  PK,  conjuguée 
du  plan  (11)  par  rapport  à  la  surface  S. 

Les  seconds  admettent  pour  plan  tangent  conunun  un 
plan  parallèle  au  plan  (12)  et  tangent  à  la  surface  S  en 
un  point  H  *,  les  plans  des  courbes  de  contact  passent  par 
une  même  droite  HL,  conjuguée  du  plan  (12)  par  rapport 
à  la  surface  S.  Ces  plans  passent  d'ailleurs  par  le  point  I, 
pôle  du  plan  (12),  car  on  sait  que  ce  point  I  est  situé 
sur  HL. 

Il  est  clair  que  les  trois  droites  PI,  PK,  HL  sont  situées 
dans  le  plan  diamétral  de  la  surface  S,  conjugué  de  l'in- 
tersection DE  des  plans  (11)  et  (12). 

VII.  Quand  le  point  P  décrit  la  surface  S,  le  point  I 
décrit  une  surface  du  second  ordre  2. 

Les  coordonnées  x,  y^  z  du  point  I  sont  données  en 
fonction  des  coordonnées  Xi ,  j^i ,  z^  du  point  P  par  les 
équations 

,  /,  û'/'^.  h^^y^  c^f'z, 

(»4)         ^=.''. ^î  r=Jl y—'  -  =  *. g—' 

On  obtiendra  Téquation  du  lieu  S  en  éliminant  a*i,/n 
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X]   entre  ces  équations  et  Téquatiou  f\=^o  de  la  sur- 
face S. 

On  tire  de  Téquation  (i4)ï  pour  Xj,  y,,  z,,  des  va- 
leurs de  la  forme 

j:,=  ax  -{-   by   -H  cz  -h  r/, 
j,  =ia' X  -4-  ^'r  -I-  c's-t-rf', 
2,  =  rt"  j:  +  ^'>  -f.  c"z-\-d\ 

Substituons  ces  valeurs  dans/i  =  o  et  nous  aurons  une 
équation  du  second  degré  en  a:,  jy  z  qui  sera  Téquation 
de  la  surface  Z. 

Cette  équation  est 

Kx\  -*-  A' JÎ  -*-  k"z,\  +  2B j,  z,  -I-  2B' ar,  z,  -f-  2B"x,.r, 
-f-aCj:, -h  aC'j,  4-2C"z, -f-i  =o, 

en  y  considérant  oTi,  j^i,  ^i  comme  tenant  lieu  des  va- 
leurs ci-dessus. 

Pour  reconnaître  la  nature  de  cette  surface,  prenons 
pour  plans  coordonnés  des  x^ y\  des  x'z',  des  y^  z'  les 
plans 

Si  =  o,     J,  =  o ,      .r,  =:  o. 

Soit  y  Tangle  que  la  perpendiculaire  MP,  abaissée  d'un 
point  quelconque  M  de  Z  sur  le  plan  Zi  =  o,  fait  avec 
l'axe  des  z\  En  égalant  les  deux  expressions  de  la  lon- 
gueur de  cette  perpendiculaire,  on  a 


z'cosY  = 


yja"^  -h  ^"^  -h  c"^ 
d'où^  en  posant 

h  =  C0S7  >^a"^-^h'*^-^c"\ 
on  tire 
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Oo^trouvcrait  d'une  manière  analogue 

L'équation  de  la  surface  S  rapportée  aux  nouveaux 
plans  coordonnés  est  donc 

A  [^x'Y  -f-  A'  (///)»  4-  k'{hzy  4-  .  .  .-I-  I  =  o. 
Si  Ton  fait  maintenant 

c'est-à-dire  si  Ton  diminue  les  coordonnées  de  cette  sur- 
face dans  les  rapports  -?  j?  -»  on  obtiendra  une  nouvelle 

surface,  de  même  nature  que  2,  représentée  par  l'équa- 
tion 

AX'» -h  A' Y" -h  A"Z'' -h. .  .-h  I  r=  o. 

Inclinons  d'un  autre  côté  les  coordonnées  de  la  sur- 
face S  dans  les  directions  des  nouveaux  axes,  nous  forme- 
rons une  autre  surface  de  même  nature  que  S,  et  il  est 
clair  qu'en  la  transportant  parallèlement  à  elle-même  on 
pourra  la  faire  coïncider  avec  la  surface  précédente. 

On  en  conclut  que  les  surfaces  Z  et  S  sont  deux  sur- 
faces de  même  nature.  [Fin.) 


QUESTIONS  658,  659,  660  ET  66i 
(PROPOSÉES  PAR  M.  HATON  DE  LA  GOUPILUÈRE ) ; 

Solutions  dk  M.  ROUQUEL, 

Licencié  es  Sciences  mathématiques  et  es  Sciences  physiques. 


Question  658. 
La  déi^eloppante  d'un  cercle  est  la  route  que  suit  le 
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pôle  d'une  spirale  logarithmique  roulant  sur  un  autre 
cercle. 

Faisons  rouler  une  spirale  logarithmique  sur  un  cercle 
de  rayon  arbitraire  OB,  et  proposons -nous  de  détermi- 
ner la  courbe  décrite  par  le  pôle  P. 

Soient  B  le  ^  point  de  contact  des  deux  courbes,   P  la 


position  correspondante  du  pôle,  BC  la  tangente  com- 
mune. Tirons  OD  perpendiculaire  à  PB  prolongée.  D'a- 
près une  propriété  connue  de  la  spirale,  Tangle  DBC  est 

constant.  11  en  sera  donc  de  même  de  Tangle  OBD,  et  par 
suite  de  la  distance  OD. 

D'un  autre  côté,  BP  est  normale  à  la  trajectoire  du 
point  P,  et  l'on  vient  de  voir  que  cette  ligne,  BP,  se 
trouve  à  une  distance  constante  du  point  O,  c'est-à-dire 
qu^elle  est  constamment  tangente  au  cercle  décrit  du 
point  O  comme  centre  avec  OD  pour  rayon.  La  route 
du  point  P  est  donc  la  développante  du  cercle  OD. 

liemarque  I.  —  Soit 

Téquation  polaire  de  la  spirale  \  on  trouvera  aisément, 
pour  le  rapport  des  rayons  des  deux  cercles  : 

OD  m 


OB        ,/ 


V  I  -h  /W' 
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Remarque  II.  —  Si  la  spirale  roule  à  T extérieur  du 
cercle  OB,  le  pôle  engendrera  la  portion  de  développante 
du  cercle  OD  extérieure  au  premier  cercle.  Pour  avoir  la 
position  initiale  Â  du  point  P,  il  faut  observer  que  l'arc 
BA  doit  être  égal  à  la  longueur  de  Tare  de  spirale  com- 
pris entre  le  point  B  et  le  pôle,  c'est-à-dire  à  la  portion 
de  tangente  BC  limitée  en  C  par  une  perpendiculaire 
menée  par  le  point  P  au  rayon  vecteur. 

Le  point  de  départ  étant  toujours  en   A,  si  l'on  fait 
rouler  la  spirale  dans  l'intérieur  du  cercle  OB  et  dans  le 
sens  AB,  le  point  P  engendrera  la  partie  restante  de  la 
développante  du  cercle  OD.  Lorsque  le  pôle  sera  par- 
venu en  E  sur  le  cercle  OD,  le  rayon  de  courbure  de  la 
spirale  correspondant  au  point  de  contact  égalera  le  rayon 
du  cercle  OB  :  les  deux  courbes,  ayant  un  contact  du  se- 
cond ordre,  se  traverseront.  Le  mouvement  continuant, 
il  est  clair  que  le  cercle  OB  sera  intérieur  à  la  portion  de 
spirale  qui  doit  rouler  sur  lui.  En  E,  la  courbe  décrite 
par  le  pôle  offrira  un  point  de  rebroussement,  et  l'on  ob- 
tiendra une  développante  symétrique  de  la  première,  ou, 
pour  mieux  dire,  l'autre  branche  de  la  développante. 

Remarque  IIL  —  Relativement  à  la  partie  mobile  du 
plan,  le  lieu  du  point  C  est  une  spirale  égale  à  la  pre- 
mière, et  dont  celle-ci  est  la  développée.  Dans  l'espace 
fixe,  le  point  C  décrit  la  développante  du  cercle  OB.  On 
voit  tout  de  suite  que  la  deuxième  spirale  et  la  dévelop- 
pante AC  ont  en  C  un  contact  du  deuxième  ordre,  ce 
qui  conduit  à  ce  théorème  : 

Quand  une  spirale  logarithmique  roule  sur  un  cercle, 
Ven\^eloppe  d^une  deuxième  spirale ,  dont  la  première 
serait  la  développées  est  la  déi^eloppante  du  même  cerclcy 
l'ordre  du  contact  de  Vem^eloppe  et  de  rerweloppée 
étant  toujours  le  seconde 
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Question  659. 

La  caustique  par  réflexion  de  la  dés^eloppante  d^un 
cercle  y  pour  les  rayons  émanés  du  centre ,  est  une  déi^e- 
loppée  de  la  spirale  d^ Archimede . 

La  spirale  d'Archimède  jouit  de  cette  propriété  bien 
connue,  que  la  normale  en  un  point  de  cette  courbe  fait 
avec  le  rayon  vecteur  aboutissant  en  ce  point  un  angle 
dont  la  cotangente  est  égale  à  T angle  formé  par  ce  rayon 
et  Vaxe  polaire. 

Cela  posé,  je  considère  l'un  des  rayons  lumineux  qui, 
partant  du  centre  O  d'un  cercle  OA,  vont  se  réfléchir 
sur  la  développante  AM  de  ce  cercle.  Soient  OM  le 
rayon  incident  dont  je  désignerai  par  p  la  longueur  com- 
prise entre  le  centre  et  le  point  d'incidence  M  ;  MB  la 
normale  à  la  développante,  touchant  en  B  le  cercle  OA  ; 
MC  le  rayon  réfléchi. 

Par  le  point  O,  je  tire  ON  parallèle  à  BM,  rencontrant 
en  N,  MC  prolongée.  En  outre,  je  mène  OX  perpendi- 
culaire à  OA,  choisissant  le  sens  OX  de  manière  que 
l'arc  AX  vaille  270  degrés. 

Je  me  propose  de  démontrer  que  le  lieu  des  points  N 
est  une  spirale  d'Archimède  ayant  pour  équation 

a  désignant  le  rayon  du  cercle  et  OX  étant  l'axe  polaire. 
En  effet,  on  a 


ON  =  2MB  =  2  sjf  —  «S 


a  a  a 

Les  coordonnées  polaires  du  point  N  satisfont  à  Té- 
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quation  de  la  courbe,   comoie  il  est  facile  de  s'en  as- 
surer. 

De  plus,  la  normale  en  N  à  cette  spirale  forme  avec  le 
rayon  vecteur  ON  un  angle  fjt  tel,  que 


cota  =  XON  =  ^ ; 

a 


mais 


/    2  - 

col  ONC  =  cot  0MB  =  .l£ ^  : 


par  suite 

p  =  ONC, 

NC  est  normale  en  N  à  la  spirale  considérée,  et  la  caus- 
tique demandée  n'est  autre  que  la  développée   de  celle 

spirale. 

Question  660. 

La  courbe  réciproque  rie  la  rlév^eloppante  rïun  cercle, 
pour  ries  rayons  émanés  rlu  centre,  est  une  spirale  trac- 
trice»  (On  appelle  ainsi  la  courbe  qui,  en  coordonnées 
polaires^  a  une  tangente  constante.) 

Soient  M  un  point  appartenant  à  la  développante  AMM' 
d'un  cercle  OA;  MB  la  normale  a  la  développante,  tou- 
chant en  B  le  cercle  OA;  m  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  B  sur  OM.  On  propose  de  déter- 
miner le  lieu  du  point  m. 

Considérons  sur  la  développante  un  point  M'  infini- 
ment voisin  de  M;  soit  m'  le  point  qui  lui  correspond 
sur  la  courbe  réciproque.  Posons 

OAI  =  R,  om=.r,  \ 

OM'  =  R  H-  r/R,     om'  =  r  4-  dr,    ^  a  =  rayon' du  cercle. 
MM'=:€/S,  mm'=ids, 

L'équation  diiïerentielle  de  la  développante  est 

(l)  Rf/R=r«<^S. 
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Le  triangle  rectangle  MOB  donne 

(2)  Rr=fl% 

d'où  Ton  déduit 

(3)  R^r+rr/R==o. 

Les  deux  triangles  Omm\  OMM'  étant  semblables,  il 
vient 

fjitre  les  équations  (i),  (2),  (3),  (4)9  éliminant  R,  dB.^ 
dS ^  on  obtient,  pour  Téquation  différentielle  de  la 
courbe  demandée, 

(5)  rds  H-  adr  =  o, 

d'où 

(h 

Cette  dernière  égalité  démontre  la  propriété  énoncée, 
en  remarquant  que  r  — -  représente,  en  coordonnées  po- 
laires, la  longueur  de  la  tangente. 

Note  sur  la  spirale  tractrice. 

La  longueur  de  la  tangente  étant  négative,  il  s'ensuit 
que  Tangle  formé  par  la  partie  positive  de  la  tangente 
avec  le  rayon  vecteur  est  obtus.  Cela  résulte,  au  reste,  de 
ce  que  les  lignes  MM^,  mm^  sont  antiparallèles  relative- 
ment à  OM,  et  de  ce  que  Fangle  OM'M  est  toujours 
aigu. 

La  valeur  maximum  du  rayon  vecteur  est  a;  si  Ton 
compte  les  arcs  à  partir  du  point  A  où  le  rayon  r  acquiert 

32. 


(  5oo  ) 
celle  valeur,  en  trouve  aisémcnl 


s=zaXL  l-\  =  —  ûX  L(sina), 

a  éianl  Vaugle  formé  par  le  rayon  vecleur  el  la  normale, 
puisque  cel  augle  est  fournî  par  Téqualion 


r 
sina  =  — • 
a 


De  l'équalîon  différentielle 

rds  -h  adr  =  o, 
on  peut  déduire  la  valeur  du  rayon  de  courbure  ^  : 


rcosa 

P  = • 

cos2a 


Celte  formule  fournit  une  construction  très-simple  du 
centre  de  courbure. 

La  courbe  offre  un  point  d'inflexion,  pour  la  valeur 


cos2a  =  o,  qui  correspond  à  r=  — =• 

On  pourrait  trouver  l'équation  finie  entre  r  el  0,  en 
intégrant  Téquation  (5),  mais  on  peut  y  parvenir  plus 
simplement  de  la  manière  suivante  : 

L'axe  polaire  étant  OA,  l'équation  de  la  développante 
est 

0=±  {  -  \/R»  —  «*—  arc  ces  -^  )  • 
6  étant  le  même,  on  a 


a" 


Rr=«2     d'où     R  =  — ; 


remplaçant  R  par  celle  valeur,  il   vient,  pour  Téqualion 


(  5«'  ) 
polaire  de  la  iractrice, 


9  =:it:  (  -  ^a}  —  r*  —  arc  cos  — 


La  spirale  se  compose  de  deux  branches  symétriques 
par  rapport  à  OA,  ayant  leur  point  de  départ  en  A  où 
elles  admettent  OA  pour  tangente  commune,  et  se  rap- 
prochant indéfiniment  du  centre,  qui  est  un  point  asymp- 
totique.  Les  points  d^inflexion  correspondept  aux  valeurs 


e 


=*(-?) 


Question  661. 

La  spirale  tractnce  est  la  trajectoire  que  suit  le  pâle 
d^une  spirale  hyperbolique  roulant  sur  elle-même  en 
partant  de  la  coïncidence  des  deux  pôles. 

Pour  se  trouver  dans  les  conditions  de  l'énoncé,  il 
faut  imaginer  que  l'une  des  branches  d'une  spirale  hy- 
perbolique roule  sur  l'autre,  en  partant  du  p6le,  où  ces 
deux  branches  admettent  pour  tangente  commune  une 
perpendiculaire  à  Taxe  polaire. 

Soient  P  le  pôle  fixe,  A  le  point  de  contact  des  deux 
courbes  correspondant  à  la  position  M  du  pôle  mobile; 
AN  la  tangente  commune  évidemment  perpendiculaire  à 
PM  en  son  milieu. 

La  ligne  MA  est  normale  à  la  trajectoire  du  point  M. 

Je  mène  MT  perpendiculaire  à  A  M,  rencontrant  en  N 
la  tangente  commune,  et  en  T  la  perpendiculaire  PT  au 
rayon  vecteur  PM. 

MT  est  la  longueur  de  la  tangente  à  la  courbe  décrite  . 
par  le  point  M,  et  MN  représente  la  sous-tangenle  de  la 
spirale  hyperbolique. 

D'après  une  propriété  connue  de  la  spirale  hypcrbo- 


(    S02   ) 

lique,  MN  est  constante  ]  il  en  sera  donc  de  même  de  MT, 
puisque  MT=  aMN. 

Le  lieu  du  point  M  est,  par  suite,  une  spirale  trac- 
trice  (*). 


OVESTION  650^ 

SoLUTioir  DE  M.  A.  p.. 

Elève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis 
(  division  de  M.  Amiot). 


Énoncé.  —  On  donne  un  point  P  dans  le  plan  d^une 
conique^  on  sait  que  le  lieu  des  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissées  de  ce  point  sur  toutes  les  tangentes  à  la 
conique  a  un  point  double  en  P.  Démontrer  que  les 
centres  de  courbure  de  cette  courbe  correspondant  à  ce 
point  double  sont  à  égale  distance  du  diamètre  qui  con- 
tient  le  point  P. 

Soient  PN  et  PN'  les  tangentes  menées  par  le  point  P 
à  la  conique.  Par  un  point  M  de  la  courbe,  voisin  de  N, 


je  mène  la  tangente  MR,  sur  laquelle  j'abaisse  du  point  P 
une  perpendiculaire  PR;  le  point  R  est  un  point  du  lieu; 
on  sait  que  le  cercle  décrit  sur  MP  comme  diamètre  passe 

(**)  MM.  Laquière,  Paul  Mansion  de  Marchin  et  NicolaYdés  ont  résolu 
jes  mêmes  questions  ;  nous  ferons  prochainement  connaître  leurs  solutions. 
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par  le  point  R  et  a  même  tangente  en  ce  point  que  le 
lieu  considéré.  Il  a  donc  aussi  même  normale  CR,  C 
étant  le  milieu  de  PM.  Si  le  point  M  se  rapproche  indé- 
finiment du  point  N,  le  point  R  tend  vers  le  point  P,  et  la 
normale  CR  tend  vers  la  tangente  PN,  limite  de  la  sécante 
PM  et  de  la  tangente  MR.  La  droite  PN  est  donc  la  nor- 
male au  lieu,  au  point  P.  Comme  le  point  P  est  un  point 
double,  la  seconde  tangente  PN'  à  la  conique  est  la  se- 
conde normale  au  lieu,  au  point  P.  Les  deux  centres  de 
courbure  correspondant  au  point  P  se  trouvent  donc  sur 
les  droites  PN  et  PN^ 

Soit  I  le  point  de  rencontre  des  tangentes  MR,  PN  à  la 
conique.  Dans  le  triangle  PIM,  la  transvtirsale  CR  pas- 
saut  par  le  milieu  du  côté  PM,  ou  a 

PKL  _  RM 

KÎ  ""  rT' 

d'où  Tou  déduit 

,.       .   PK       ..       -    RM 
Jim.  de  — -  =  lim.  de  — —  • 

Or,  les  deux  termes  du  dernier  rapport  RM  et  RI  tendent 
vers  PN,  lorsque  R  se  rapproche  de  P  5  donc  les  deux  lon- 
gueurs PK  et  Kl  tendent  vers  PL  moitiédePN,  c'est-à- 
dire  que  le  point  de  rencontre  K  de  deux  normales  infi- 
niment voisines  PN,  RC  tend  vers  le  point  L  qui  est  par 
suite  l'un  des  centres  de  courbure  correspondant  au 
point  P.  Par  la  même  raison,  le  point  L',  situé  au  milieu 
de  PN',  est  le  centre  de  courbure  situé  sur  la  seconde 
normale  PN'  du  point  P.  Mais  le  diamètre  OP  de  la 
conique  passe  par  le  sommet  P  du  triangle  PNJN'  et  par 
le  milieu  de  la  base  NN'-,  il  divise  donc  en  deux  parties 
égales  la  droite  LL'  parallèle  à  la  base  NN',  et  les  points  L 
et  L' se  trouvent  donc  également  distants  du  diamètre  OP 

c.   <).   r.  n. 
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THÉORÈMES  DE  M.   PAUL  SERRET 

(Tolr  r  série,  t.  I",  p.  8J4). 

Démonstration  dn  théorème  V  (^)  ; 

Par  m.  a.  MOGNI, 

Professeur  de  Mathématiques  (Tortone). 


Énoncé.  —  Soient  une  spirale  logarithmique,  une 
corde  mobile  vue  de  V origine  sous  un  angle  constant, 
et  le  pôle  de  cette  corde  par  rapport  à  la  spirale^  ou  le 
point  de  concours  des  tangentes  à  la  courbe  menées 
par  les  extrémités  de  la  corde  :  Venv^eloppe  de  la  corde 
mobile  et  la  ligne  décrite  par  le  pôle  sont  deux  spirales 
logarithmiques n  Le  sommet  d'un  angle  constant  circon- 
scrit à  une  spirale  logarithmique  décrit  de  même  une 
spirale, 

1.  Soient  (jOo,  So)?  (pn  ^i)  'es  coordonnées  polaires  des 
points  M,  N  d'une  spirale  logarithmique  dont  réquation 
est 

Téquation  en  coordoûnées  polaires  d'une  droite  passant 
par  M  et  N  est  donnée  par 

(A)  pop.sin(9.  — e,) 

^    ^  ^       poSin(e  — Go)  — p.  sin(0  — G,)' 

et  observant  que  l'on  a 


{*)  Ce  théorème  n'est  pas  compris  au  nombre  de  ceux  qui  ont  été  dé- 
montrés par  M.  Nicolaïdès  ('i«  série,  t.  I*^»",  p.  46/|). 


(  5o5  ) 
Téquation  (A)  devient 


(B)  p  = 


<?'"^»sin  (ô  —  Go)  —  e'"^ sin  (0  —  Ô.) 


Maintenant,  si  l'on  veut  que  la  corde  MN  soit  vue  de  1*0- 
rigine  O  sous  un  angle  constant  A,  il  faut  poser 

Avec  cette  relation,  éliminant  0i  de  Téquation  (6),  on  a 

«^K<?.+*)  sin  >t 


(C)  p  = 


sin  (ô  — 0o)  —  ^*sin  (ô  —  ô,  —  k) 


Prenant  la  dérivée  de  l'équation  (C)  par  rapport  à  6q  et 
égalant  cette  dérivée  à  zéro,  on  a,  après  quelques  dé- 
veloppements et  réductions  faciles, 

/7t  sin  ( 0  —  ôo)  —  'n^  cos  /•  sio  ( 0  —  0o) 

-H  /wc"*siiiX^  cos (0  —  0o)  -f- cos  ( 0  r-  0o)  —  ^* cos^  cos  (0  —  0o) 

—  c^*  sin  A-  sin  (  0  —  0^  )  =  o, 

d'où 

c^*  cos  /•  —  me"'^  sin  k  —  i 

tani»  (  0  —  0J  =  7-:—; -T -,  • 

^  ^  '        ni  —  ^*  sm  A-  —  we*"*  cos  a 

Pour  tang  (0  —  Ôi),  on  aurait  obtenu 

er^'^^cosk  -f-  /wc^'"*sin/  —  i 
tang   0  —  0,)  = T^— ; T -• 

Les  valeurs  de  0  —  6^,  9  —  Ôi  étant  constantes,  je  pose 

0  —  00  =  a,      0  —  0,  =  p. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (B),  on  a  pour 
Téquation  de  l'enveloppe  de  la  corde  mobile  MN 

^  _         a  sin  (g  ~  p)         ^,„5 
r^'/^ina  — lï^'^sinp         ' 
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équation  d^une  spirale  logarithmique  semblable  k  la  pre^ 
mière,  semblablement  placée,  le  rapport  de  similitude 

sinfa  — 6) 
étant  — ^ ^ 

2.  Menons  par  le  point  M  une  tangente  à  la  spirale 

logarithmique  dont  Téquation  est  toujours  p  =  ae^^ 
Observant  que  dans  cette  courbe  la  tangente  est  toujours 
également  inclinée  sur  le  rayon  vecteur  du  point  de  cou- 
tact,  et  que  la  tangente  de  cette  inclinaison  est  donnée 

par  —9  ou  a,  pour  l'équation  de  la  tangente  au  point  M 

dont  les  coordonnées  sont  po?  ^09 

Pf 

^      w  sin  (0  —  ôo)  -h  ces  (  ô  —  %)  ' 
ou 


(D)  p= 

^       m  sin  (9  --  ô^}  ^-  cos  (0  —  ôo}' 

et,  pour  l'équation  de  la  tangente  au  'point  N  dont  les 
coordonnées  sont  pi,  Ôi, 

^  ^"~'///sin(9  — Ô,) -h  cos^ô  —  ô,/ 

On  obtiendra  la  ligne  décrite  par  le  pôle  de  la  corde  MN, 
vue  de  l'origine  sous  un  angle  constant  A,  en  éliminant 
00)  61  entre  les  équations  (D),  (E)  et  la  relation 

Si  Ton  divise  membre  à  membre  Téquation  (E)  par 
l'équation  (D).  on  obtient 

fl6''"*[///sin  (0  —  0„)-f-  cos(0  — 0o)]=/wsin(0  — 0,)H-cos(O  —  0,) 

et  aussi 

ae"'^[msin  (9  —  O^)  +cos(0  —  0^)] 

T=z  ///  sin  (  0  —  0,  —  /  )  -+-  cos  (  0  —  00  —  X  ). 


(5o7) 
Développant  et  réduisant,  on  trouve 

,  -       .  X         ^^  -+-  'w  sin  X-  —  cos  X- 

tang(ô  — 0.)==-,— 7-- — . 

sm  Ar  H-  /»  cos  X  —  mad^^ 


Pour  tang  (ô  —  0i),  on  aurait  trouvé 

maef"^  sin  X-  -4-  z?^*  cosX"  —  i 


tang(0— ^)  = 


flc^*  sin  X'  —  mae^  cos  X*  -+-  m 


Comme  dans  le  cas  précédent,  on  obtient  des  valeurs 
constantes  pour  0  —  0^,  6  —  6, .  Posant  donc 

et  substituant  dans  l'équation  (D),  on  obtient  pour  Té- 
quation  du  lieu  cberclié 


a 


jnd 


me"^'  sina,  -h  t'"^'  cosa, 

équation  d'une  spirale  logarithmique  semblable  à  la  pro- 
posée. 

3.  Soient  T  le  point  de  concours  des  tangentes  aux 
points  M  et  N,  O  l'origine.  Dans  le  quadrilatère  OMINT  les 
angles  en  M  et  N  sont  constants  par  une  propriété  de  la. 
courbe.  Donc,  si  l'angle  T  est  constant,  il  en  est  de  même 
de  l'angle  NOM.  Donc  le  sommet  d'un  angle  constant 
circonscrit  à  une  spirale  logarithmique  décrit  une  spi« 
raie  de  la  même  espèce. 

4.  L'angle  formé  par  les  tangentes  en  M  et  N  étant 
constant,  si  l'on  mène  par  les  mêmes  points  des  normales 
à  la  courbe,  l'angle  des  normales  sera  constant. 

Le  lieu  décrit  par  le  point  de  concours  des  normales 
est  une  spirale  logarithmique  semblable  à  la  première. 
Les  équations  des  normales  aux  points  M  et  N  sont 


(  5o8  ) 
données  par 


^~"sin(e  —  ôo)-î-  mcos(B  —  0,)' 


P  = 


sin(0  —  ô,)  -+-/WCOS  (0  —  0,) 

Le  calcul  s'achève  comme  dans  le  cas  des  tangentes. 

5.  Il  est  évident  que  le  point  de  concours  des  normales 
se  trouve  sur  une  même  circonférence  avec  l'origine  0, 
le  point  de  concours  des  tangentes,  le  point  M  et  le 
point  N.  On  peut  démontrer  que  le  centre  de  cette  cir- 
conférence décrit  une  spirale  logarithmique  lorsqu^on 
fait  mouvoir  la  corde  MN  vue  de  Torigine  sous  un  angle 
constant. 

•  On  détermine  le  centre  par  le  point  de  concours  de 
deux  perpendiculaires  menées  aux  milieux  des  rayons 
vecteurs  OM.  ON.  Les  équations  des  perpendiculaires 
sont 


P  = 


po  ae^^^ 


2COS(ô ©o)  2('OS(0 0o) 


p,  ae 

P  = 


2COS(0 0,)  2COS(0  —  0,) 

Le  calcul  s'achève  comme  dans  le  cas  des  tangentes. 

Si  Ion  cherche  l'enveloppe  de  cette  circonférence,  on 
trouve  de  même  une  spirale  logarithmique. 
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NOTE 

Siir  les  coefficients  du  déx^eloppement  de  ( j  ; 

Pae  m.  J.-J-A.  MATHIEU, 

Capitaine  d'artillerie. 


J'ai  lu,  t.  XX,  p.  397  des  Nou\^eHes  jinnales^  un 
théorème  qui  est  inexact. 

L'énoncé  porte  que  si  l'on  additionne  de  ^  en  ^  les 
coeflBcients  du  développement  de  (  I -h  J7 -h  a:*-f- .». -h  x''"*)" 
(^  ne  dépassant  pas  p),  les  sommes,  en  nombre  </,  que 
l'on  peut  ainsi  former  ne  sont  susceptibles  de  prendre  que 

1         •      1        (f'  — 0"  ip  —  ^Y. 

les  trois  valeurs  ^^ •  ?  -^ ±  i . 

La  formule  que  j'indiquerai  à  la  fin  de  cette  Note  ex- 
pliquera assez  comment  ce  théorème  peut  se  vérifier  dans 
certains  cas  sans  être  général.  Voici  un  exemple  où  il 
tombe  en  défaut  : 

Les  coeflScients  du  développement  de  (1  -hx-f-. .  .-\-x^^Y 
forment  la  suite 

1  ,^> 3,4» 5, 6, 7, 8, 9, 10,  II,  10,9,8,  7,6,5,4,3,2,  i; 

si  l'on  additionne  de  7  en  7,  les  sept  sommes  présenteront 
quatre  résultats  différents:  16,  17,  18  et  ig. 

Mais  mon  intention  en  publiant  celle  Note  est  bien 
moins  de  rectifier  une  erreur  qu'a  sans  doute  déjà  recon- 
nue un  ancien  camarade  et  ami  que  de  me  joindre  à  lui 
pour  appeler  l'attention  des  savants  collaborateurs  de  ce 
recueil  sur  les  nombres  qui  forment  les  coefficients  du 

développement  de  ( J  ?  nombres  qui  me  paraissent 

jouir  de  propriétés  arithmologiqucs  assez  curieuses. 
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Une  élude  ébauchée  de  ces  coefficients  m'a  conduit  à 
quelques  formules  qui  m'ériteront  péul-être  un  examen, 
et  parmi  lesquelles  je  ne  citerai,  pour  le  moment,  que 
celle  relative  à  la  somniation  des  termes  de  q  en  q, 

m 

Soit  p=zq  ^  r^  r  pouvant  être  par  conséquent  le  reste 
de  la  division  de  p  par  q\  soit  S^  une  somme  de  termes 

pris  de  9  en  ^  dans  le  développement  de  ( j  j  et 

la  somme  analogue  dans  ( )  j  les  termes  qui  ser- 
vent de  points  de  départ  aux  sommations  occupant,  dans 
les  deux  suites,  le  même  rang  qui  ne  peut  évidemment 
dépasser  q  : 

On  a  toujours 

/;*  —  r* 


^^ 


2y—  «Ty=: 


SUR  LES  DIFFÉRENTES  SOLUTIONS  DE  LA  QUESTION  «54; 

Pae  m.  s.  REALIS. 


Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Prouhet. 


Dans  la  note  (p.  307)  qui  suit  la  solution  générale, 
donnée  par  M.  E  Beltrami,  de  la  question  654  (p.  191) 
vous  demandez  :  (c  Pourquoi  les  méthodes  employées 
»  (p.  a85  et  a86)  n'ont-elles  conduit  qu'à  une  solution 
»  particulière?  »  Voici  ce  que  j'avais  remarqué  à  ce  su- 
jet, même  avant  la  publication  de  Texcellent  article  de 
M.  Beltrami. 

Soit  une  fonction  9  (oi))  satisfaisant  à  la  condition 

(l)  <p(w)=<p(o)  ; 


(5..  ) 
on  aura  aussi 

sin2ot>  .sincACOso) 

<p(2«)==(p(0)  — =<p(0) 

Substituant  dans  celte  formule  pour  cp  (o)  la  valeur  ^J^ 

*         *  ^   '  smw 

déduite  de  la  première,  on  obtient 

(2)  y  (2w)  =  y  ;w)  COSw. 

La  formule  (2)  est  donc  une  conséquence  immédiate  de 
la  formule  (1),  et  elle  est  plus  générale  que  celle-ci,  ainsi 
qu'il  résulte  des  développements  fournis  par  M.  Beltrami, 
en  ce  qu'elle  est  indépendante  de  la  valeur  particulière 
que  prend  la  fonction  cf  quand  on  y  fait  w  =  o. 

Maintenant,  si  l'on  considère  les  solutions  données 
aux  pages  285  et  286,  on  veira  qu'elles  ne  prouvent 
autre  chose  sinon  que  la  formule  (i)  satisfait  à  la  condi- 
tion exprimée  par  la  formule  (2). 

Dans  la  première  de  ces  solutions,  par  un  habile  em- 
ploi d'une  formule  d'Euler,  on  passe  d'une  manière  très- 
élégante  de  l'équation  (2)3  l'équation  (i)  5  mais  en  cher- 
chant à  vérifier  le  résultat  à  posteriori^  sans  l'introduction 
du  produit  des  cosinus  auxiliaires,  on  reconnaît  que  la 
solution  revient  à  celle  ci-dessus,  c'est-à-dire  à  faire  voir 
qu*en  multipliant  entre  elles  les  équations  (i)  et  (2)  on 
retombe  sur  l'équation  (i)  : 

w 

sin2w 

,p(5w)  =(p(0)  — , 

I.  &> 

7(«)=?(o) 

Cl) 

La  seconde  solution  s  applique  de  même  parfaitement  a 
la  question  inverse  de  l'énoncé  654,  c'est-à-dire  à  la  dé- 


(5.a) 
nioiistralioii  de  la  formule  (2)  au  moyeu  de  la  formule  (1). 

Cela  doit  être, puisque  la  fonction  <p  (o) est  dévelop- 

pable  en  une  série  à  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable; mais  quant  à  l'expression  générale  de  la  fonction 
(p  (co)  déterminée  par  la  condition  (2),  elle  ne  saurait 
être  développée  à  Taide  de  la  série  de  Maclaurin  qu  en 
tant  que  la  fonction  générale  indiquée  par  M.  Bellrami 
ne  tombe  pas  dans  les  cas  d'exception  de  cette  série.  Or 
elle  tomberait  dans  un  de  ces  cas  si,  au  lieu  de  la  valeur 

y'(o)  =  /'(o)  =  ...  =  o, 

ou  prenait  les  valeurs  infinies  qui  satisfont  aussi  aux 
dérivées  de  Féqualion 

cp  (2&>)  =r  <f  (a>)  COSo). 

Ces  méthodes  ne  sont  donc  que  des  procédés  particu- 
liers, conduisant  à  une  conséquence  exacte,  mais  qui 
n'est  elle-même  qu'une  solution  particulière  de  la  ques- 
tion. 

Le  chapitre  XVI  du  Calcul  infinitésimal  de  M.  Duha- 
mel renferme  des  questions  qui  ont,  sous  un  certain 
rapport,  de  l'analogie  avec  celle  qui  nous  occupe.  Des 
formules  (2)  des  diÛerenls  paragraphes  de  ce  chapitre, 
considérées  dans  des  cas  particuliers  relativement  aux 
constantes  arbitraires  qui  y  sont  contenues,  on  remoute 
bien  facilement  aux  formules  générales  (i)^  mais  de  celles* 
ci  on  ne  pourrait  arriver  aux  solutions  complètes  sans 
avoir  recours  à  des  méthodes  générales,  telles  que  les 
procédés  de  l'intégration  des  équations  différentielles 
déduites  des  équations  de  condition,  qui  donnent  le 
moyen  d'introduire  dans  les  résultats  toute  la  généralité 
dont  ils  sont  susceptibles. 


(5i3) 


QUESTION  560^ 

Solution  de  M.  Ab&aham  SCHNÉE, 

Élève  du  lycée  Charlemagne. 


Ëhoncé.  —  Étant  donnes  un  triangle  conjugué  à  une 
conique  et  un  cercle  circonscrit  au  triangle  y  le  produit 
des  distances  du  centre  de  la  conique  aux  côtés  du 
triangle,  multiplié  par  le  diamètre  du  cercle  circon- 
scrit, est  égal  au  produit  des  canes  des  demi-axes  de  la 
conique.  (Fàdre.) 

Soient  a  =  o,  (3  =  o,  y  =  o  les  trois  côtés  du  triangle 
donné  que  je  prends  pour  triangle  de  référence*,  ce 
triangle  sera  conjugué  à  la  conique 

lot}  -j-  w  p'  H-  /17'  =  o. 

Si  Ton  pose,  conformément  à  la  notation  du  Mémoire 
(p.  a8g  du  tome  II,  2"^  série)  : 


v  = 


a 

/ 

0 

0 

b 

0 

m 

0 

c 

0 

0 

n 

0 

a 

b 

c 

OÙ  a,  &,  c  sont  les  longueurs  des  trois  côtés  du  triangle  de 
référence,  et 

/      o      o 


A  = 


o    /;/     o 
00// 


les  distances  du  centre  de  la  conique  aux  côtés  du  triangle 
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(  5.4  ) 
seront  données  par  les  formules  [voir  le  Mémoire  cité)  : 

,      Sdv 

a  =  -  -j-i 
V  aa 

,      S  dv 

OÙ  s  est  la  surface  du  triangle  de  référence. 

Le  produit  des  carrés  des  demi-axes  principaux  de  la 
conique  est  donné  (voir  le  même  Mémoire)  par  la  for^ 
mule 


a*b'c*  à' 


3 


OÙ  R  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle*,  mais 
on  a 

.R  =  — , 

ce  qui  réduit  l'expression  à 

A* 
(aSPû'^^C  — 

Cela  posé,  il  s'agit  de  prouver  que 

abc  S'  rfv  dv  dv        ,    ^         ,        A' 
aS    v^  da   db   de         ^      ^  y-» 

OU,  en  réduisant,  que 

da   db  de 
Or,  on  a 

^  =  a^mn -^  b^ni-\- e^  Im^     ^=lm/i, 

dv       ^  dv  dv  , 

da  db  'de  ' 

et  la  substitution  donne  une  identité. 


(  5i5  ) 

PROBLÈME  PROPOSÉ  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL 
DANS  U  CLASSE  DE  RHÉTORIQUE  (SCIENCES,  ANNÉE  1863), 

Solution  de  M.  R.  MALLOIZEL, 
Élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (*). 


Enokcé.  —  Dans  un  triangle  ABC,  oii  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  est  égal  à  V  unité  y  on  mène  les  bissec- 
trices des  suppléments  des  angles^  on  forme  ainsi  un 
deuxième  triangle  A'B'C  [le  sommet  A!  se  trouvant 
dans  V angle  A,  e/c).  On  donne  le  rapport  X  du  côté  AB 
à  la  somme  des  deux  autres  BC  et  AC  *,  le  rapport  yi  du 
côté  A'  B'  à  ta  somme  des  deux  autres  ^'  Q'  et  K  C. 
On  demande  de  résoudre  le  triangle  ABC,  et  de  trouy^er 
les  conditions  de  possibilité  du  problème. 

Appelons  A,  B,  C*,  a,  ft,  c  les  angles  et  les  côtés  du 
premier  triangle^  A',  B',  C'^  a',  i',  c'  les  angles  el  les 
côtés  du  second. 

L'énoncé  nous  donne  les  relations 


c' 


a-i-b'-'^'      ZTT"-^* 


i"  Calculons  les  angles  A,  B,  C. 
On  a,  dans  le  triangle  ABC, 

a    b  c 

sin  A       sin  B        sin  C  ' 
d'où 

c  sinC 

=  A, 


a-^  b       sin  A  +  sin  B 


(*)  M.  R.  MftUoizel  a  obtenu  le  premier  prix  au  Concours. 
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(5.6) 


OU 


.    C        C 
1  sm  —  cos  — 

2  1 


.    Ah-B        a  — B 
?.  sin cos 


2  9. 


OU 


.    C 

sm- 

COS 


Nous  avons  ainsi  une  première  équation  entre  les  angles 
-  et •  Cherchons-en  une  seconde. 

2  2 

Nous  aurons  dans  le  triangle  A'  B'  C^  comme  dans  le 
triangle  ABC,  l'équation 


,  sm  — 

c  1 


a'-^h'             A'— B 
cos 


7=f*' 


Or,  on  reconnaît  facilement  sur  la  figure,  eu  menant  les 
bissectrices  des  trois  angles  A,  B,  C,  les  relations  : 

c='-±^:  w^t±^.  A'=^±^. 

2  2  2 

Notre  dernière  égalité  devient  donc 

.    A-f-B 

sm  — - — 

4       =,. 


A  — B 
cos 


4 

On  sait  que 


.    x  \ — cosjr  X  /i -l-cos.r 

sm-=i/ î      cos-=:l/ « 

7.       y         %  2       y         2 


(5.7) 
Appliquant  ces  formules,  il  vieut 


A  +  B 
l  — cos  


A  —  B 

I  -h  cos 


=  [X, 


ou 

.  c 

I  —  sm  ~ 
^^^  Â^B  =  f"- 

I  -f-  COS 

Reste  donc  à  résoudre  les  deux  équations  (i)  et  (2)  du 

j       ,          .    C              A  —  B 
premier  degré  en  sm  -  et  cos : 

.    C  .  .    C 

sm  ~  I  —  sin  - 

2  2 


A—B         '  A  —  B 

cos 1  -4-  cos 


ou 


.    C      ,        A  —  B 

sin  —  =  A  cos > 

2  2 

C         ,  .      ,        A  —  B 

1  —  sm  -  =  a'  -f-  a'  COS • 

2         "^  "^  2 

Remplaçons  dans  la  seconde  équation  sin  -  par  A  cos 

il  viendra 

A—B         ,         ,       A-B 

I  —  À  cos =  IX*  -H  ix^  cos > 

2  2 

OU 

A—B        I  — a' 

cos =  r —- 

2  >  -h  f*' 

(X  et  jx  étant  des  nombres  donnés,  cette  expression  sera 
facilement  calculable  par  logarithmes.  ) 


(5i8) 
Nous  pourrons  alors  calculer  »  par  suite  -»  et 

2  2 

enfin  les  trois  angles  A,  B,  C. 
2°  Passons  au  calcul  des  côtés. 
On  a  les  relations 

abc 
sinA^sinB       sinC         ' 

le  rayon  du  cercle  circonscrit  étant  égal  à  Puni  té;  d'où 
Ton  tire 

a  =  2  sin  A.y 

6  =  2  sinB, 

c  =  2  sin  C. 

Les  angles  A,  6,  C  ayant  été  calculés,  nous  aurons  les 
valeurs  des  trois  côtés  a,  &,  c. 

3°  Discussion, 

La  valeur  de  cos doit  être  positive  et  plus  petite 

que  l'unité,  c'est-à-dire  qu'on  doit  avoir 


^^-^>0  ou  fx<l, 


et 
On  a 


et 


ou 


I  —  p' <^ > -f- pi^'    ou    2|x*;>'i  —  X. 


.    c       ,        A  — B 

sin  -  =  A  cos ? 

2  2 


A  — B^          A-hB 
cos >  cos j 


A— B^    .    C 

cos >  sm  -  ; 


donc  il  faut  qu'on  ait 


F> 


(5.9) 
Les   trois  conditions  de  la  possibilité  du  problème  sont 
donc 

À  <  1 , 

Les  deux  premières  conditions  étaient  évidentes  à  priori. 
Le  problème,  quand  ces  conditions  sont  remplies,  n'ad- 
met qu'une  solution. 

Comme  cas  limite,  [x  =  i/ ,  on  a  alors 

A  — B 

CCS  =  ï  , 

2 

d'où  "^ 

A  =  B. 

Le  triangle  est  alors  isocèle. 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Cabbé  Aoust, 

c(  Il  est  loin  de  ma  pensée  de  vouloir  diminuer  le  mé- 
rite des  recherches  géométriques  de  M.  Faure,  mais  je 
dois  vous  faire  observer  que  le  théorème  publié  par  ce 
géomètre,  dans  la  question  668  des  Noui^eUes  Annales 
(numéro  de  septembre  i863,  p.  4^ï)>  n'est  autre  chose 
que  la  reproduction  de  la  formule  (7)  du  Mémoire  que 
j'ai  présenté  à  l'Institut  dans  le  mois  de  juillet  dernier. 
Ce  Mémoire  a  été  publié  le  27  du  même  mois  dans  les 
Comptes  rendus  de  TAcadémie,  et  la  formule  dont  il 
s'agit  s'y  trouve  à  la  page  219  du  tome  LVII. 


(  5ao  ) 

»  Ce  ihéorème  et  tous  les  théorèmes  du  même  ordre 
appartiennent  à  la  fois  à  la  géométrie  des  surfaces  et  à  la 
géométrie  des  coniques,  suivant  une  remarque  intuitive  et 
consignée  dans  presque  tous  les  auteurs  élémentaires.  La 
formule^  dans  les  deux  cas,  reste  la  même;  mais  les 
lettres  qui,  dans  le  premier  cas,  représentent  des  rayons 
de  courbure,  représentent,  dans  le  second,  les  carrés  des 
demi -diamètres  d'une  conique.  Si  Ton  veut,  on  peut 
affecter  de  l'exposant  2  toutes  les  lettres  qui,  dans  le 
premier  cas,  représentent  les  rayons  de  courbure,  et  ces 
mêmes  lettres  représenteront,  dans  le  second,  des  demi- 
diamètres  d'une  conique.   » 


Un  Abonné  nous  adresse  la  Note  suivante  au  sujet  de 
la  méthode  exposée  (p.  340  po^i*  résoudre  Téquation 

X*  -+-  flx*  -f-  bx^  -h  cx-^d=:  a. 

((  Dans  le  chapitre  XIV  de  son  Algèbre  (éd.  de  1807, 
p.  41^)9  Euler  pose  Téquation 

x*4-«x'-t-  bx^^-cx  4-  d=  Ix^  H — x-\-pj   —  (qx  -+-  r)', 

OU,  comme  il  le  dit  plus  loin, 

X*  -4-  a^^  -h  bx^  -{-  ex  -{-  d 

»  L'identi6cation  lui  donne 
8;>9  — 4^/?'4- (2^?r  —  8e/)/7  —  <?' rf -h  4^rf  —  c^  =  o, 


-  /  '     »  »  ap-^c 

))  Faisant 

^  =  0,      ^=A,     c  =  B,     d  =Cy      2/?  =  2, 


(52.    ) 

OD  a  : 

a»  —  A 2'  —  4C«  —  (B»  —  4 AC)  =r  o,      q  =  s/z—  A, 

—  B 

2  ^« — A 

Ce  sont  prëcisëment  les  équations  (4)9  (5)  obtenues  par 
la  méthode  dont  îl  s'agit  (p.  34^)* 

.  »  Dans  cette  ntéthode,  on  donne,  pour  résoudre  1  e- 
quation 

les  formules  suivantes  : 

yi  —  A7^—  4G7  —  (B»  —  4AC)  =  o,     />  =  v^7  —  A , 


delà 


^'=î(^^7=ï>  '=K^-77^)' 


=     v'v  — Aihy/— 7  — 


>/7  — A 


=:-.y'y  —  A±i/— 7  — 


2B 

2x=:— V7  —  Arti/— 7  —  A-h 


On  peut  remarquer  qu'en  posant  y  —  A  =  6,  on  a 

0S4-2Ae-h  (A»  — 4C)0  — B'  =  o, 

2Jr=        y/êiti/— 2A  —  0-t-^, 

2dr  =  —  v^±i/— 2A—  0  +  ^5 

formules  données  par  M.  Le  Besgue^  à  la  page  387  du 
tome  XVII  des  Nouv^eUes  A  anales  (A,  B,  C  remplaçant 
/?,  7,  r).  » 


(    522    ) 

Extrait  d'une  lettre  de  Al.  Dewulf  à  M.  Gerono. 

Bougie,  22  septembre  i863. 

((  Il  y  a  fort  longtemps  qae  j'ai  signalé  à  M.  Terqueni 
les  rectifications  à  faire  aux  énoncés  des  théorèmes  Hel- 
lermann.  J'ai  une  lettre  de  M.  Terqu^m,  datée  du  2  juil- 
let 1859,  dont  j'extrais  la  phrase  suivante,  qui  vous  prou- 
vera ce  que  j'avance  plus  haut. 

«  L'erreur  vient  d'une  mauvaise  traduction  que  j'ai 
»  donnée  du  mot  allemand  Sclimiegungsflache ^  je  l'ai 
»  rendu  par  plan  osculateur,  et  c'est  faux  :  c'est  le  plan 
»  passant  par  la  normale  et  la  tangente. 

»  Je  me  propose  d'avoir  égard  à  cette  correction  en 
»  publiant  un  beau  travail  de  M.  Valsou.  »  Etc.  )) 


QIIESTIOKS. 


677.  Étant  donnés  trois  triangles  circonscrits  à  une 
même  conique,  on  peut,  en  considérant  ces  triangles 
deux  à  deux,  décrire  trois  coniques  contenant  chacune 
six  sommets  de  deux  des  triangles  proposés;  démontrer 
que  ces  trois  coniques  passent  par  un  même  point. 

678.  Si  trois  coniques  ont  un  point  commun,  les  neuf 
côtés  des  trois  triangles,  qui  sont  formés  par  les  autres 
points  d'intersection  des  coniques,  considérées  deux  à 
deux,  touchent  une  même  conique. 

679.  Trois  coniques  quelconques  ont  généralement, 
deux  à  deux,  six  cordes  communes;  démontrer  que  les 
dix-huit  droites  qui  en  résultent  touchent  une  même 
courbe  de  la  troisième  classe. 

Ces  trois  questions  sont  proposées  par  M.  H.  Schrœter, 
professeur  à  l'Université  de  Breslau  (Prusse). 


(  523  ) 
68^).  Etant  donnée  une  courbe  quelconque  sur  une 
sphère,  si  d'un  point  O  de  la  sphère  on  mène  l'arc  de 
grand  cercle  OA  coupant  en  A  la  courbe,  et  qu'on  pro- 

.    OA' 


sm 


longe  OA  en  A'  de  manière  qu'on  ait  — — •  =  m,  le  lieu 


OA 

«m  — 

2 


du  point  A'  sera  une  seconde  courbe  qu'on  peut  appeler 
courbe  semblable  à  la  première.  Démontrer  que  les  sur- 
faces déterminées  par  ces  deux  courbes  sont  entre  elles 
comme  m'  est  à  i .  (Vannson.) 

H81 .  En  nommant  A,  6,  C  les  trois  angles  d'un  triangle 
rectiligne  quelconque,  on  a 

sinA.sioB.sin  (A  —  B)  +siDB.sinG.siD  (B  —  C)  \ 

sinG.sInA.sin(C  —  A)  ^  =o, 

sin(A—  B).sin(B  — CJ.sin(C  — A) 


et 


cosA        cosB        cosC 

sécA        sécB         sécC 

cosécA     cosécB     cosécC 


=:=  o. 


Rectification. 

Page  4S09  ligne  10,  question  676,  au  lieu  de 

,    .     /\  .     -^  ,        /^    .     /^    .     -^ 

4 .  sm' 7T, .  sin^  r,  r      ..        4. .  sinVr, .  sin*  r,  r, .  sm*  r,  r 

-^^ '    ^'''^  ^^ 

AGRÉGATION  DES  LYCÉES.  -  GONGOIIRS  DE  1863. 

Composition  d'Analyse  \ 

Solution  de  M.  ROUQUEL, 

Licencié  es  Sciences  mathématiques  et  es  Sciences  physiques. 


Déterminer  V équation    différentielle   des  lignes  de 
courbure. 


(  5»4) 

Lorsque  la  courbe  d* intersection  cU  deux  surfaces 
est  pour  chacune  d* elles  une  ligne  de  courbure,  ces  sur- 
faces se  coupent  constamment  sous  le  même  angle. 

L'étude  des  lignes  de  courbure  et  de  leurs  propriétés 
générales  se  trouvant  dans  tous  les  traités,  je  me  borne- 
rai ici  à  écrire  leui« équation  différentielle 

dans  laquelle  p^  (j^  r^  s  et  t  représentent  respectivement 

,       1.  .    ,  .11      dz     dz     d^z      d^z         d^z 

les  dérivées  partielles  -r*'  t"'  -7-;»  -; — t  et  -r-r- 
'■  dx    dy    dx*    dxdy       djr 

On  peut  résoudre  la  seconde  question  par  l'analyse  de 
la  manière  suivante  : 

Considérons  un  point  quelconque  O  sur  la  ligne  d'in- 
tersection des  deux  surfaces  données.  Rapportons  la  figure 
à  un  système  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires,  ayant 
le  point  O  pour  origine  et  tel,  que  l'axe  Ox  soit  dirigé 
suivant  la  tangente  en  O  à  la  ligne  d'intersection. 

A  l'origine,  on  aura  évidemment 

p=o,    p=o,     -=o 

(les  lettres  accentuées  se  rapportent  à  la  seconde  sur- 
face). Si  V  désigne  Tangle  des  normales  menées  par  le 


(*)  On  a  donné  à  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbuFe  une 
autre  forme  quMl  est  utile  de  rappeler.  Si 

Xdlr -j- Y 4r  4- Z<fc  =  o 

représente  l'équation  différentielle  de  la  surface  considérée,  celle  de  ses 
lignes  de  courbure  est 

rfr(YrfZ-Z<iY)-+-4r(ZrfX  ~XdZ)H-</z(XdY  — YiiX)  =  o.         G. 


(  DaS  ) 
point  O  aux  deux  surfaces,  la  formule  générale 

cosV  =  ^^^-*-^^^-^' 

SJP^  -+-  ^'-H I  sIp'^  h-  7"  +  ï 

donnera  dans  ce  cas 


cosV  = 


V V-Hi  V^^+ï 


De  plus,  Ox  étant  par  hypothèse  tangente  à  l'une  des 
lignes  de  courbure  passant  en  O  de  la  première  surface, 
l'équation  différentielle  transcrite  plus  haut  devra  être 

satisfaite  lorsqu'on  y  remplacera  —  par  la  valeur  parti- 
culière qui  correspond  à  ce  point. 

On  verra  dès  lors,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  p, 

qu'à  l'origine 

j=  o, 

et  de  même  que 

5'  =  0. 

Cela  posé,  par  un  point  infiniment  voisin  O'  de  la 
ligne  d'intersection  menons  les  normales  à  chaque  sur- 
face. La  différence  entre  le  cosinus  du  nouvel  angle  et 
le  cosinus  du  premier  sera  égale  à  la  différentielle  de 
cos  V^  et,  si  Ton  prouve  que  cette  différentielle  est  nulle, 
on  aura  démontré  par  cela  même  que  ces  deux  angles 
sont  rigoureusement  ^aux. 

Or  Ton  a,  en  général, 

dq  =  tdj  H-  sdx  zn  dx  (  ^  ;/-  H"  •*'  )  • 

Mais  on  a  à  Torigine 

dy 

-  =  0,       .  =  0, 

donc 

dq  =  o  ; 
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de  même 

d(f  -=.  o. 

Par  suile 

rf(cosV)  =  o. 

Le  même  raisonnemenl  pouvant  être  appliqué  à  tout 
autre  point  de  la  ligne  d'intersection,  il  s'ensuit  que, 
pour  tous  les  points  de  cette  ligne,  l'angle  des  normales 
aux  surfaces  ou  l'angle  de  ces  surfaces  elles-mêmes  est 
constant.  c,  q.  f.  d. 

On  peut  également  arriver  au  résultat  qui  précède  par 
des  considérations  de  géométrie  infinitésimale. 

Si  par  les  deux  points  O  et  O'  on  mène  les  normales 
à  la  première  surface,  ces  normales,  d'après  une  pro- 
priété bien  connue  des  ligues  de  courbure,  se  coupent  en 
un  point  A,  ou  pour  mieux  dire,  leur  plus  courte  distance 
du  troisième  ordre  au  moins  par  rapport  à  OO'  peut  être 
négligée.  Les  normales  en  O  et  O'  à  la  deuxième  surface 
se  couperont  de  même  en  B. 

Les  triangles  AOB  et  AO'B  ont  le  côté  AB  commun; 
les  côtés  AO  et  AO',  ne  différant  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  du  second  ordre  au  moins,  sont  égaux,  et  il 
en  est  de  même  des  côtés  BO  et  BO'.  Donc 

AOB  =  AO'B. 

c.     Q.     F.     D. 

Note  du  Rédacteur,  —  Cette  proposition^  que  si  la 
courbe  d^ intersection  de  deux  surfaces  est  pour  chacune 
d^ elles  une  ligne  de  courbure,  ces  surfaces  se  coupent 
constamment  sous  le  même  angle,  est  due,  je  crois,  à 
mon  ancien  collaborateur  M.  Terquem.  C'est  une  des 
questions  proposées,  il  y  a  onze  ans,  dans  les  Noui^elles 
Annales  (question  269,  t.  XI,  p.  ^01),  Voici  les  solu- 
tions que  MM.  Faure  et  Dewulf  en  ont  données. 
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QUESTION  269; 

Solution  de  M.  FAURE, 
Officier  d'artillerie. 


Théorème.  —  Deux  surfaces  se  coupant  suwant  une 
ligne  de  courbure  commune  à  l'une  et  à  Vautre,  le  long 
de  cette  ligne  les  deux  surfaces  se  coupent  sous  le 
même  angle. 

I"  Démonstration.  —  Soient  MM',  M' M'' deux  élé- 
ments consécutifs  de  la  ligne  de  courbure  que  nous  sup- 
poserons de  même  longueur;  A,  A' les  milieux  de  ces  élé- 
ments. Menons  en  ces  points  les  normales  aux  deux 
surfaces;  elles  se  rencontreront  en  deux  points  B,  B' 
qui  seront  également  distants  des  deux  éléments.  Donc, 
si  l'on  joint  BB',  on  formera  deux  triangles  ABB',  A'BB' 
égaux  entre  eux  \  par  suite  les  angles  en  A  et  A'  qui  me- 
surent ceux  des  surfaces  seront  égaux  entre  eux.  Cette 
égalité  se  succédant  pour  tous  les  points  consécutifs  de 
la  surface  démontre  le  théorème. 

//*  Démonstration.  —  Exécutons  encore  la  construc- 
tion précédente  et  soit  O  le  point  d'intersection  du  plan 
osculateur  MM'  M"  avec  la  ligne  BB'.  Les  deux  plans 
BAB',  BA'  B'  étant  tous  les  deux  perpendiculaires  au  plan 
osculateur,  leur  intersection  BB'  est  perpendiculaire  à  ce 
plan;  de  plus,  les  droites  OA  et  OA'  sont  égales  entre 
elles;  donc  les  angles  BAO,  BA'O  sont  égaux  entre  eux 
ainsi  que  B'AO  et  B'A'O.  Or  BAO  +  B'AO  mesure 
Tangle  des  deux  surfaces  au  point  A;  de  même 
BA'O  -f-  B'A'O  mesure  l'angle  des  deux  surfaces  au 
point  A';  donc  ces  angles  sont  égaux  entre  eux. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie,  c'est-à-dire 
que  deux  surfaces  se  coupant  suivant  une  certaine  ligne 
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SOUS  le  même  angle,  si  elle  esl  une  ligne  de  courbure  de 
Tune  des  surfaces,  elle  est  aussi  une  ligne  de  courbure  de 
l'autre. 

Cela  se  voit  immédiatement  au  moyen  de  la  deuxième 
démonstration. 


«UESTION  269; 

Solution  de  M.  DEWULF, 

Officier  du  génie. 


Deux  surfaces  se  coupant  suivant  une  ligne  de  cour^ 
bure  commune  à  Vune  et  à  Vautre^  le  long  de  cette 
ligne  les  deux  surfaces  se  coupent  sous  le  même  angle, 

(Terquem.) 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  du  théo- 
rème de  Lancret  que  M.  Liouville  a  énoncé  comme  il 
suit  :  Pour  toute  ligne  de  courbure  d^une  surface,  la 
seconde  courbure  géodésique  est  nulle  (Journal  de  Ma- 
thématiques y  t.  XXI).  Soient  m  et  m'  deux  points  suc- 
cessifs de  la  ligne  de  courbure,  O  et  O'  les  plans  oscula- 
teurs  en  ces  points,  T  et  T'  les  plans  tangents  en  ces 
points  à  la  première  surface,  <  et  ^'  les  plans  tangents  à 
la  seconde  surface. 

D'après  le  théorème  de  Lancret, 

/\      /\      .^^\ 
OO'  =  OT  —  O'  T', 


donc 


et  par  suite 


OT  — 0^  =  0'T'  —  O'/'. 


C.    Q.    F.     D. 
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ARITHMÉTIQUE  ET  ALGÈBRE  DES  CHINOIS  (fin) 

(TOfr  Bulletin  mathématique,  t.  YIII,  186?,  p.  35)  ; 

Par    m.   K.-L.    BIÉRNATZKI,    Docteur   a  Berlin. 


CrellE)  t.  LU,  p.  59;  i856. 


Telle  est  Tanalyse  succincte  de  cette  œuvre  remarquable 
pour  son  antiquité',  chaque  division  et  sous-division  est 
accompagnée  d^i^ne  stance  pour  Timprimer  dans  la  mé- 
moire. 

A  cet  ouvrage  s'infèrent  tous  les  développements  ulté- 
rieurs de  l'arithmétique^  car  tel  est  le  culte  des  ancê- 
tres chez  les  Chinois,  qu^aucun  auteur  ne  se  permet  d'a- 
vancer une  règle,  comme  sienne;  il  la  rattache  toujours, 
comme  explication ,  extension  à  une  règle  donnée  par 
un  ancien.  Cette  modestie  est  chez  eux  un  acte  de  reli- 
gion (*). 

La  règle  la  plus  féconde,  la  plus  remarquable  est  la  Ta- 
yuen  ou  la  grande  extension ^  la  recherche  des  quantités 
inconnues  dans  l'analyse  indéterminée  du  i^*^  degré.  On 
la  trouve  sous  sa  forme  première  dans  le  Swan-hing^  clas- 
siques arithmétiques  du  célèbre  Sun-tzée,  Quelques  his- 
toriens chinois  croient  que  c'est  un  officier  qui  a  vécu 
aao  ans  avant  Tère  vulgaire;  d'autres  le  placent  avec  plus 
de  raison  au  m®  siècle  après  J.-C,  vers  la  fin  de  la  dy- 
iiastie  des  Han  et  au  commencement  de  la  dynastie  des 
Vp^eih,  La  règle  de  Sun-tzée  débute  par  quatre  lignes  ri- 


{*)  Cette  abnégation  du  moi  n'est  pas  la  plus  brillante  de  nos  qualités. 
Il  existe  chez  nous  deux  tendances  :  voiler  ce  que  nous  devons  aux  prédé- 
cesseurs, dévoiler  ce  que  le  voisin  leur  doit.       {Note  de  M,  Terquem.) 
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mëes  et  est  enveloppée  dans  les  questions  suivantes  : 
Un  nombre  divisé  par  3  donne  le  reste  a  ;  divisé  par 
5  donne  le  reste  3  ;  divisé  par  7  donne  le  reste  a  ;  quel 
est  ce  nombre?  Le  procédé  est  indiqué  sous  cette  forme 
mystique  : 

Divisé  par  3  donne  le  reste  2,  écris  i4oy 
Divisé  par  5  donne  le  reste  3,  écris  63, 
Divisé  par  7  donne  le  reste  2,  écris    3o; 

ces  trois  nombres  ajoutés  donnent  233,  en  retranchant 
210,  le  reste  23  est  le  nombre  cherché.  Ce  procédé  tron- 
qué est  suivi  de  cet  aphorisme  également  tronqué  : 

Pour  I  obtenu  par  3,  pose  70, 
Pour  I  obtenu  par  5,  pose  21, 
Pour  1  obtenu  par  7,  pose  i5. 

Si  la  somme  est  106  ou  davantage,  on  soustrait  io5  et  le 
reste  est  le  nombre  cherché. 

Un  auteur  plus  récent,  Tsiu-kiu-tschaou,  qui  vivait 
vers  la  fin  de  la  dynastie  Sung,  donne  Texplication  sui- 
vante de  cet  aphorisme  : 

On  fait  le  produit  3.5.7  r=io5  Yeu-mu^  extension 
fondamentale  ; 

1 03 

£=  i5  Feu-su j  nombre  extensif  ;  ce  diviseur  7  porte 

le  nom  de  nombre  fondamental  déterminé  Ting-mu» 
15  =  7. 2  +  1,  I  Tsching,  multiplicateur; 
i5. 1  =  i5  ïeug'Su,  nombre  auxiliaire; 

c^est  ce  qui  explique  la  locution  ci-dessus  :  pour  i  obtenu 

par  7,  pose  i5. 

On  agit  de  même  par  rapport  aux  facteurs  5  et  3,  ainsi: 
-g-  =  21,  nombre  extensif; 
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ai  =  5.4+19!  multiplicateur^ 
ai . X  =21,  nombre  auxiliaire; 
s'est  ce  que  signifie  ci-dessus:  i  obtenu  par  5,  pose  ai . 

— -  =  35,  nombre  extensif  ; 

o 

35  =  3 . 1 1  +  a,  a  multiplicateur  ; 

a .  35  =  70,  nombre  auxiliaire. 
Ces  trois  nombres  auxiliaires  i5,  ai,  70,  servent  à  con- 
linuer  Topéralion;  on  multiplie  chacun  par  le  reste  cor- 
respondant; ainsi 

i5xa  =  3o,     ai  X  3  =  63,     70X2=140, 
3o  4-  63  +  i4o  =  a33, 

233  —  io5  =  1289     ia8  —  io5  =  a3,  nombre  cherché. 

Cette  explication  a  besoin  d'explication. 

Supposons  qu'on  cherche  un  nombre  qui,  divisé  par 
Pi  laisse  pour  reste  5i,  par  p^  laisse  pour  reste  5t,  par  p^ 
laisse  pour  reste  5s,  et  soient 

PtP7=Pi-^ri^ 
PiPi  =  Pi-^  n^ 

PiP»=Pi-^''t9 

N  =>  pxp^r^sz-^  PxP^riS^-^  p^p^r^s^y 

S  divisé  par  p^  laisse  le  même  reste  que  p%pif\Sx  divisé 
par  p^  ;  le  même  reste  que  r\  s^  ;  donc  si  r\  divisé  par  p^ 
laisse  pour  reste  l'unité,  N  divisé  par  p^  laissera  pour 
reste  s^  ;  de  même,  si  r\  divisé  par  pt  laisse  pour  reste 
Innité,  N  divisé  par  p^  laissera  pour  reste  5j ,  et  si  r\  di- 
nsé  par  p^  laisse  l'unité  pour  reste,  N  divisé  par  p^  laîs- 
era  pour  reste  59.  Or,  dans  l'exemple  de  Fauteur  chinois, 
es  restes  /*] ,  r% ,  r^  satisfont  à  ces  conditions.  Si  elle 
l'existé  pas,  la  solution  cesse  d'être  bonne.  Cette  règle 

34. 


(  532  ) 
Ta-yen  servit  dans  la  suite  à  calculer  les  cycles  du  prêtre 
nommé  Yih-king,  qui  eut  le  mérite  d'en  avoir  fait  la  pre- 
mière application*,  il  mourut  peu  après  la  publication  de 
son  célèbre  ouvrage  Ta^yen-lei^schu  en  -h  717;  Tsiu- 
kiu^tschaou,  ci-dessus  dénommé,  a  composé  un  commen- 
taire sur  cet  ouvrage,  sous  le  titre  de  Neuf  sections  de 
V arithmétique^  pour  le  Kiu-tschang, 

T"'  Section.  —  Nombres  extensifsj  auxiliaires  comme 
ci-dessus. 

Je  n'ai  pu  comprendre  ce  qu^on  en  dit.  Ces  nombres  I 
servaient  chez  les  Chinois  à  prédire  l'avenir  et  consti- 
tuaient l'art  des  prédictions.  A  cet  effet,  des  signes  parti- 
culiers étaient  affectés  à  ces  nombres  comme  clefs ^YixvSii 
était  figurée  par  deux  traits,  le  a  par  un  trait  brisé,  le 
3  par  un  trait  entier,  le  4  P^i*  un  trait  entier  et 
un  trait  brisé,  etc.  ;  c'est  l'origine  des  diagrammes^  restes 
d'un  ancien  système  de  prédictions,  dont  on  ne  peut  trou- 
ver l'origine. 

II'  Section.  —  Applications  astronomiques  au  calcul 
des  cycles. 

///''  Section.  —  Traité  du  travail. 

Quatre  compagnies  d'ouvriers  renfermant  chacune  des 
nombres  donnés  et  différents  d'ouvriers  entreprennent 
la  construction  d'une  digue  ^  on  assigne  à  chaque  compa- 
gnie une  partie  de  la  digue  à  construire. 

ly^  Section.  —  Calcul  des  capitaux. 

Sept  capitaux  égaux  sont  successivement  diminués  par 
des  effets  tirés  chaque  jour  sur  eux,  de  divers  montants. 
La  grandeur  des  capitaux  et  le  nombre  de  jours  qu'on  a 
tirés  sur  eux  sont  inconnus,  mais  on  connaît  le  montant 
des  effets  et  ce  qui  reste  des  capitaux  ;  trouver  la  somme 
des  capitaux  primitifs. 
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V^  Section,  —  Trois  fermiers  possèdent  chacun  la 
irtme  quantité  de  blé,  qui  a  été  achetée  à  divers  marchés 
it  d'après  diverses  mesures.  L'excédant  au-dessus  de  la 
Xiesure  normale  est  connu  \  trouver  la  quantité  de  blé. 

J^l"  Section,  —  Trois  régiments  marchent  vers  la  ca- 
>itale;  on  connaît  le  nombre  de  lieues  que  fait  chaque 
^^iment  par  jour  et  l'heure  où  chaque  régiment  arrive  à 
a  capitale;  trouver  la  distance  de  la  capitale  au  lieu  corn- 
dauD  du  départ. 

f^II"  Section,  —  Problème  des  courriers  de  diverses 
idtesses. 

VIII'  Section,  — Problème  sur  la  fondation  d'un  édi- 
Bce  où  Ton  emploie  quatre  sortes  de  briques;  on  donne 
les  dimensions  des  briques;  en  déduire  les  dimensions  de 
la  fondation. 

iX*  Section  •  —  Problème  :  trois  tonneaux  remplis 
chacun  de  la  même  quantité  de  riz  ont  été  vidés  en  partie 
par  des  voleurs  ;  on  ne  sait  pas  combien  il  y  avait  de  riz 
en  tout,  mais  on  sait  qu'il  reste  : 

Dans  le  i**" tonneau.  .....      i  ho. 

Dans  le  a®  tonneau i  sching  et  i  hoy 

Dans  le  3^  tonneau i  ho. 

Les  voleurs  étant  pris  ont  avoué  : 

Le  voleur  A  d'avoir  puisé  à  diverses  fois  dans  le  i®*"  tonneau 
avec  une  pelle  à  écurie; 

Le  voleur  B  d'avoir  puisé  à  diverses  fois  dans  le  2®  tonneau 
avec  un  sabot  ; 

Le  voleur  C  d'avoir  puisé  à  diverses  fois  dans  le  3®  tonneau 
avec  une  écuelle. 
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Od  s'est  assuré  que  : 

La  pelle  à  écurie  contient.  ...      i  sching  et  i  ho^ 

Le  sabot i  sching  et  7  ho^ 

L'écuelle i  sching  et  2  ho\ 

combien  chaque  voleur  a->t-il  pris  de  riz? 

Réponse  : 

Le  voleur  A  a  pris  3  schUi  i  tau  9  sching  2  ho^ 
Le  voleur  B  a  pris  3  schih  i  tau  7  sching  g  hoy 
Le  voleur  C  a  pris  3  schih  i  tau  g  sching  2  ho. 

La  toialité  du  riz  enlevé  =  9  scluh  5  tau  6  scliing  3  ho. 

Note.  —  10  ho  valent  i  sching^  10  sching  valent 
I  tau^  10  tau  valent  i  schih  \  réduisant  tout  en  /lo,  oq 
est  amené  à  Téquation  d'analyse  indéterminée 

lia:-j-l  =  i  77  4-11  =  122 -f-I« 

La  seconde  partie  de  l'ouvrage  de  Tsiu-kîu  traite  uni- 
quement de  calculs  relatifs  à  l'astronomie  et  à  la  physique 
et  toujours  par  la  célèbre  règle  Ta-yueu.  Les  Indiens  ont 
une  semblable  règle  sous  le  nom  de  Cuttaca,  Il  n'est  pas 
vraisemblable  que  les  Chinois  l'aient  reçue  des  Indiens. 

jilgèhre. 

Vers  la  6n  du  xiii*  siècle,  le  même  Tsiu-kiu-tschaou, 
ci-dessus  dénonuné,  fit  paraître  le  Lden-  tien-yuen-yilii 
c'est-à-dire  Établissement  de  la  monade  céleste.  Cet 
ouvrage  contient  pour  ainsi  dire  l'algèbre  des  Chinois; 
la  monade^  c'est  noire  inconnue  x.  Comme  les  Chinois 
n'ont  pas  d'alphabet,  ils  écrivent  les  polynômes  par  un 
système  de  positions  comme  les  nombres;  ils  ont  un  signe 
particulier  qui  se  prononce  Tac  y  pour  designer  la  quantité 
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toate  connue  et  un  autre  signe  qui  se  prononce  Yuen^ 
pour  désigner  le  terme  qui  renferme  la  i'*  puissance  de 
l'inconnue;  l'inconnue  elle-même  ne  s'écrit  pas,  elle  est 
sous-entendue  comme  unités  monade^  on  n^écrit  que  les 
coeRicicnts  numériques.  Par  exemple,  soit  à  écrire  le  po- 
lynôme jc*  4-  iSo:*  H-  6Qx  —  36o,  ils  écrivent 

I a^ 

I  S i5jp» 

tI 66* 

III  T  0 36o 

On  voit  qu'en  allant  de  bas  en  haut,  les  exposants  de 
la  monade  augmentent  d'une  imité.  Dans  la  pratique, 
lorsqu'on  écrit  Tae  on  omet  Yuen,  et  quand  ou  écrit  Yuen 
on  omet  Tae. 

Les  quantités  s'écrivent  avec  de  Tcncre  rouge  et  les 
quantités  négatives  avec  de  l'encre  noire,  signes  distincts 
qu'on  rencontre  déjà  dans  les  écrits  du  vi®  siècle;  mais 
le  Yay-king-juî-kîng,  qui  a  écrit  un  commentaire  sur  le 
Lei'tien-yuen^  paraît  être  le  premier  qui  ait  distingué  le 
membre  à  droite  d'une  équation  par  un  trait  transversal. 
Le  terme  qui  est  immédiatement  au-dessus  du  Tae  est 

la  racine  carrée  ou  j:%  au-dessus  de  celle-ci  c'est  la  racine 
cubique,  et  ainsi  de  suite. 

Voici  un  exemple  de  résolution  numérique  d'une 
équation  du  quatrième  degré  tiré  de  l'ouvrage  de  Tsiu, 
Nous  nous  servirons  des  chiiTres  arabes.  L'équation  est  (^) 

oî*  —  1534464^  -1-731 1248000:  =  526727577600. 


(*)  L*éqiiatioii  donnée  dans  le  Mémoire  de  M.  Biernatzfci  est  fautive  : 
a  porte  le  signe  +  et  ft  est  oublié.  Tm. 
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On  ne  donne  que  des  résultats  sans  expliquer  Topération. 
yoici  ce  que  j'ai  compris. 

Faisons,  pour  épargner  de  la  place, 

a  =  15344^4'     ^  =  73 1 124800^    c  =  526727677600, 

a:*  — /m:*  H- 6jp  =  c. 

La  racine  quatrième  approchée  de  c  est  720. 
Faisons 

(x  -h  700  )* — «  (r  H-  700)'  H-^  (r  -H  700)  —  c  =  o, 

ou 

j*-h28oo7^H-  i4o5536j^—  45124800/ — 526727677600=0. 

A  la  même  époque  un  autre  géomètre,  nommé  Tschu- 
schi-kils,  publia,  en  i3o3 ^  le  S ze-jrueri'^uh-kihu  (Miroir 
précieux  des  quatre  éléments).  Son  ouvrage  commence 
par  le  rapport  des  Lihu  (coefficients)  dans  le  calcul  des 
nombres  jusqu'à  la  huitième  puissance.  Il  donne  la  table 
suivante  comme  une  ancienne  méthode  : 

I somme  primitive, 

f        I facteurs, 

I        2        I carré, 

I        3       3        I .  .  . .  carré  cube, 

1       4       ^       4       '  •  •  carré-carré, 

I       5     10     10       5        I  cinquième  puissance,  etc. 

C'est  le  triangle  de  Pascal  (*). 

Les  quatre  éléments  sont  quatre  signes  tirés  de  récri- 
ture chinoise  et  représentant  le  ciel,  la  terre,  Thomme,  la 
chose  5  les  trois  premiers  sont  consacrés  aux  quantités 
connues  (notre  a,  è,  c)  et  la  dernière  la  quantité  incon- 

(*)  Ce  triangle  se  retrouve,  eu  Europe,  4ans  presque  toutes  les  arithmé- 
tiques du  xvi*^  siècle.  P. 
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nue  (x)  ^  il  les  dispose  ainsi  autour  de  Tae  : 

I 

I     Tae     I 

I 

Le  I  supérieur  est  ia  chose^  soit  x-^  l'inférieur  c'est  le 
ciel  (a),  à  droite  c'est  V homme  (c),  et  à  gauche  la  terre 
{b)'j  ainsi 

h     Tae     c 


Supposons  qu'il  s'agisse  d'écrire 

{a  +  b  -+-c-\-a:Y 

Tschu  le  figure  ainsi 

1 

202 
2 
I  o       Tae        o  i 

•2         o  2 


•    / 


ce  qui  équivaut  a 


.r^ 


2^X  O  7.CX 

2a.r 
ù'  Tae 

2bc 
7.ab  o  lac 


c 


3 


On  voit  que  la  disposition  des  quantités  connues  et  in* 
connues  correspond  au  tableau  des  quatre  éléments. 
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Vers  la  fin  du  xvii®  siècle  les  missionnaires  composèrent 
une  Algèbre  en  chinois  sous  le  titre  :  Tscay-hang-fang^çX 
la  présentèrent  à  l'empereur  Kang.  C'est  à  cette  occasion 
que  cet  empereur  ordonna  la  confection  de  la  célèbre 
encyclopédie  dont  il  revisa  chaque  feuille.  Le  titre  chi- 
nois est  :  Leuh-'lei-^uen-yuen  (Sources  secrètes  de  Tliar- 
monie  et  des  nombres),  La  troisième  partie  de  cet  excel- 
lent ouvrage,  intitulée  :  Suh-li-tsing-wang  (Dépôt  des 
finesses  des  règles   arithmétiques),  traite  des   sciences 
exactes  et  sert  encore  au  collège  d'astronomie  de  Péking. 
Il  est  divisé  en  deux  sections  principales  :  la  première 
traite  de  Torigine  des  nombres;  on  raconte  comment  Fohi 
vit  sortir  de  la  rivière  Jaune  un  dragon  portant  sur  son 
dos  le  système  décimal.  Un  dessin  reproduit  cet  événe- 
ment^ suivi  d'un  autre  dessin  qui  représente  une  tortue 
sortant  du  fleuve  Lo  et  sur  la  carapace  est  figuré  ce  sys- 
tème décimal,  qui  se  montre  à   Téminent   philosophe 
Yu.  Cette  première  partie  est  terminée  par  l'ouvrage 
Tschan'pi\  mentionné   ci-dessus.  Les  trois  parties  sui- 
vantes sont  en  XII  livres  avec  une  introduction  à  la  géo- 
métrie, mais  moins  claire,  moins  solide  que  celle  d'Eu- 
clide.  On  y  expose  ce  qui  est  nécessaire  sur  les  surfaces  et 
sur  les  corps  de  diverses  formes.  Dans  le  dernier  livre  on 
parle  des  proportions  et  on  donne  des  plans  et  des  pro- 
jections pour  la  confection  des  coupes  et  dessins.  La  cin- 
quième   partie    comprend    ce  qu'on    pourrait    appeler 
V arithmétique  en  figures^  la  théorie  des  calculs  est  ex- 
posée par  principes  et  éclaircie  par  des  figures  et  des 
exemples.  La  seconde  section  principale  traite  en  qua- 
rante chapitres  de  l'application  de  l'arithmétique  et  con- 
tient cinq  divisions.  La  première,  en  deux  chapitres,  ser- 
vant d'introduction,   contient  des   tables    de   poids  et 
mesures,  des  règles  pour  les  quatre  opérations  et  les  frac- 
tions» La  seconde  division,  en  huit  chapitres,  traite  des 
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lignes,  des  proportions,  des  progressions,  de  la  règle 
d'alliage,  de  la  règle  de  société,  des  profits  et  pertes  et 
des  équations.  La  troisième,  en  huit  chapitres,  s'occupe  de 
calculs  de  la  surface  des  corps,  de  Textraction  des  racines 
carrées,  de  l'ancienne  et  de  la  nouvelle  trigonométrie,  de 
l'usage  des  huit  lignes  trigonométrlques,  de  la  méthode 
pour  déterminer  les  côtés  d'un  triangle,  de  la  mesure  des 
figures  rectilignes  ou  curvilignes,  des  segments  circulaires 
et  des  polygones  réguliers.  La  quatrième  section,  en  huit 
chapitres,  contient  ce  qui  concerne  les  valeurs,  l'extrac- 
tion de  la  racine  cubique,  la  mesure  des  polyèdres  et  des 
surfaces  courbes,  des  sphères  et  des  segments  sphériques^ 
les  poids  de  diverses  substances  du  règne  animal,  végétal  ou 
minéral  ;  enfin  les  Tas.  La  cinquième  division,  en  dix  cha- 
pitres, comprend  des  dissertations  sur  l'algèbre,  sur  di- 
verses questions  y  relatives,  sur  les  logarithmes  et  l'usage 
des  secteurs^  il  y  a, en  outre,  huit  volumes  supplémentaires 
avec  des  Tables. 

Les  deux  premiers  volumes  donnent  le  calcul  des  sinus, 
cosinus,  tangentes,  cotangentes,  jusqu'au  go®  degré. 
Le  troisième  et  le  quatrième  volume  contiennent  les 
diviseurs  de  tous  les  nombres  de  i  à  looooo,  pour 
faciliter  le  calcul  par  logarithmes.  A  la  fin  de  chaque 
série  de  dix  mille,  on  donne  la  liste  des  nombres 
premiers.  Le  cinquième  et  le  sixième  volume  contiennent 
les  logarithmes  des  nombres  de  i  à  lOoooo  avec  dix 
décimales  qui  sont  évidemment  une  copie  des  Tables  de 
Ylacq,  imprimées  en  Hollande  en  1628.  A  la  fin  on  trouve 
des  règles  pour  calculer  les  logarithmes  des  nombres  plus 
grands  que  100  000  et  une  Table  des  pesanteurs  spéci- 
fiques de  diverses  substances.  Le  septième  et  le  huitième 
volume  sont  des  Tables  de  logarithmes  de  sinus,  cosinus, 
tangentes,  cotangentes,  sécantes,  cosécantes  de  o®  à  90^. 

Le  style  de  celte  encyclopédie  est  clair,  populaire,  et 
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destiné  à  être  lu  et  compris  par  tous  les  Chinois  instruits. 

Les  Chinois  s^attribuent  la  découverte  des  logarithmes. 
Du  moins  un  mathématicien^ nommé  Le-schéu-lan,  vivant 
aujourdliui  à  Schang-haï,  dans  son  ouvrage  Tay-suh-tari' 
yuen  (Découverte  de  l'origine  des  logarithmes),  ditquil 
possède  une  méthode  pour  calculer  les  logarithmes  par 
des  considérations  géométriques  et  qui  n'est  pas  connue 
des  Européens.  Un  mandarin,  nommé  Ta-heu,  est  aussi 
occupé  à  Hang-tschau  à  publier  une  nouvelle  manière  de 
calculer  les  logarithmes. 

A  ce  qu'on  apprend,  les  sciences  tendent  à  prendre  un 
nouvel  essor  en  Chine.  L' anti-empereur,  qui  réside  à 
Nanking,  a  ordonné  le  rétablissement  des  examens  an- 
nuels des  jeunes  étudiants,  qui  avaient  été  supprimés;  il 
est  savant  lui-même  et  on  peut  espéï*er  qu'il  protégera  la 
culture  des  sciences . 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  671  ; 

Par  m.  P.G.  DE  SAINT-MICHEL, 

Élève  de  M.  Beynac. 


Si  par  un  point  P,  pris  sur  une  conique,  on  mène  deux 
droites  également  inclinées  sur  la  normale  en  ce  point,  et 
si  Ton  joint  les  points  de  rencontre  de  ces  droites  avec  la 
courbe,  i*'  toutes  les  cordes  ainsi  obtenues  passent  par  un 
point  fixe;  2°  trouver  le  lieu  de  ce  point,  quand  le 
point  P  se  meut  sur  la  conique. 

1**  Soient  PA,  PB  deux  droites  également  inclinées  sur 
la  normale  PN5  C,  D  les  points  de  rencontre  de  la 
corde  AB  avec  la  tangente  PC  et  la  normale  PD.  Les 
droites  PD,  PC,  bissectrices  des  angles  en  P,  divisent  la 
corde  harmoniquement  5  donc  PN  est  la  polaire  du  point  C, 
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et  par  suite  C  est  un  point  fixe,  pôle  de  la  normale  don- 
née PN. 

•  2°  Le  point  C  est  le  lieu  des  pôles  des  normales  à  la 
courbe.  Pour  en  trouver  Téquation,  soit 

y'^-=.  2.px  -f-  gra:* 

l'équation  générale  des  coniques;  la  condition  pour  qu'une 
droite  y  =  mx  +  »  soit  normale  est 


(') 


,=^[,±(,+,)v/r3^]: 


or,  l'équation  de  la  tangente  au  point  (x,  j^)  et  menée  du 
point  C  (X,  Y)  est 

Y  j  = /?  X  H- ^  Xor  H- /?jc  ; 

en  y  regardant  x  et  7  comme  des  coordonnées  variables, 
elle  représente  la  polaire  du  point  (X,  Y)  et  peut  s'écrire 

/ï-f-^X     _^     X 

Pour  exprimer  que  cette  polaire  est  normale  à  la  courbe, 
remplaçons  dans  l'équation  [i)  mein  par  leurs  valeurs  : 
on  a  pour  l'équation  du  lieu 

En  prenant  la  droite  p  -H  ^X=  o  pour  nouvel  axe  des  Y, 
et  mettant  x  eljkX^  place  de  X  et  de  Y,  l'équation  géné- 
rale du  lieu  est 

Ellipse,  —  L'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 
C'est  une  courbe  concentrique  à  l'ellipse,  ayant  avec  elle 
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les  mêmes  axes  de  symétrie^  Torigine  est  un  point  isolé; 
elle  a  pour  asymptotes  les  couples  de  droites  représentées 

par  les  équations  j:=±— ^^  =  ±  —  5  elle  est  intérieure 

aux  asymptotes. 

Hyperbole,  —  Changeant  i*  en  — t*,  on  a 

courbe  concentrique  avec  Thyperbole,  ayant  les  mêmes 
axes  de  symétrie.  L'origine  est  un  point  quadruple  et  en 
même  temps  un  point  d'inflexion  :  les  tangentes  en  ce 
point  ont  pour  équation 

r  =  rt  —  x: 
-^  a*     ' 

la  courbe  est  comprise  entre  les  deux  asymptotes 

Parabole,  —  q  =  o.  Si  l'on  fait  g=o  dans  l'équa- 
tion (i),  l'une  des  valeurs  de  n  devient  infinie,  l'autre  se 

présente  sous  la  forme  -  ;  faisant  disparaître  l'indé termi- 
na tiou,  011  a 


Remplaçant  m  par  —  9  n  par  -  9  on  trouve  pour  l'équa- 


px 
iion  du  lieu 


courbe  symétrique  par  rapport  à  Taxe  de  la  parabole, 
ayant  cet  axe  pour  asymptote,  ainsi  que  j^  =  —  p,  et  tout 
entière  à  gauche  de  cette  asymptote. 
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Note. — La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Mirza- 
Nizam,  élève  du  lycée  Saint-Louis*,  Muzeau,  lieutenant 
d'artillerie*,  Desgranges ^  Schnée,  TîvolHer  et  Grassat, 
E.  P.  et  A.  T.,  Picquet,  Grouard,  Léon  Dyrion  et  Pété- 
rencino,  élèves *,  Dupain  et  E.  M.,  professeurs.  Ce  der- 
nier démontre  que,  si  par  un  point  A  d'un  ellipsoïde 
donné  on  décrit  un  cône  de  révolution  dont  Taxe  soit 
la  normale,  le  plan  de  la  courbe  d'intersection  de  ce  cône 
avec  l'ellipsoïde  passe  par  une  droite  dont  la  position  est 
indépendante  de  Tangle  d'ouverture  du  cône.  M.  Dupain 
observe  que  la  première  partie  de  la  question  a  été  résolue 
par  M.  Poncelet  [Propriétés  projectweSj  §  484)  et  par 
Frégier  (Gergonne,  VI,  229  et  3 21).  P. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  DE  QUELQUES  CERCLES; 


Par  m.  John  GRIFFITHS, 
Jcsus  collège,  Oxford. 


Soit  ABC  un  triangle  dont  les  côtés  BC,  CA,  AB  sont 
représentés  par  les  équations 

a  =  o,     p  =  Oy     7  =  0. 

Désignons  par  Al  Bi  Ci-,  AiBjCj;...  AnB;,C„,  une  série 
de  triangles,  dont  les  sommets  Ai,  Bj,  Ci  5  Aj,  Bj,  Cj;... 
A„,  B„,  Cn,  sont  les  milieux  des  côtés  BC,  CA,  AB  5 
BiCi,  Cl  Al,  AiBi*,...  B„«iC»-.i,  C„.i  A„«i,  A„_iB„.i, 
respectivement  :  trouver  l'équation  en  a,  p,  y  du  cercla 
des  neuf  points  passant  par  A„,  B;,,  C„. 

Pour  obtenir  l'équation  cherchée,  il  faut  d'abord  trou- 
ver les  équations  des  droites  B„C„,  C^  A„,  A„B„. 

Sia,i,cdésignentles  côtés  opposésauxsommetsA,B,C; 
etp,  9,  r  les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  sommets 
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sur  une  droite  quelconque,  Téquation  dé  cette  droite  sera 

(l)  /?^a -h^^P  +  rcy  =r  o. 

Or,  en  représentant  par  p^,  pi,  ;?î,...,  p»  les  longueurs 
des  perpendiculaires  abaissées  du  sommet  A  sur  les  droi- 
tes BCj  BiCi,  BsCa,....  B„C„,  on  a 


Pa 

=Pa, 

F' 

=  ÏP-' 

Pi 

--JP' 

+  /»«). 

Pn 

=  î(^» 

-1  +/»»- 

-0, 

d^où,  par  Tintégration  de  Téquation 

fin+i  =  -  (Un+i -h  Un)  , 
2 

on  trouve 

et;  par  conséquent^ 

donc,  d'après  (i),  l'équation  de  B„C„  et  par  suite  celles  de 
CnA„,  A,,B„  seront 

i[2«H-(— i)''+»](^P  +  C7)  — [2«+'-4-(— i)«]ûa  =  o, 
[2»+(— i)"+'](r7  4-rta)  — [2'»+'-i-(— i)«]èp  =  o, 
[2'»-f-(-- !)"+•](« a  +Z?p)— [2«+>-f-  (—  I)»]C7=0. 

Il  reste  à  trouver  l'équation  du  cercle  passant  par  les  points 
d'intersection  des  lignes 

^,a  -h  fAip  •+•  v,7  =  o, 
>2a  -f-  ^aP  +v,7  =0, 
^3 a -h  f^3  P -H- V3 7  =  o.  ' 
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Elle  est 


(>i»f*l>V,) 


abc 

h     f*2    Vj 
>3     f*3    ^3 


4-(>5>f*2>Vâ) 


a    6    c 

^3     ^3    Vs 

>.,    fX,    V| 


a    6    c 

>.|    fx,    V, 
^î    fia   Vj 


-+-(>»,  f^aj^s) 


Xja-hftsP-i-Vay 


=  o, 


où  nous  posons,  pour  abréger, 

(X,  pi,  v)  =  V+fA^  4-v*  —  2pC0SA-— 2V>C0SB  — 2>fXC0SC. 

Ainsi,  on  a  pour  Téquation  cherchée, 


=  0, 


bp-^cy  —  AnOOL        cy-^aa.  —  X«^P        ûa  +  ^P  —  /*n<?7 
OÙ 

^    2"+'  -f-  (  —  I  )" 

Quand  on  pose  n  =  oo  ,  on  a  A^  =  a  -,  d'où  Ton  voit 
que  ces  cercles  de  neuf  points  ont  pour  limite  le  point 
de  concours  des  droites 

[  ^p+cy  —  2/ia  =  0, 
(  fla  -f-^P  —  2C7  =  G. 

Le  point  dont  il  s'agit  coïcinde  évidemment  (*)  avec  le 
centre  de  gravité  de  l'aire  ABC. 
En  faisant 


(")  Cela  devient  encore  bien  plus  éyident  quand  on  fait  usage  de  quel- 
ques considérations  géométriques  très-simples  tirées  de  la  similitude  des 
triangles  considérés.  P. 

Ann.  de  Mathémat.^  2*  série,  t.  II.  (Décembre  i863).  35 
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nous  aurons  pour  les  équations  des  cercles  passant  {ir 
A^,  Br,  Cr*,  A„  B„  C,  respectivement, 

+  c»(L  — frfla)  (L  — pr^P)  =0, 

S,  =  û»(L  — p,^p)(L-p,(?7)-|-^'(L  — p,c7)  (L  — p,fla) 

-|-c»(L  — p,aa)  (L  —  p,  è p)  =0, 
d'où 

piS„-p.^S,  =  LHp,'-p;)(/ï'H-*'-i-t"^)-Lp.p,(p,-p.) 
X  [û'(  A P -f- ^7)  4- ^*(^7 -^- «'a)  +  ^' (''^  +  ^  P)]> 

et  par  conséquent 

pi  Sr p,?S,  =  L (  p, pr) 

X[(fl'H-^^-f-c-)(p,-f-p,  — prp,)L+Prp.(«'a-f-^'p-»-^7)]; 

donc  l'axe  radical  des  cercles  Sr,  S,  a  pour  équation 

(1  _|_1  — I  )  (aa^^2  4-c»)L-f-û*a-h^^p  -f-c37  =  o. 
\Pr         P'  / 

Il  suit  de  là  que  l'axe  radical  de  deux  quelconques  des 
cercles  considérés  est  donné  en  direction  par  Féquation 

Si  Ton  fait  S  =  o,  ou  aura  A',  =  oo  ,  et,  par  conséquent, 
I 

Ps  =  <Xi  ,    OU  -  =0. 

P' 

Donc  Taxe  radical  de  S^,  So  a  pour  équation 

le  cercle  représenté  par  S^  est  évidemment  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  ABC. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  droite 

rt*  a  -h  ^*  p  -t-  c*  7  =  o 
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«îst  parallèle  à 

a  cos  A  -\-  p  cos  B  +  7  cos  C  =  o. 

Or,  cette  dernière  équation  représente  Taxe  radical  com- 
mun des  cercles  So,  S,  2,  où  S  désigne  le  cercle  par  rap- 
port auquel  chaque  sommet  A,  B,  C  est  le  pôle  du  côté 
opposé.  On  trouve  donc  que  tous  les  axes  radicaux  du 
système  S,  So,  Si,  Sa,.**9  ^n  sont  parallèles. 

On  peut  démontrer  d^une  manière  analogue  que  Téqua- 
tion  du  cercle  inscrit  au  triangle  A„  B„C„  sera 


i/col  —  (^p-f-^V  —  ^nfio^)  H-  t/cot  —  {c^-i-aoL  —  /„Ap) 
-4-  i/cot-(«a-ï-ftp  —  A^c^ )  =  o. 


SOIUTIONS  GÉOMÉTRIQUES  DE  QIIELQIIES  QUESTIONS 
DES  NOUVELLES  ANNALES^ 

Par  m.  m.  LAQUIÈRE, 

Lieutenant  d'artiUerie. 


Question  658.   (Haton.) 

La  dév^eloppanle  de  cercle  est  la  trajectoire  du  pôle 
cVune  spirale  logarithmique  roulant  sur  un  cercle. 


Soit  A  le  point  de  contact  de  la  spirale  dont  le  pôle 

35. 
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est  en  P  sur  le  cercle  qui  a  pour  centre  O.  L*angîe  dn 
rayon  vecteur  de  la  spirale  PA  avec  sa  normale  OA  étant 
constant  pour  tous  les  points  de  la  courbe,  il  en  résulte 
que  la  droite  PA  fait  un  angle  constant  avec  le  rayon  da 
point  on  elle  coupe  le  cercle  O.  Elle  enveloppe  donc  un 
cercle.  c.  q.  f.  d. 

Si  R  est  le  rayon  dn  cercle  enveloppe  de  la  spirale 

et  a  la  base  de  celle-ci  (p  =  a**),  la  trajectoire  du  pôle 
aura  pour  développée  un  cercle  de  centre  O  et  dont  le 
rayon  /'  est  égal  à 

R 

r  =  -> 

y  I  -h(iog  nepa)* 

Question  659.  (Hàtoh.) 

La  caustique  par  réflexion  de  la  dét^loppante  de 
cercle j  le  point  lumineux  étant  au  centre^  est  une  déve- 
loppée  de  spirale  d^jirchimède. 

Soient  OA  le  rayon  incident,  AP  la  normale  en  A  à 


la  développante',  N  le  point  symétrique  du  centre  par 
rapport  à  AP  :  la  droite  NA  est  le  rayon  réfléchi. 
Par  le  centre  je  mène  OM  parallèle  à  AP  ;  on  aura 

OM  =:2AP  =  2Rw. 

Le  point  M  décrit  une  spirale  d'Archîmcde  dont  le 
rayon  initial  est  perpendiculaire  à  celui  de  la  dévclop- 
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pante.  De  plus  MN  est  normale  à  la  courbe  en  M  ^  car 
elle  joint  le  point  décrivant  M  à  un  point  pris  sur  la  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur  à  une  distance  du  pôle 
égale  à  la  longueur  constante  aRde  la  sous-normale.  Co 
qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Question  660.  (Haton.) 

La  courbe  réciproque  de  la  dév^eloppante  de  cercle 
pour  les  rayons  vecteurs  émanés  du  centre  est  une  spi- 
rale tractrice. 

En  effet,  dans  deux  courbes  réciproques  la  tangente  en 
un  point  de  l'une  d'elles  et  la  normale  au  point  correspon- 
dant de  Tautre  font  des  angles  complémentaires  avec  le 
rayon  vecteur.  Si  No  est  la  distance  du  pôle  à  la  normale 
à  Tune  des  courbes,  T' la  longueur  de  la  tangente  à  Tautre, 
on  aura  dans  deux  triangles  rectangles  semblables 

No        p'' 
et,  de  même, 

Sn  p' 

"7"  "~  s7' 

Sf,  S/7  représentant  la  sous-tangente  et  la  sous-normale; 

d'où 

p2  =  pp'z=No.T'=S/i.S^ 

Ainsi  la  courbe  dont  les  rayons  vecteurs  sont  réci- 
proques de  ceux  de  la  développantede  cercle  (No  =  const.) 
est  la  spirale  tractrice  (T'=  const.). 

La  courbe  réciproque  de  la  spirale  d'Archimède 
(S/i  =  const.)  est  la  spirale  hyperbolique  (St  =  const.). 

Question  661.   (Haton.) 
Le  lieu  du  pôle  d^une  spirale  hyperbolique  roulant 
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sur  elle-même  en  partant  de  la  coïncidence  des  pôles  est 
une  spirale  tractrice. 

Il  est  évident  que  cette  courbe  n'est  autre  que  la  po* 
daire  du  pôle  de  la  spirale  amplifiée  au  double.  Il  suSài 
donc  d'éludier  la  podaire  de  la  spirale  hyperbolique. 

Soient  AT  la  tangente  à  une  courbe,  O  le  pôle,  P  sa  pro- 


jection sur  la  tangente;  C  étant  pris  au  milieu  de  OA,  PC 
sera  la  normale  à  la  podaire.  Soient  OT  la  sous-tangente 
à  la  première  courbe,  O^  à  sa  podaire.  Les  angles  en  P  et 
en  O  étant  droits  et  les  angles  TOP,  /PO  égaux,  la 
figure  OPT*  est  un  rectangle  ;  par  suite  OT  =i  Pf  ;  ainsi 
la  tangente  à  la  podaire  d'une  courbe  est  égale  à  la  sous- 
tangente  de  celle-ci. 

La  spirale  hyperbolique  définie  par  une  sous-tangente 
constante  a  donc  pour  podaire  une  spirale  tractrice  dont 
la  tangente  est  constante. 


QUESTIOSiS. 


682.  Soient  les  trois  variables  x,  y^  z  exprimées  par 
les  nouvelles  variables  u,  ^^  w,  de  la  manière  suivante  : 


IV 


w^ 


_  [i  —  r2«2__  (^2—  h'')v'^\w 

z  ?L_ "■     — ■ —  1 

w'  -h  C^  -H  w' 
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h  et  c  sont  des  quantités  consts^ntes^  \l  faut  démontrer 
que 

ou 

(Strebor.) 
683.  Soient 

/cosô -I- /Il  sinô  ces  ç  -f-/isinO  sinç 
H-  />cos'9  -+-  ^sin'ôcos^ç  -h  rsin'ôsin*y  =  U, 

H ,-  H r  +  ^^  =  V. 


^y^"*"^  2(7-i->p  2A'+>p 

Il  faut  démontrer  que  Téquatîon  résultant  de  Télimina- 

•        J     /l       J  TT  dV  dV  ., 

tion  de  0  et  de  9  entre  U  =  o,  -—  =  o,  -j-  =  o,  sera  iden- 

'  dQ  d(f 

tique  avec  celle  qui  provient  de  Télimination  de  ^  entre 

dY 
V  =  o,  ^=o.  (Cayley.) 


COMPOSITION  POUR  L  ADMISSION  A  LtCOLE  POLYTECHNIQUE 

[ANNÉE  1863  (*)]. 


On  donne  sur  un  plan  une  courbe  du  a®  degré  ((j), 
et  une  circonférence  décrite  de  l'un  de  ses  foyers  (F) 
comme  centre  ;  eu  chaque  point  M  de  la  conique  a,  on 
trace  la  normale  à  cette  courbe;  ou  mène  des  tangentes 
au  cercle  (F)  par  les  deux  points  où  celle  normale  le  ren- 
contre 5  ces  deux  tangentes  se  coupent  en  un  point  T. 


{*)  Cette  composition  a  été  donnée  à  quelques  élèves  qui  n*ont  pas  pu 
composer  en  môme  temps  que  la  majorité  des  candidats. 
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On  demande  le  lien  qoe  décrit  le  point  T,  lorsque  le 
point  M  parconit  la  courbe  a. 

Examiner  les  différentes  formes  de  ce  lien  selon  le 
genre  de  la  coniqne  (?)  et  la  grandeur  du  rayon  de  la 
circonférence  donnée. 


1 


F.  WcEPOLE.  —  Mémoire  sur  la  propagation  des  chiffres 
indiens.  (Journal  Asiatique,  i863.) 

C^est  an  milieu  du  xii®  siècle  que  commença  à  se  ré- 
pandre parmi  les  nations  chrétiennes  la  connaissance  de 
Farithmétique  indienne,  sous  le  nom  d^algorîsmey  mot 
fjuî  n'est,  comme  on  sait,  que  la  transcription  du  nom  da 
célèbre  Alkliârizmi,  auteur  du  plus  ancien  Traité  de  cal- 
cul indien  connu  chez  les  Arabes.  Les  méthodes  simples 
et  expéditives  de  ce  calcul  ayaîent  été  portées  de  llnde 
dans  l'Orient  musulman  vers  le  milieu  du  ix*  siècle,  et, 
peu  d'années  après,  chez  les  Arabes  d'Afrique  et  d'Espa- 
gne. C'est  dans  ce  dernier  pays,  à  Tolède  surtout,  ville 
soumise  aux  chrétiens  depuis  Alphonse  M  de  Castille 
(io85),  que  les  Balb,  les  Reading,  les  Shelley,  les  Morley, 
les  Gérard  de  Crémone  allèrent,  au  xii*  siècle,  étudier 
les  sciences  mathématiques  si  négligées  à  cette  époque 
partout  ailleurs  que  chez  les  Arabes.  Dès  le  siècle  suivant, 
le  calcul  indien,  au  moyen  de  neuf  caractères  et  du  zéro, 
fut  en  plein  usage  en  Europe,  où  ces  caractères  reçurent 
naturellement  le  nom  de  chiffres  arabes. 

Telle  est  certainement  la  voie  par  laquelle  nous  sont 
parvenus  les  procédés  arithmétiques  des  Indiens.  Mais  un 
fait  qui   n'est  pas  moins  sûr,  c'est  qu'antérieurement  h 
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toute  communication  scientifique  avec  l'Orient  musul- 
man, l'Europe  possédait  un  système  de  calcul  par  l'em- 
ploi de  neuf  chiffres  avec  valeur  de  position.  Ces  chiffres, 
dans  les  formes  que  nous  offrent  les  plus  anciens  manu- 
scrits du  moyen  âge,  présentent  la  plus  frappante  analogie 
avec  nos  chiffres  actuels  et  avec  les  chiffres  dits  gobâry 
dont  se  servaient  les  Arabes  d'Espagne  et  d'Afrique.  Neuf 
caractères  tout  à  fait  semblables  se  rencontrent  dans  un 
passage  de  la  Géoméirie  de  Boèce^  qui  dit  que  les  pytha- 
goriciens (ou  plutôt  les  néopylhagoriciens)  en  faisaient 
usage,  dans  les  multiplications  et  les  divisions,  au  moyen 
d'un  tableau  à  colonnes  nommé  abacus. 

En  présence  de  ces  faits,  M.  Wœpcke  s'est  demandé  sî 
nous  devions  nos  chiffres  aux  Arabes,  ou  si  au  contraire 
ce  n'étaient  point  les  Arabes  qui  les  avaient  empruntés  à 
l'Europe  chrétienne.  Il  faut  ici  faire  une  distinction  im- 
portante entre  les  Arabes  d'Orient  et  ceux  d'Occident. 
Ceux-là  emploient  une  série  de  chiffres  qui  présentent,, 
avec  les  chiffres  gobàr  de  leurs  congénères  occidentaux, 
une  différence  très-marquée  sur  laquelle  nous  revien- 
drons. Nous  ne  parlons  en  ce  moment  que  des  chiffres 
gobâr.  Si  le  fait  énoncé  par  l'auteur  de  la  Géométrie  de 
Boèce  est  exact,  si  la  forme  donnée  pour  les  chiffres  a  été 
à  peu  près  fidèlement  transmise,  on  ne  saurait  douter 
que  ces  chiffres  ne  soient  les  types  primitifs  des  chiffres 
gobàrs  et  des  nôtres. 

Dans  la  Géométrie  de  Boèce,  les  neuf  apices  ou  chif- 
fres sont  accompagnés  de  noms  dans  lesquels  M.  Vincent 
a  vu,  le  premier,  un  mélange  de  racines  sémitiques  dé- 
signant des  valeurs  numériques,  et  de  racines  grecques 
rappelant  les  idées  mystiques  des  néopythagoriciens  sur 
les  nombres;  fait  important  qui  révèle,  dit  M.  Wœpcke, 
l'époque  de  syncrétisme  à  laquelle  ces  noms  durent  leur 
origine.  Pénétre  de  ridée  que  les  chiffres  avaient  une 
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origine  indienne,  et  s'appuyant  sur  la  découverte  de 
James  Prlnsep,  diaprés  laquelle  les  chiffres  indiens  ont 
été  formés  originairement  des  initiales  des  numératifs 
sanscrits  correspondants,  M.  Wœpcke  a  comparé  les 
apices^  en  même  temps  que  les  chiffres  gobâr,  avec  une 
liste  d'anciens  alphabets  sanscrits.  Cette  comparaison  lui 
a  fait  apercevoir  une  «  extraordinaire  ressemblance  » 
entre  les  signes  en  question  et  les  initiales  des  numéra- 
tifs correspondants,  prises  dans  un  de  ces  alphabets  qui 
appartient  au  ii®  siècle  de  notre  ère.  Le  4  s^til  présente 
avec  Tinitiale  correspondante  une  dissemblance  absolue; 
mais  il  faut  observer  que,  de  tous  les  chiffres  des  manu- 
scrits latins  du  moyen  âge,  le  4  est  celui  qui  offre  le  plus 
de  variantes. 

Une  telle  ressemblance  de  huit  signes  sur  neuf  ne  sau- 
rait être  fortuite;  et  si  les  faits  ne  viennent  point  contre- 
dire l'hypothèse  d'une  origine  indienne,  cette  hypothèse 
ne  laissera  pas  de  présenter  une  très-grande  probabilité. 

Or,  dès  les  premiers  siècles  de  notre  ère,  Tusage  des 
neuf  chiffres  et  du  zéro  avec  valeur  de  position  était  déjà 
habituel  dans  l'Inde  (M.  Wœpcke  n'hésite  pas  à  en  attri- 
buer l'invention  aux  brahmanes,  et  les  arguments  qu'il 
fournit  à  Tappui  de  son  opinion  paraissent  concluants). 
A  la  même  époque,  il  existait  des  relations  continues 
entre  Alexandrie  et  Odjéïn,  l'un  des  centres  de  la  civili- 
sation indienne.  Le  savant  Mémoire  de  M.  Reinaud  sur 
les  relations  de  V empire  romain  a^ec  VAsie  orientale ^ 
Mémoire  qui  paraissait  dans  le  Journal  Asiatique  en 
môme  temps  que  celui  de  M.  Wœpcke,  ne  laisse  aucun 
doute  sur  l'activité  et  l'état  florissant  du  commerce  qui 
régna  entre  l'Inde  et  l'Egypte,  depuis  le  dernier  des  Pto- 
lémées  jusqu'au  démembrement  de  l'empire  romain.  Les 
deux  pays,  en  échangeant  les  productions  du  sol  et  de 
l'industrie,  ne  pouvaient  manquer  d'échanger  aussi  celles 
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de  rçsprît.  «  Il  paraît  donc  tout  naturel  que  les  Grecs, 
»  observateurs  originaux  en  astronomie  et  excellents 
»  géomètres,  aient  communiqué  aux  Indiens  leurs  théo- 
))  ries  astronomiques,  ainsi  que  le  calcul  sexagésimal  dont 
»  ils  faisaient  usage  en  astronomie,  tandis  que  les  In- 
)>  diens,  spécialement  doués  pour  la  spéculation  méta- 
»  physique  et  pour  l'étude  des  propriétés  des  nombres, 
»  donnèrent  une  partie  de  leurs  doctrines  philosophiques 
)>  et  leurs  chiffres  aux  néopythagoriciens  d'Alexandrie.  » 

En  recevant  les  chiffres  indiens,  les  néopythagoriciens 
n'en  apprirent  sans  doute  pas  bien  nettement  l'usage.  Ils 
ne  virent  dans  cette  invention  qu'un  moyen  de  transfor- 
mer l'abacus  manuel  des  Grecs  et  des  Romains  en  abacus 
écrit.  Leur  calcul,  fondé  cependant  sur  la  valeur  de 
position  décimale,  s'effectua  au  moyen  du  tableau  à  co- 
lonnes, et  laissa  le  zéro  sans  emploi.  C'est  sous  cette 
forme  qu'ils  répandirent  l'arithmétique  pratique  chez  les 
nations  latines,  et  c'est  ainsi  qu'on  la  trouve  présentée 
dans  le  livre  attribué  à  Boèce  et  dans  les  traités  latins 
antéi^îieurs  au  xii®  siècle. 

L'usage  de  l'abacus  et  des  neuf  chiffres  se  répandit  plus 
facilement  chez  les  Latins  que  chez  les  Grecs,  parce  que 
la  numération  de  ceux«ci  était  moins  imparfaite.  Cet 
usage  avait  sans  doute  pénétré  depuis  longtemps  en  Es- 
pagne, quand  les  Arabes  y  arrivèrent  en  conquérants. 
Les  Arabes,  sortant  du  désert,  possédaient  à  peine  l'écri- 
ture; ils  n'avaient  aucune  idée  des  chiffres.  Lorsqu'ils 
eurent  soumis  de  vastes  contrées,  la  nécessité  d'adminis- 
trer les  finances  leur  fit  adopter  dans  chaque  pays  les 
signes  de  numération  qu'ils  y  trouvèrent  employés.  C'est 
ainsi  qu'en  Syrie  ils  conservai^iUencore  au  viii*  siècle  la 
notation  numérique  grecque,  e\  ^^**''^ Egypte  ils  se  ser- 
vaient des  chiffres  coptes,  presq  "Sjjes  d'ailleurs 
aux  lettres  numérales  grecques.  Ilà  ^^^dop- 
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ter  en  Espagne  Tabacus,  les  chiffres  et  les  procédés  pro- 
pagés par  les  uéopythagoriciens.  Longtemps  après,  quand 
leur  parvinrent  les  vraies  méthodes  du  calcul  indien,  qui 
remplaçaient  le  tableau  à  colonnes  par  Temploi  du  zéro  et 
simplifiaient  inGniment  les  opérations,  les  Arabes  d'Es' 
pagne  s^empressèrent  de  les  accueillir^  mais  sans  renon- 
cer à  la  forme  des  chiffres  auxquels  ils  étaient  accoutumés. 
Les  nouveaux  procédés  ayant  reçu  le  nom  de  calcul  du 
gobâr^  c'est-à-dire  calcul  de  la  poussière,  «  soit  à  cause 
de  rhabitude  de  calculer  sur  le  sable,  soit  par  allusion  au 
nombre  des  grains  de  poussière  qui  parait  avoir  joué  dans 
rinde  un  rôle  important,  »  les  chiffres  eux-mêmes,  bien 
qu'ils  fussent  employés  antérieurement,  finirent  par  s'ap- 
peler aussi  chiffres  gobâr,  et  les  Arabes  en  ayant  oublié 
l'origine  se  persuadèrent  qu'ils  les  avaient  reçus  de  l'Inde 
avec  la  nouvelle  arithmétique.  Par  des  motifs  semblables, 
les  chréticDiB  les  appelèrent  chiffres  arabes,  quoique  au 
fond  ce  ne  fussent  que  les  apices  de  Boèce  rendus  plus 
cursifs  par  un  fréquent  usage. 

Ainsi,  en  résumé,  nos  chiffres  actuels,  dits  arç^bes, 
furent  originairement  les  initiales  des  noms  de  nombre 
sanscrits  correspondants.  De  l'Inde  ils  furent  portés  à 
Alexandrie,  et  passèrent  de  là  aux  peuples  latins,  aux 
habitants  de  l'Espagne  et  à  leurs  conquérants  arabes,  chez 
qui  nos  arithméticiens  du  xii®  siècle  allèrent  les  re- 
prendre. 

Nous  avons  dit  que  les  chiffres  gobâr  diffèrent  sensi- 
blement des  chiffres  conirpunément  employés  par  les 
Arabes  d'Orient.  Ceux-ci  furent  introduits  chez  les  mu- 
sulmans en  même  temps  que  les  méthodes  du  calcul 
indien.  Ils  venaient  directement  de  l'Inde.  La  différence 
entre  ces  caractères  et  les  caractères  gobâr  ne  porte  essen- 
tiellement que  sur  le  5,  le  6,  le  y  et  le  8.  Dans  le  Traité 
d'Alkhârizmi   ces  quatre  chiffres  présentent  aussi  une 
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certaine  variété  de  formes,  et  le  savant  Albiroûiii  observe 
que  dans  Flnde,  au  commencement  du  xi*  siècle,  ils  pré- 
sentaient également  des  figures  variables.  Il  est  remar- 
quable, je  ne  sais  si  M.  Wœpcke  s'en  est  aperçu,  qu'en 
supprimant  le  cinquième  chiffre  dans  la  série  orientale 
et  en  le  portant  avant  le  9,  la  nouvelle  série  sera  presque 
identique  à  la  série  gobàr. 

Dans  le  Traité  d^Alkhàrizmi,  le  signe  du  zéro  est  un 
petit  cercle  que  les  Arabes  ont  postérieurement  remplacé 
par  un  point.  M,  Wœpcke  s'arrêle  un  instant  à  discuter 
l'étymologie  de  ce  mot  zéro^  Il  se  range  à  l'opinion  de 
M.  Lîbri  qui  en  trouve  l'origine  dans  zejîro,  forme  ita- 
lienne de  l'expression  zephirum  par  laquelle  Léonard  de 
Pise  transcrit  cifron^  nom  arabe  du  zéro.  Cijron  n'est 
que  la  traduction  du  mot  sanscrit  coûnyay  vide,  dont 
l'initiale  fut  le  premier  type  du  zéro  indien.  Ce  même 
terme  cifron  est  incontestablement  l'origine  du  mot 
chiffre.  M.  Wœpcke  observe  qu'en  anglais  cipher  et  en 
portugais  ci/ra  ont  encore  le  sens  de  zéro.  Le  mot  fran- 
çais chiffre  n'a  pas  conservé  cette  signification  qu'il  a  eue 
autrefois. 

Dans  celte  rapide  analyse  d'un  Mémoire  qui  comprend 
deux  cents  pages  pleines  de  faits,  nous  avons  été  forcé 
de  négliger  bien  des  détails  intéressants.  M.  Wœpcke 
est  un  de  ces  savants  consciencieux  qui,  loin  de  prendre 
un  ton  affirmatif,  ne  hasardent  une  hypothèse  qu'en  l'ap- 
puyant d'un  bon  nombre  d'arguments  solides.  Nous  avons 
dû  laisser  de  côté  la  plupart  de  ces  arguments  et  nous 
contenter  d'énoncer  les  conclusions.  Toutes  les  personnes 
qui  s'intéressent  aux  études  historiques  concernant  les 
sciences  liront  ce  Mémoire  avec  un  vif  intérêt,  dussent- 
elles  (tous  nos  savants  ne  sont  pas,  comme  M.  Wœpcke, 
familiarisés  avec  les  langues  de  l'Asie)  franchi  ries  passa- 
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ges  sanscrits,  persans  ou  arabes,  qui  s'y  trouvent  en  grand 
nombre.  L.-M.  Devic. 

Note.  —  Pour  mieux  faire  saisir  la  ressemblance  si- 
gnalée par  M.  Wœpcke  entre  nos  chiffres  et  les  chiffres 
gobâr,  nous  donnerons  le  tableau  suivant  dont  les  élé* 
ments  sont  empruntés  à  Fouvrage  intitulé  :  Exposé  des 
signes  de  numération  usités  chez  les  peuples  orientaux 
anciens  et  modernes,  par  M.  A. -P.  Pihan. 

Chiffres  européens 1234567        89  0 

indo-arabes r^'^^t^«>4V        A^^oni 

»        gobàr  asiatiques... .  I      'C      ^    3^    ^     i      ^      9     ^    (ptsdeié 

»        gobàr  occidentaux. .  l^^r^^^O        X^  * 

Apices  de  Boèce lCIfcB^IaA.-5'C*'        0 

L'ouvrage  de  M.  Pihan,  chef-d'œuvre  de  typographie, 
est  le  plus  vaste  recueil  de  documents  graphiques  et  lin- 
guistiques qui  aient  jamais  été  rassemblés  sur  l'histoire 
de  la  numération.  P. 


BULLETIN. 


Van  den  MENSBRUGonE,  docteur  es  sciences,  répétiteur 
de  physique  à  l'École  du  Génie  civil  de  Gand.  — Note 
sur  la  théorie  matliématique  des  courbes  d^ intersec- 
tion de  deux  lignes  tournant  dans  le  même  plan 
autour  de  deux  points  fixes.  Note  présentée  à  l'Acadé- 
mie Royale  de  Belgique.  In-8  de  aa  pagies^  i863.  (Ex- 
trait des  Mémoires  des  Sav^ants  étrangers.) 

Problème  proposé  par  M.  Plateau,  résolu  par  Le  François 
ilans  la  Correspondance  mathématique  de  Que  tel  et,  en  supposant 
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commensurables  les  vitesses  de  deux  courbes.  M.  Van  denMens- 
brugghe  résout  le  même  problème  dans  toute  sa  généralité. 
L'auteur  a  reproduit  tous  ses  résultats  au  moyen  d'un  appareil 
ingénieux  de  M.  Plateau,  et  toujours  la  théorie  s'est  trouvée 
pleinement  vérifiée. 

Bellavitis,  professeur  à  l'Universîtë  de  Padoue.  — Re- 
vista...  Rev^ue  des  journaux  scientifiques,  (Extrait  des 
Actes  de  V Institut  vénitien  des  Sciences^  des  Lettres 
et  des  Arts,) 

Dans  cette  Revue,  dont  la  sixième  parue  vient  de  paraître, 
M.  Bellavitis  donne  les  titres  des  principaux  articles  des  jour- 
naux scientifiques,  en  y  joignant  des  remarques  historiques  ou 
bibliographiques,  quelquefois  de  nouvelles  solutions  ou  des 
développements  toujours  instructifs.  Les  Nouvelles  Annales  y 
occupent  une  grande  place. 

The  Lady^Sy  Farmers  and  Mathematical  Almanackfor 
theyear  1862  •,  id.  i863.  In-12.  Dublin. 

Cette  publication  annuelle  renferme  un  nombre  considérable 
de  charades,  de  rébus  et  de  questions  mathématiques,  dont  quel- 
ques-unes sont  proposées  en  vers.  Nous  y  avons  pris  l'énoncé 
de  notre  question  656  dont  Tauteur,  M.  Matthew  Collins,  a 
bien  voulu  nous  faire  connaître  Télégante  solution. 

Le  petit  almanach  de  Dublin  nous  révèle  un  genre  littéraire 
inconnu  en  France,  la  charade  élégiaque.  Où  l'élégie  va-t-elle 
se  nicher!  Il  est  vrai  qu'il  s'agit  de  déplorer  le  trépas  d'un  col- 
laborateur qui  excellait  à  composer  et  à  deviner  des  charades. 
MaC'Dermott  is  no  more  !  Alas  ! 

Matthew  Collins.  —  A  Tract  on...  Traité  sur  les  cas 
de  possibilité  ou  d^ impossibilité  des  doubles  égalités^ 
dans  Vanaljse  de  Diophante,  In-8  de  60  pages.  Du- 
blin, i858. 
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Beltbàmi.  —  Sulla...  Sur  la  théorie  des  développoïdes 
et  des  dév^eloppantes.  In-4  de  22  pages.  (Extrait  des 
Annali  di  Matematica^  t.  IV.) 

La  développoïde  d*une  courbe  est  une  seconde  courbe  dont 
chaque  tangente  est  coupée  par  la  première  sous  un  angle  o, 
fonction  quelconque  des  coordonnées  du  point  d'intersection. 
Cette  dénomination  paraît  due  à  M.  Brioschi,  au  moins  dans 
ce  sens.  Le  mot  développante  a  été  imaginé  par  Fontenelle, 
Histoire  de  l'Académie  des  Sciences ^  1712,  p.  63. 

Càsorati  (Feiîce).  —  Rîcerca  foDdamental...  Rechercha 
fondamentale  pour  V étude  d'une  certaine  classe  de 
propriétés  des  surfaces  courbes.  In-4  de   28  pages. 
(Extrait  des  Annali,) 

Une  surface  étant  considérée  comme  flexible,  mais  inexten- 
sible, Tauteur  se  propose  d'étudier  les  propriétés  de  la  surface 
qui  subsistent  lorsqu'on  lui  fait  subir  une  déformation. 

Cremona.  —  iDtroduzione...  Introduction  à  une  théorie 
géométrique  des  courbes  planes .  (Principes  généraux 
et  application  aux  courbes  du  troisième  ordre.)  In-4 
de  V111-128  pages;  1862.  (Extrait  des  Mémoires  de 
r Institut  de  Bologne,) 

On  rendra  compte  de  cet  ouvrage. 

Cremoka.  —  Sulle...  Sur  les  transformations  géomé- 
triques des  figures  planes.  In -4  de  12  pages.  Bo- 
logne, 1862.  (Extrait  des  Mémoires  de  V Institut  de 
Bologne.) 

L'auteur  étudie  la  transformation  des  courbes  dans  lesquelles  à 
un  point  de  la  proposée  correspond  un  seul  point  de  la  transfoi- 
mée,  et  à  une  droite  de  la  proposée  une  courbe  du  tw'**"*  degré 
dans  la  transformée.  Généralisation  de  la  transformation  conique. 
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M.  de  Jonquières  a  traité  les  mêmes  questions  dans  un  Mé- 
moire présenté  à  l'Académie  des  Sciences,  et  dont  nous  donne- 
rons prochainement  un  extrait  (vo/r  les  Comptes  rendus,  t.XLIX, 
p.  542,  iSSg). 

AousT  (Tabbé).  —  Note  sur  la  surface  des  courbures, 
In-4  àe  4  P^g^s*,  juillet  i863.  (Extrait  des  Comptes 
rendus,) 

Brioschi,  de  l'Institut  Lombard,  député  au  Parlement 
national.  —  Sur  la  résolvante  de  Malfatli  pour  les 
équations  du  cinquième  degré.  In-4  de  16  pages. 
(Extrait  des  Mémoires  de  V Institut  Lombard.) 

Le  but  de  ce  travail  est  de  revendiquer  pour  Malfatti  les  ré- 
sultats trouvés  par  quelques  géomètres  anglais.  Dans  la  note  i  ^ 
l'auteur  donne,  en  l'abrégeant,  le  calcul  de  Malfatti.  Dans  la 
note  2,  il  réduit  la  résolvante  à  la  forme  des  équations  du 
sixième  degré  qui  comprend,  comme  cas  particulier,  les  équa- 
tions qu^on  rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
quand  on  résout  le  problème  de  la  transformation  du  cinquième 
ordre.  EnGn  (note  3),  il  montre  que  la  transformée  de  la  ré- 
solvante conduit  à  la  résolution  d'une  équation  du  cinquième 
degré. 

HiRST  (T,-A .) .  —  Sur  les  volumes  des  surfaces  podaires. 
In-4  de  20  pages.  (Extrait  du  Journal  de  Crelle, 
LX*  volume.) 

La  podaire  d'une  courbe  fermée  est  une  courbe  fermée.  Si 
l'origine  de  la  podaire  (lieu  d'où  on  abaisse  les  perpendiculaires 
sur  les  tangentes  à  la  courbe  donnée)  se  déplace  de  manière  que 
Taire  de  la  podaire  reste  constante,  le  lieu  de  ces  rayons  sera 
une  circonférence  de  cercle.  Les  diverses  circonférences  qui 
correspondent  à  différentes  aires  sont  concentriques,  le  centre 
commun  étant  l'origine  de  la  podaire  d'aire  minimum.  M.  Hirst 
cherche  à  généraliser  ce  théorème  de  Steiner.  Il  trouve  que, 

Ann.  de  Mathémnt,f  Q«  série,  t.  II   (Décembre  1 863.)         3o 
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quelle  que  soit  la  nature  d'une  surface  donnée,  les  origines  des 
podaires  de  volume  constant  {*)  sont  situées  sur  une  surface  du 
troisième  ordre;  et  en  second  lieu  que,  quand  la  surface  primi- 
tive est  fermée,  la  surface,  lieu  des  origines  des  podaires  de 
volume  constant,  est  du  second  ordre  et  que  Tensemble  de  ces 
lieux  forme  un  système  de  surfaces  semblables,  semblablement 
placées  et  concentriques,  dont  le  centre  commun  est  l'origine  de 
la  podaire  de  volume  minimum. 

Beltràmi.  —  Sur  la  conique  des  neuf  points  et  sur  quel- 
ques questions  qui  en  dépendent,  38  pages  în-4«  Bo- 
logne, i863.  (Extrait  des  Mémoires  de  V Institut  de 
Bologne.) 

Le  théorème  sur  le  contact  du  cercle  des  neuf  points,  attribué 
quelquefois  à  Terquem,  d'autres  fois  à  Steiner,  est  revendiqué 
par  Steiner  lui-même  pour  son  compatriote  Feuerbach  dans  un 
opuscule  intitulé  :  Die  geometrischen  Mittelst  der  geraden  Unie 
und  eines  festen  Kreisen;  Berlin,  i833.  Steiner  l'avait  énoncé 
dans  les  Annales  de  GergonnCy  en  1828,  sans  en  connaître  l'au- 
teur. M.  Beltràmi  se  propose  de  démontrer  ce  théorème  en  le  gé- 
néralisant au  moyen  d'une  certaine  transformation  géométrique. 

Feuerbach  (Charles-Guiilaume),  professeur  de  mathéma- 
tiques au  gymnase  d'Erlangen,  est  né  le  3o  mai  1800  à  léna  et 
mort  le  12  mars  1834.  On  a  de  lui  :  Propriétés  de  quelques 
points  remarquables  du  triangle  rectiligne  et  de  plusieurs  lignes 
et  figures  qu'ils  déterminent  (en  allemand)  (**);  Nuremberg, 
1822.  Plan  de  recherches  analytiques  sur  la  pyramide  triangU' 
laire;ib.,  1827  (en  allemand)  (Pogoendorf,  Handvpàrterbuch), 


(*)  Geyolume  est  celui  d'un  cône  dont  le  sommet  est  rorigine  et  dont 
la  base  est  la  partie  de  la  surface  podaire  qui  correspond  à  une  partie  don- 
née de  la  surface  primitive. 

(**)  Nous  devons  la  connaissance  de  cet  ouvrage  à  M.  Paul  Serret. 
M.  Mention  avait  bien  voulu  nous  signaler  également  Terreur  historique 
commise  à  ce  sujet  par  plusieurs  géomètres  et  par  nous-mème  (p.  340). 
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WoEPCKE  (F.).  —  Passages  relatifs  à  des  sommations  de 
séiies  de  cubes  extraits  de  manuscrits  arabes  inédits* 
IiL-4  ^^  4o  pages.  Borne,  i863. 

Recherches  entreprises  à  la  demande  du  prince  Boncom- 
pagni  et  d'où  résulte  que  la  formule  qui  donne  la  somme  des 
cubes  des  nombres  naturels  se  trouve  dans  Ibn-AIbannâ,  ma- 
thématicien marocain  du  xiu^  siècle. 

Cantor  (Maurice).  —  Mathemalische  Beitrage...  /)o- 
cuments  mathématiques  relatifs  à  V histoire  de  la  ciui- 
lisation  des  peuples»  In-8  de  432  pages.  Halle,  i863. 

Il  sera  rendu  compte  de  cet  ouvrage. 

Chelini  (D.),  professeur  à  Bologne. — Sulla  teoria... 
Sur  la  théorie  des  systèmes  simples  de  coordonnées  et 
sur  la  discussion  de  V équation  générale  du  second 
degré  en  coordonnées  triangulaires  et  en  coordonnées 
tétraédriques.  In-4  de  Ssà  pages.  Bologne,  i863.  (En- 
trait des  Mémoires  de  ^Institut  de  Bologne,) 

Étude  des  systèmes  de  coordonnées  dans  les  rapports  qu'ils 
ont  avec  le  principe  de  la  résultante,  c'est-à-dire  de  la  droite 
ou  de  Taire  dont  la  projection  sur  une  droite  ou  sur  un  plan 
est  égale  à  la  somme  des  projections  analogues  d^  droites  ou 
d'aires  planes  données. 

Chelini.  —  Délia  Lege...  De  la  loi  suivant  laquelle  un 
ellipsoïde  hétérogène  attire  les  divers  points  de  Fes^ 
pace,  Id-4  de  52  pages.  Bologne,  1862.  (Extrait  des 
Mémoires  de  V Institut  de  Bologne.) 

HouEL  (J.  ),  professeur  à  la  Faculté  de  Bordeaux.  — Essai 
d'une  exposition  rationnelle  des  principes  fondamen^ 
taux  de  la  Géométrie  élémentaire.  In-8  de  142  pages. 
Greîfswald,  i863.  (Extrait  des  Archîi^es  de  GruneH,) 

36. 
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NicoLÀÏDÈs  (N.).  —  Théon'e  du  mouvement  d^inejigure 
plane  dans  son  plan  ;  application  aux  organes  des 
machines,  In-8  de  32  pages  et  i  planche. Paris,  Leiber. 
—  Analyse  du  Mémoire  précédent  par  M.  Moigno, 
(extrait  àes  Mondes),  suivie  dHxxne  Noie  par  M.  Ni- 
colaïdès,  Ia-8  de  i6  pages  et  i  planche. 

Dans  la  Note,  M.  Nicolaïdès  démontre,  comme  des  consé- 
quences de  sa  théorie,  les  théorèmes  énoncés  par  M.  Ha  ton. 
(Foir^,  547.) 

Sàlmon.  —  Trealise. . .   Traité  des  sections  coniques, 
faisant  connaître  les  plus  importantes  méthodes  mo- 
dernes ^  analytiques  ou  géométriques.   4*  édit.  In-8. 
Londres;  Long man,  i863. 

Il  sera  rendu  compte  de  cette  nouvelle  édition  ainsi  que  de 
Touvrage  du  même  auteur  sur  la  géométrie  à  trois  dimensions. 

De  Jonquières.  —  Étude  sur  les  courbes  algébriques 
tracées  sur  une  su/face  algébrique  de  degré  quel- 
conque,  In-4  de  18  pages.  Rome,  i863.  (Extrait  des 
jinnali,  ) 

Ce  Mémoire  a  pour  but  de  remplir  le  programme  tracé  par 
M.  Chasles  dans  un  de  ses  Mémoires  :  «  On  est  donc  induit  à  pen- 
ser que  la  manière  d*étudier  les  courbes  à  double  courbure 
devrait  être  telle,  qu'elle  devînt,  comme  cas  particulier,  celle  en 
usage  pour  les  courbes  planes.  Il  semble  qu*on  pourra  satisfaire  à 
cette  condition  si,  au  lieu  de  considérer  les  courbes  gauches  dans 
Tespace  indéGni,  on  les  étudie  par  familles,  sur  telle  ou  telle 
surface  déterminée  :  la  surface  plane  ne  sera  plus  qu*un  cas  par- 
ticulier de  la  question,  et  les  procédés  employés  sur  les  surfaces 
courbes  deviendront  ceux  que  les  géomètres  pratiquent  sur  le 
plan....  y 
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VANNSON,  professeur  au  lycée  de  Versailles SîS 

VIRIEU  (de ),  professeur  à  Lyon .     220,  286,   339  **  4^® 

YLLl  AC  (  F .  ) I  o5 

Note,  —  Sur  i5o  collaborateurs  dont  les  travaux  ont  été  insérés  ou 
mentionnés,  il  y  a  60  élèves  dont  17  ont  été  admis  à  l'ËcoIe  Polytech- 
nique, 5  à  rÉcole  Normale  et  i  à  TÉcole  Navale. 


(*)  Pseadonyme. 


(575) 


QUESTIONS  NON  RÉSOLUES 

Dans  les  cinq  derniers  volumes  de  la  première  série 

et  dans  les  deux  premiers  de  la  deuxième. 


TOME  XVI  (*),  ire 

36o 

362 
378  à  38i 

383 

385 
398  à  4 00 


4.4 
419 

4q4 

4^9  et  43o 

434 
437 

439 
441 

444  et  445 

447  et  448 

454 

473 
475 

480  et  48j 
486  et  487 

489 
490  et  491 

495  et  496 

Soi 
5o5  et  5o6 
5ii  à  5i3 
b'iS  et  526 
628  et  629 

533 

536 


TOME  XVII. 


TOME  XVIII. 


TOME  XIX. 


série. 

Pages. 
58 

59 
180 

183 

i83 

390 

3i 

33 

33 
i39 
186 
186 
187 
187 
363 
358 
434 

170 
172 

266 
357 
358 
443 

444 

44 

44 
46 

334 

347 

348 
3o6 


TOME  XIX  (su 

NO». 
538  et  539 
540  et  541 
546  et  547 
549  et  55o 

553 

554 

556 


558  et  559 
56i  à  564 

573 

578 

58 1 

585 
589  à  591 
593  et  593 
598  et  600  ( 


TOME  XX. 


«» 


) 


îte). 

Pages. 
3o6 
36 1 
404 
4o5 
406 
464 

464 

55 
56 

113 

i38 
139 
140 

i4o 
316 

399 


TOME  I*r,  2«  série. 


604  à  607 
6i3  et  6i5 
617  à  619 

635 

63 1 

643 
648  à  65i 

656 

65/ 
66a  et  663 
664  à  667 
668  à  670 
672  à  67Q 
677  à  681 
683  et  683 


TOME  II. 


24 
i55 
i56 

383 
383 

93 
189 
374 
335 
336 
371 
4ai 

479 

533 

55o 


(*)  Noos  rerlendroni  inr  les  questions  non  résolaes  dans  les  qainzo  premiers  rolnmes. 
Pour  les  soirants,  nons  sommes  rederables  de  plasiears  corrections  à  M.  le  Professear 

BellaTitis. 

(••)  Les  qaesUons  596,  697  et  699  font  double  emploi  atec  les  questions  669,  690  et  691. 


(  576) 


ERRATA. 


Page  225,  question  gS,  au  lieu  de  et  la  surface  de  la  sphère;  A,  B,  et  C. . ., 
Usez  sur  la  surface  de  la  sphère,  A,  B  et  C . . . . 

Page  336,  question   igS,  au  lieu  de  faces  d'un  angle  trièdre,  lisez  arêtes 
d'un  angle  trièdre. 


FIN    DU    TOME    II,     2®    SÉRIE. 


PARIS.   —  IMPRIMERIE  DE  MALLET-BACHELIER, 
rue  de  Seine-Saint-Gcrniain,  10,  prcsTInstitut. 
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